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Eloszo

A hosszusag, teriilet, térfogat, ivhossz, felszin, egyszerii geometriai alakzatokra mar
az Okorban definialtak és szamolhatoak voltak. A teriilet és a térfogat fogalméat
eloszor PEANO és JORDAN terjesztette ki a sik illetve a tér részhalmazainak egy
bovebb rendszerére a XIX. szazad végén. Eszerint egy sikbeli korlatos halmaz kiilsé
mértéke legyen az 6t lefedo véges sok sokszoghol all6 alakzatok tertiletének pontos
also korlatja, bels6 mértéke pedig a benne fekvd véges sok sokszoghdl allo alakzatok
teriiletének pontos felso korlatja. Ha ezek egyenloek, akkor a halmazt mérhetonek,
ezen kozos értéket pedig a halmaz mértékének nevezziik. Térfogat esetén hasonld az
eljaras.

Ez a mértékfogalom egyszerii, de a Riemann-integral altalanositasara — aminek
a sziikségességét az integral és a hatarérték felcserélésével kapcsolatos problémak
indokoltak — nem megfelel6. Ezen a teriileten a f6 1épést HENRY LEON LEBESGUE
tette meg a XX. szazad elején. Az altala létrehozott mértékfogalom mar nem csak
véges sok halmazra additiv — ahogy ez a Jordan-mérték esetében igaz —, hanem
megszamlalhatéan végtelen sok halmazra is. A nemnegativ fliggvények integraljat a
fiiggvény grafikonja alatti halmaz mértékeként definialta.

A Lebesgue altal alkotott mérték és integral elénye az integral és a hataratmenet
felcserélhetdsége, tovabba az integral- és differencialszamitas szorosabb kapcsolata.
Ez az elmélet lett az alapja a modern geometrianak, valoszintiségszamitasnak, valos
fliggvénytannak, a Fourier-sorok elméletének és a funkcionédlanalizisnek.

Ebben a kényvben a Lebesgue-mértéket nem a Borel-mérheté halmazok rend-
szerén, hanem az attol bovebb, kiils6é mérték altal mérheté halmazok rendszerén
értelmezziik. Ha ez gondot okoz, mint példaul a valosziniiség esetén, akkor azt kiilon
jelezziik. A mértékek szorzatat altalanossagban szintén a kiilsé mérték altal mérheto
halmazok rendszerén értelmezziik, nem pedig generalt o-algebran. Azonban a valészi-
ntiségnél felmeriil6 gondok miatt mértékek szorzatat a Caratheodory-féle kiterjesztési
tétel segitségével, generalt o-algebran is megadjuk. A Fubini-tételt mindkét esetre
bizonyitjuk. A ,Valdszintiség” cimii fejezetnek a {6 célja — azon til, hogy nem geo-
metriai jellegi mértékre is lassunk példat —, a mértékelmélet ismerete nélkiil tanult
valoszinliségszamitasbeli homalyos részek tisztazasa.

A konyv frdsakor sok hasznos tandcsot kaptam BALKA RICHARD kollégdmtol,
akinek ezuton is szeretném ezt megkoszonni.

A szerzé



Altalanos jelolések

L] bizonyitas vége jel

NA=UA =0

i€ i€l

HNA:={HNA:H e H}, ahol H halmazrendszer és A halmaz
Dy az f figgvény értelmezési tartomanya

Ry az f fuggvény értékkészlete

f~! az f invertdlhaté fiiggvény inverze

f(H)={f(x):x € HN D}, a H halmaz f fiiggvény altali képe
fYH):={x € Dy: f(x) € H} a H halmaz [ fiiggvény altali &sképe
P(X) az X halmaz hatvanyhalmaza

N a pozitiv egész szamok halmaza

7, az egész szamok halmaza

Q a racionalis szamok halmaza

R a valés szamok halmaza

R, a pozitiv valés szamok halmaza

C a komplex szamok halmaza

1 az imaginarius egység

(a,b) mbédon jeloljiik a nyilt intervallumokat

[z] az © € R egész része

{z} =2 — [z] az = € R tort része

A konyv tovabbi részeiben bevezetett jelolések a konyv végén kiilon fejezetben vannak
Osszefoglalva.



1. fejezet
Meérték

1.1. A valds szamok bovitett halmaza

A Jordan-mérték esetében feltételezziik a mérhet6 halmaz korlatossagat, igy a Jordan-
mérték véges minden esetben. Az altalanositas soran feltételezziik, hogy egy halmaz
mértéke végtelen is lehet. Példaul egy egyenes hossza végtelen. Ezért a valdos szamok
halmazat kibovitjiik a végtelennel, illetve a miveletek tulajdonsagai miatt a minusz
végtelennel. Ez a két 0j elem 6nmagaban semmit sem jelent, azaltal kapnak értelmet,
hogy az igy kibovitett halmazban definidljuk a rendezést és a miiveleteket.

1.1. Definicié. Ry, := RU {—o00, 00} a valds szamok bévitett halmaza, melyben a
rendezést és a miveleteket a kovetkezdk szerint értelmezziik:

@® —o0 <00, —00 < césc<oo, haceR,
@ c+oo=00+c:=00,haceRyésc>—o0,
® ¢+ (—00) = —c0+c¢:= —00, hac e Ry és ¢ < oo,
@ c-oo=00-c:=00,haceRy,ésc>0,
® c-oo=00-c:=—00,haceRyésc<0,
® c-(—o0)=—00-c:=—00,haceRyésc>0,
@ ¢ (—o0)=—00-c:=00,haceRy ésc<0,
i:L::O,hauceIR,
00 —00
® 0-00=00-0:=06s0-(—00) = (—00)-0:= 0, ha a szorzétényezéként szerepld

0 nem = vagy modon all el6, ahol ¢ € R.

C
—0o0
A kovetkez6 miiveleteket nem értelmezziik:

00 —00 00 —00

oo — 00, —00+00, —, , , .
e%e) o0 —00 —00
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Az Ry-beli intervallumokat illetve az Ry,-beli elemek abszolut értékét a valos esetekhez
hasonlbéan értelmezziik. Példaul

[0,00] ={zx € Ry :x >0} =[0,00) U{o0},
|oo| = |—o0| = .

Az Ry-értékii sorozatok hatarértékét ill. torlédasi pontjat szintén a valds esethez
hasonléan definidljuk. Azaz a,, € Ry, (n € N) és a € R esetén
@ lim a, := a, ha Ve € R,-hoz 3N € N, hogy la, —a| <eV¥n>= N.
n o

@ nli_{roloan := 00, ha VK € R-hoz AN € N, hogy a, > K Vn > N.

® nh—>nc}oan := —o00, ha VK € R-hoz 4N € N, hogy a,, < K Vn > N.

@ Az a, sorozatnak az a torlédési pontja, ha Ve € R, esetén |a,, —a| < € végtelen
sok n-re.

® Az a, sorozatnak a oo torlodasi pontja, ha VK € R esetén a,, > K végtelen
sok n-re.

® Az a, sorozatnak a —oo torlédasi pontja, ha VK € R esetén a,, < K végtelen
sok n-re.

1.2. Definicié. Legyen H C Ry,. Ekkor

supH :=min{k € R, : k >z Vz € H},
inf H :=max{k e Ry, : k <z Vre H}.

1.3. Megjegyzés. H =0 esetén {k € R, : k> axVr e H} ={keRy,: k< zVz €
€ H} =Ry, igy inf ) = 00 és sup) = —o0.

1.4. Definicié. Legyen a, € Ry, (n € N). Ekkor

sup ag :=sup{ay : k > n}, supay:=supay,
k>n k k>1

infa, :=1inf{a : k> n infa, :=infa
k>n k { k = }7 i k ko1 k>

lima, :=infsupay (limesz szuperior),
n
k>n

lim a,, := sup ]ignf ap  (limesz inferior).
n k=2n

1.5. Megjegyzés. Legyen a,, € Ry, (n € N). Konnyen lathatd, hogy ha a,, < a,11 Vn €

€ N, akkor létezik lim a, és lim a,, = supa,. Hasonléan, ha a, > a,.1 Vn € N|
n—o0 n—0o0 n

akkor létezik lim a,, és lim a, = inf a,,.
n—oo n—oo n

1.6. Megjegyzés. Az el6z6 definicidban b, := inf a; monoton névekvé sorozat, illetve

k>n
Cn := sup a; monoton csokkeno sorozat, igy az el6z0 megjegyzésbol
k>n
lim a,, = sup inf a5 = lim inf a 1.1
n np k>n k 00 k3n ks ( )
lima,, = inf supa, = lim sup a. 1.2
n pag = M SUp g (1.2)

n k>n k>n
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1.7. Tétel. lima, az a, sorozat legnagyobb torléddsi pontja, illetve lima, az a,
sorozat legkisebb torlodasi pontja.

Bizonyitds. Legyen a := lima, € R és tegyiik fel, hogy a nem torlédési pontja az a,,
sorozatnak. Ekkor létezik olyan ¢ > 0 és N € N, hogy

la, —al =2¢ VYn > N.

Ha n > N rogzitett, akkor |ax — a| > ¢ Vk > n, melybdl |supay —al > e Vn > N,

k>n

azaz lim sup a, # a, ami ellentmondés (1.2) miatt. Tehat a torlédési pont.

Most tegyuk fel, hogy valamely € > 0 esetén a,, > a + € végtelen sok n-re. Ekkor

sup a; > a + € végtelen sok n-re, azaz lgm sup ay # a, ami ellentmondas (1.2) miatt.
k>n k>n
Ezzel bizonyitottuk, hogy a,, > a + ¢ csak véges sok n-re teljesiilhet, azaz a az a,

legnagyobb torlédasi pontja.
Most tegyiik fel, hogy lim a,, = oo és hogy a,-nek nem torlédasi pontja a oo, azaz
létezik olyan K € R és N € N, hogy a, < K Vn > N. Ekkor rogzitett n > N esetén

ar < K Vk > n, igy supar < K Vn > N, azaz hm sup ay # oo, ami ellentmondas
k>n © k>n

(1.2) miatt. Tehat oo az a, torlddasi pontja, ami értelemszertien csak a legnagyobb
torlédasi pont lehet.
A tétel masik allitasa hasonléan bizonyithato. O]

1.8. Megjegyzés. a,b, € Ry, (n € N) esetén lim(a + b,) = infsup(a + by) = inf (a +

n k>n
+ sup bk) = a + infsup by = a + lim b,. Hasonléan lim(a + b,) = a + lim b,,.
k>n n k>n
1.9. Tétel. Ha a, € Ry, (n € N) esetén nh_}rgo a, = a € Ry, teljesiil, akkor lim a,, =

=lima, = a.

Bizonyitds. a € R esetén legyen ¢ € R, = IN € N, hogy |a, —a| < § Vn =2 N
:>a—§<an<a—|—§Vn>N:>a—5<a—§éigfak<a+§<a+5Vn>N
Z2n

= lim inf a4 = a = (1.1) miatt lima, = a.

n—oo k>n

a = oo esetén VK € R -hoz AN € N, hogyan>2KVn>N:>]i€r>1fak>2K>K
Vn > N = lim inf a), = co = (1.1) miatt lima, = oco. A tétel tobbi allitasat

n—o0 k>n
hasonléan bizonyithatjuk az el6zéekhez. O

1.10. Tétel. Legyen a, € Ry, (n € N). Ekkor lim |a,| = 0 pontosan abban az esetben
teljestil, ha nh_)rgo a, = 0.
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Bizonyitds. » =" (1.2) miatt lim |a,| = lim supfap| = 0 = ¢ € R, esetén
k>n
dN € N, hogy |a,| < sup|ag| < e Vn > N = éllitas.
k>n
> <" lim a, =0 = lim |a,| =0 = 1.9. tétel miatt lim |a,| = 0. O

1.11. Definicié. Legyen I egy halmaz és ¢; € [0,00] Vi € I.
® Ha I =0, akkor 3" ¢; := 0.
il
@ Ha dn € N, hogy I = {iy,is,...,0,}, akkor Y ¢;:=c¢;, + ¢ + -+ ¢, -
iel

@ Ha [ végtelen, akkor Y ¢; := sup{ > ¢ o I véges részhalmaza [ —nek}.
i€l i€l

1.12. Tétel. Ha I C N, ¢; € [0,00| Vi€ [ és I, ={i €I :i<n}, akkor

o= i Yo
il 1€ln
Bizonyitas. Ha az I tires halmaz, akkor az allitds trivialis. Ellenkez6 esetben legyen

= { e IrCl, I* Véges}, J C I véges nem tires halmaz és m := max .J. Ha
el

J # I, akkor > ¢; < X ¢ és Y. ¢; € H. Ebbol kovetkezik, hogy > ¢; =sup H =
i€ i€1m i€ i€l
=su ci:nGN}: lim G- ]
p{zgn f 7Hooz'gl:n

Zci mon. né
1€ln

1.13. Definicié. Legyen I egy halmaz, ¢; € R, Vi € I,
I..={iel:c;>0} és [_:={iel:¢ <0}
Ha Y ¢ <oovagy Y (—c¢;) < oo, akkor legyen
il iel-
ZCZ' = Z C; — Z(_C’)
iel i€ly il

Hasznalni fogjuk a kovetkezo jeloléseket is:

[o¢]
Zci:: Z ¢ 6s ZCi:ZZCi'

=1 ie{1,...,n} =1 €N

1.14. Tétel. Ha c; € Ry, Vi € N és Z c; létezik, akkor Z ¢; = lim Z Ci.

i=1 i= n—»oo
Bizonyitds. Legyen I, =1, N{1l,...,n}és I,_ :=1_N{1,...,n}. Az el6z6 tétel
miatt ch—hm > o és Z(cz)_hm > (—¢) =
i€ly =0 e,y i€l =0 e,

;&ZZQ_Z(_Z —nll_{{)lo(z: Cc; — Z _c’)>:nll_>r&;cz ]

el el 1€ 4+ 1€,
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A kovetkezd tétel szerint a klasszikus analizisben definidlt feltételesen konvergens
sorok Osszege az el6z6 értelemben nem 1éteznek.

1.15. Tétel. Ha ¢; € R, Vi € N, li_>m i ci €R és li_)m i le;| = oo, akkor § ¢ az
n—00 2] n—00 2] i=1

eloz6 értelemben nem létezik.

Bizonyitds. Indirekt médon tegytik fel, hogy Y ¢; az el6z6 értelemben 1étezik. Ekkor
i=1

a korabbi jeloléseket hasznalva

Z ¢; = lim Z c; € R vagy Z (—¢i) = lim Z (—c) € R
i€l 1€l 4 el i€l

Maésrészt li_)m i lei| = h_)m( o+ Y (—ci)> =lim > ¢+ lim ¥ (—¢)=

i€ln i€Tn— N0 e,y =004, -
= 00, 18y
lim c; =00 Va lim —¢;) = 00.
Jm > e gy i > (—a)

i€lny i€l

Mindezekbdl kapjuk, hogy lim f: c; = lim ( o — (—ci)> = lim Y ¢ —
n—00 ;=] n—=o0 \;el, 4 i€Tn— =0 e,y
— lim Y (—¢) € {—00, 00}, ami ellentmondas. O

1.2. Mértéktér

A mérték az alaphalmaz bizonyos részhalmazaihoz nemnegativ valds szamot vagy oco-t
rendel. Kérdés, hogy milyen rendszert alkossanak a mértékkel rendelkez6 (mérhetd)
halmazok és a mértéknek milyen alaptulajdonsigaik legyenek?

1.16. Definicié. Legyen X egy halmaz. Az A C P(X) halmazrendszert o-algebranak
nevezzik, ha

® XeA,

@A=X\Aec A VAec A

® OLjAzEA,haAIEA(ZGN)
=1

Ekkor az (X, .A) rendezett part mérhetd térnek, az A elemeit mérhetd halmazoknak
nevezziik.

1.17. Tétel. Legyen (X, .A) mérhetd tér. Ekkor
@ DeA,
@ AzeA(ZEICN) eseténAUAieAés ﬂAiEA,

el el

® A Be Aesetén A\ B e A.
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Bizonyitds. ™ Az @ &llitds ) = X miatt teljestil.

> @ feltétele mellett legyen A; ;= 0, hai € N\ T = UA; = UA € A —
i€l =1

N4 =NA=UAcA— 0.

iel iel iel
> @ feltétele mellett A\ B=ANB % A= 0. O
@

1.18. Definicié. Legyen I egy halmaz. Az A; (i € I) halmazok diszjunkt rendszert
alkotnak, ha A, NA; =0 Vi,j €1, i#j esetén.

1.19. Definicié. A p: A — [0, oo] fliggvényt mértéknek nevezziik az (X, A) mérhetd
téren, ha
@ p(@) =0, és
@ u( OLj Ai) = ioj wu(A;) VA; € A (i € N) diszjunkt rendszerre. Ez az tigynevezett
i=1 i=1

o-additivitds.
Ekkor (X, A, u)-t mértéktérnek, u(A)-t az A mértékének nevezziik.

1.20. Definicié. Legyen (X, A, ) mértéktér.

® Ha u(X) < oo, akkor a mértékteret ill. a mértéket végesnek nevezziik.

@ Az A C X o-véges, ha 3A; € A (i € I C N) rendszer tgy, hogy n(A4;) < oo
Viel és AC UIAi.

@ Ha X o-véges, eakkor a mértékteret ill. a mértéket o-végesnek nevezzik.

@ Ha minden 0 mértéki halmaz 6sszes részhalmaza mérhetd, akkor a mértékteret
ill. a mértéket teljesnek nevezziik.

® Jelentse p1(A) az A halmaz elemeinek a szamat VA € A esetén. Konnyen lathato,

hogy p mérték, melyet szamlalo mértéknek neveziink.

1.21. Megjegyzés. Ha X = {1,2,3}, A = {Q), {1}, {2,3},X}, 1(0) = p({2,3}) =0 és
pu(X) = p({1}) = oo, akkor (X, A, 1) nem teljes és nem o-véges mértéktér.

1.22. Tétel. Legyen (X, A, pn) mértéktér.
@ (additivitds) Ha A; € A (i € I C N) diszjunktak, akkor M( U AZ-) — Y (4.

i€l el
@ (monotonitds) Ha A, B € A, A C B, akkor u(A) < p(B).
® Ha A,Be A, AC B és u(A) < oo, akkor (B \ A) = u(B) — n(A).

<

(A)
@ (szubadditivitds) Ha A; € A (i € I C N), akkor u( U A;) <3 Ay,
i€l

~

i€
® (folytonossag) Ha A; € A (i € N), Ay C Ay C ..., akkor u( G Ai> =
i=1
= iz, #(An).

® (folytonossag) Ha A; € A (i € N), A1 D Ay D ... és pu(Ag) < oo valamely
k € N esetén, akkor u( oﬁ Ai) = lim w(Ay).
i=1 n—00
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Bizonyitds. » @ feltétele mellett legyen A; := 0, ha i € N\ I = ,u( U AZ-) =

i€l
=u<AU Ai) = Y uA) = Y p(A) = O
i=1 ﬂdd i=1 @T)T_ i€l
> @ ill. @ feltétele mellett ,u(B) p(AU(B\ A)) = p(A)+pu(B\A) = @ill. @.

add.
> @ feltétele mellett, atindexeléssel mlndlg elérhetjiik, hogy I = N vagy dn € N,

hogy I ={1,...,n}. Legyen B; := A; \ U Ay (1 € 1). Ekkor a B; (i € I) diszjunkt
rendszer, B; C A; és U A; = U B; :>,u<UA) (UBi) = > u(B;) <
iel f

i€l i€l el i€l
add. mon.

=}

<X pu(d) = @.

i€l
> ® feltétele mellett legyen By = Ay, By = A\ Aoy (i >
diszjunkt rendszer és U A = U B, = u( EJO AZ> = ,u<‘

=

= tim 358 = Jim (0 B) = Jim ()

add.
» ® bizonyitasaban feltehetjiik, hogy a feltételben szerepl6é k értéke 1, ugyanis
ellenkezd esetben az els6 £ — 1 halmaz elhagyasaval sem a halmazok metszete sem a

halmazok mértékeibél allé sorozat hatarértéke nem véltozik. Legyen B; := A; \ A;

(ieN)= B, C Biu¥icNé U B = U 0 (AnA) = AN Ud=A4,n00N A4 =
i=1 i=1 i=1 i=1

= A\ NA = p(A) - M( N Ai) = M( U Bi) = li_{ﬂ u(By) = lim (M(A1) -

f
® ©)

® oo

— u(A,)) = u(Ar) — lim p(A,) = O

n—oo

A kovetkez6 tétel a mértéktér és a teljesség definicidja alapjan trividlisan teljestil.

1.23. Tétel. Legyen (X, A, pn) mértéktér és Y € A. Legyen Ay az dsszes olyan
mérhetd halmaz dsszessége, mely Y -nak részhalmaza és vy legyen a p leszikitése Ay -
ra. Ekkor (Y, Ay, uy) szintén mértéktér, melyet az eredeti térY -hoz tartozo alterének
neveziink. Ha az eredeti tér teljes, akkor az altere is az.

1.3. Jordan-mérték

Ebben a részben azt taglaljuk, hogy a bevezetében emlitett Jordan-mérték miért
nem felel meg az el6zéekben bevezetett mérték fogalmanak. El6tte ismételjiik at a
Jordan-mérték fogalmat és tulajdonsagait.

1.24. Definicié. Legyen H C R? korldtos és T := [a,b] X [¢,d] C R? olyan zirt
téglalap, melyre H C T teljesill. Legyena =2g <21 < - <z, =b,c=1yy <y <
<o <ys=d, Dy :={xy,...,x.} és Dy := {y1,...,ys}. Ekkor a D := Dy x Dy
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halmazt a T' egy beosztasanak nevezziik. A D beosztas téglalapjainak nevezziik az
[%i—1, 2] X [y;—1, y;] halmazokat. Egy ilyen téglalap tertlete (x; — x;—1)(y; — y;j—1)-

Legyen m.(H, D) a D azon téglalapjainak teriiletosszege, melyeknek minden
pontja a H-nak belsé pontja. Ha nincs ilyen téglalap, akkor m,(H, D) := 0. Legyen
m*(H, D) a D azon téglalapjainak tertiletosszege, melyekben van H-nak belsd vagy
hatarpontja. Ha nincs ilyen téglalap, akkor m*(H, D) := 0. Legyen H belsd Jordan-
mértéke

m(H) := sup{m.(H, D) : D beosztésa T-nek},

és H Fkilséd Jordan-mértéke
m*(H) := inf{m*(H, D) : D beosztisa T-nek}.

Az m,(H) és m*(H) analég médon értelmezhets akkor is, ha H C R™ (n € N).
Ebben az esetben téglalap helyett n-dimenzios téglardl, vagy csak roviden téglarol,
mig téglalap teriilete helyett tégla térfogatarol beszéliink.

1.25. Tétel. A H C R™ korldtos halmaz belsé és kiilsé Jordan-mértéke fiiggetlen a
H-t tartalmazo T zart tégla valasztdsatol.

Bizonyitds. A bizonyitast csak n = 2 esetben mutatjuk meg, altalanos esetben
hasonlé az eljaras. Ha H = (), akkor az &llitds trividlis. Legyen H # 0 és Ty =
= [ag, bo] X [co, dg] C R? jelélje azt a legsziikebb zért téglalapot, amely tartalmazza
H-t. Legyen T := [a,b] X [c,d] C R? tetszbleges H-t tartalmazé zart téglalap. Ekkor
H C Ty C T. Megmutatjuk, hogy

sup{m.(H, Do) : Do beosztésa To-nak} = sup{m.(H, D) : D beosztésa T-nek}, (1.3)
inf{m*(H, Dy) : Dy beosztasa To-nak} = inf{m*(H, D) : D beosztasa T-nek}, (1.4)

melybél mér kovetkezik az éllitas. Az (1.3) trividlisan teljesil, hiszen H C T, C T
miatt

{m.(H, Do) : Dy beosztasa Ty-nak} = {m.(H, D) : D beosztasa T-nek}.

Legyen Do = {x1,...,z.} x {y1,...,ys} tetszéleges beosztasa Ty-nak és e > 0.

~ Ha a < ag, akkor a; legyen olyan, hogy a < a1 < ag és (ap —a1)(d —c¢) < 5.
Ha a = aq, akkor ay := a.

~ Ha by < b, akkor b; legyen olyan, hogy by < by < b és (b1 — by)(d —c) < 5. Ha
b = by, akkor by := b.

— Ha ¢ < ¢, akkor ¢; legyen olyan, hogy ¢ < ¢; < ¢y és (co —¢1)(b—a) < . Ha
c = ¢, akkor ¢ :=c.

— Ha dy < d, akkor d; legyen olyan, hogy dy < dy < d és (d1 —dp)(b—a) < §. Ha

d = dy, akkor dy := d.
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Legyen D = {a,ay,1,...,2.,b1,b} X {c,c1,y1,...,Ys,di,d}, ami a T-nek beosztasa.
Ekkor 0 < m*(H, D) — m*(H, Dy) < €. Ebbdl kévetkezik (1.4). O

1.26. Definicié. A H C R” korlatos halmaz Jordan-mérhetd, ha a bels6 és kiilso
Jordan-mértéke megegyezik. Ekkor ezt a kozos értéket a H Jordan-mértékének
nevezzilk és m(H) médon jeloljiik.

1.27. Tétel. Legyen H C R™ korldatos halmaz, T C R"™ eqy H-t tartalmazo zart tégla
¢s Dy, Dy beosztasai T-nek. Ha Dy C Do, azaz Do finomitasa D-nek, akkor

my(H,Dy) < m.(H,Dy) és m*(H,Dy) >m"(H, D).

Bizonyitas. Feltehetjik, hogy Dy csak egyetlen ponttal bévebb Di-nél, ugyanis
altalanos esetben ebbdl mar teljes indukcidval kovetkezik az allitas. Ha ez a pont a D,
olyan ¢ tégldjanak eleme, melynek minden eleme H belsé pontja, akkor m,(H, Dy) =
= m,(H, Ds). Ha t nem ilyen, akkor ennek térfogata nincs az m,(H, D;) 6sszegben,
viszont a keletkezo 1j téglak valamelyike mar lehet részhalmaza H belsé pontjainak
halmazénak. Ilyenkor az m,(H, Ds) 6sszegben ennek térfogata mar szerepel tagként,
azaz m.(H, D) < m.(H, Dy). Mindezekbél kovetkezik az els6 egyenlétlenség. A
masik hasonléan bizonyithatoé. O]

1.28. Tétel. Legyen H C R™ korldtos halmaz, T' C R™ eqy H-t tartalmazo zdart tégla
és Dy, Dy beosztasai T-nek. Ekkor m.(H, D) < m*(H, Ds).

Bizonyitas. D1 U Dy beosztésa T-nek és finomitasa Di-nek illetve Do-nek is, igy
az 1.27. tételbdl m.(H, D) < m.(H, Dy U Ds) < m*(H, D1 U Dy) < m*(H,Ds). [

1.29. Tétel. Ha I, ..., 1, az R korldtos intervallumai, akkor az Iy x ... x I, Jordan-
mérheto, és Jordan-mértéke az Iy, ..., I, intervallumok hosszainak szorzata.

Bizonyitas. Csak n = 2 esetén bizonyitunk, altaldnos esetben hasonlé az eljaras.
Legyen H := Iy x ... x I,, T a H lezartja és D tetszoleges beosztasa T-nek. Ekkor D
minden tégldjanak térfogata szerepel az m*(H, D) osszegben, igy m*(H, D) = (by —
—ay)(by — ag), ahol az I végpontjai ay, by (a1 < by) és I, végpontjai ay, by (ay < bs).
Ha e > 0 rogzitett, akkor D := {xo,..., 2.} X {yo,...,ys} valaszthatd ugy, hogy

(21— x0) (b — a2) + (¥ — 2r—1) (b2 — a2) + (Y1 — Yo) (b1 — 1) + (ys — Ys—1) (b1 —a1) < e.
Ekkor 0 < (by —ay)(by—as) —my(H,D) < e = m.(H) = m*(H) = (by —a1)(by—as)
— allitds. =

1.30. Tétel. Legyen H C R™ korldtos halmaz. Ekkor m*(0H) = m*(H) — m.(H),
ahol OH a H hatdarpontjainak halmazdt jeloli.
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Bizonyitas. Legyen T egy H-t tartalmazé zart tégla és D egy beosztasa T-nek. Mivel
T zart, igy OH C T —>

m*(0H, D) = m*(H, D) — m.(H,D) > m*(H) — m.(H). (1.5)

Legyen € > 0 és D, illetve D5 olyan beosztasai T-nek, melyekre

m*(H, D;) < m*(H) + g és mu(H, Ds) > m,(H) — g
Ekkor D := D; U Dy esetén m*(0H) < m*(0H, D) = m*(H, D) —m.(H,D) <
(1.5)
m*(H,Dy) —m.(H,Dy) <m*(H) —m.(H)+¢e = m*(0H) < m*"(H) —
—m(H) < m*"(0H,D) = allitas. O
ﬂ
(15)

1.31. Tétel. Ha A, B C R" Jordan-mérhetéek és m(A) = m(B) =0, akkor AU B
is Jordan-mérhetd és m(AU B) = 0.

Bizonyitds. Barmely e > 0 esetén létezik Dy illetve Dy beosztds, hogy m*(A, D) <
< § és m*(B, Dy) < 5 = Létezik olyan D beosztés, hogy m*(AU B, D) < ¢ =
m*(AUB) = 0= 0 < m.(AUB) < m*(AUB) miatt m,(AUB) = 0 = allitds. O

1.32. Tétel. Ha A, B C R", A C B, B Jordan-mérheté és m(B) = 0, akkor A is
Jordan-mérhetd és m(A) = 0.

Bizonyitds. 0 < m*(A) < m*(B) =0 = 0 < m.(4A) <m*"(A) =0 = éllitds. O

1.33. Tétel. H C R" pontosan akkor Jordan-mérheté, ha OH Jordan-mérhetd és
m(0H) = 0.

Bizonyitds. » =" Az 1.30. tételb8l m*(0H) = m*(H) — m.(H) = 0, masrészt
0 < m.(0H) < m*(0H), igy m.(0H) =0 = m(90H) = 0.
> <" m(0H)=0= m*"(0H) = 0 = 1.30. tételbdl m*(H) = m.(H). O

1.34. Tétel. Ha A, B C R"™ Jordan-mérhetéek, akkor AUB, ANB és A\ B is azok.

Bizonyitds. Az 1.33. tétel miatt m(0A) = m(0B) = 0 = Az 1.31. tétel miatt
m(0AUOB) = 0. Masrészt

J(AUB) C 0AU OB,
J(ANB) C 0AU 0B,
J(A\ B) C 0AU OB,

igy az 1.32. tételbl m(0(AUB)) = m(0(ANB)) = m(9(A\B)) = 0 = Az 1.33. tétel
miatt kapjuk az allitast. O
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1.35. Tétel (Véges additivitds). Ha A; CR™ (i = 1,...,k) diszjunktak és Jordan-
k k k

mérhetdek, akkor U A; is az, tovdbbd m( U Ai> = > m(4;).
= i=1 i=1

=1

Bizonyitas. Csak n = 2 esetén bizonyitunk, altaldnos esetben hasonlé az eljaras.
Legyen k = 2 és tegyiik fel, hogy Aj, Ay # () (ellenkez& esetben ugyanis trividlis).
Legyen T; egy A;-t tartalmazd zart tégla és D; = Dgi) X Dg) a T; egy beosztasa
(1 =1,2). Jelolje T azt a legsziikebb zart téglat, amely tartalmazza a Ty UTs halmazt.
Ekkor T az A; U As-t tartalmazé zért tégla, tovabbé D := (DY U D) x (DM U
UD§2)) beosztasa T-nek. Ekkor m, (A1, D1)+m.(Az, D) < my (A1, D)+m,(As, D) =
= m, (A1 U Ay, D) = m,(A)) + m.(Ay) = m.(A; U Ay). Tgy az 1.34. tétel miatt
addédik az allitas. Ebbol tetszoleges k esetére teljes indukciéval bizonyithatunk. [J

A kovetkezd tétel egyszerti kovetkezménye a véges additivitasnak.

1.36. Tétel (Monotonitds). Ha A, B C R"™ Jordan-mérhetéek és A C B, akkor
m(A) < m(B).

A kovetkezo tétel abbdl kovetkezik, hogy egy beosztas téglainak térfogatai nem
valtoznak, ha a beosztast eltoljuk.

1.37. Tétel (Eltolas-invariancia). Legyen r € R", g: R" — R", g(z) := z + 1 és
A C R™ Jordan-mérhetd. Ekkor g(A) is az, tovdibbd m(g(A)) =m(A).

1.38. Megjegyzés. A Jordan-mérheté halmazok rendszere nem c-algebra, mert meg-
szamlalhatéan végtelen sok korladtos halmaz uniéja nem feltétleniil korlatos, masrészt
létezik megszamlalhatoan végtelen sok olyan Jordan-mérheté halmaz, melyek egyesi-
tése korlatos, de nem Jordan-mérheto. Példaul

H:={(z,y) €[0,1] x [0,1] : x,y € Q}

nem Jordan-mérhetd, hiszen m,(H) =0 # 1 = m*(H). Masrészt H el6all az egyele-
mi részhalmazainak unidjaként, amely megszamlalhatéoan végtelen sok taghol allo
diszjunkt rendszert alkot, tovabba az egy pontbdl 4ll6 halmazok Jordan-mérhetdek.



2. fejezet

Mérték konstrualasa

2.1. KiilsO mérték

Sokszor az alaphalmaz bizonyos egyszeri részhalmazainak mar tudjuk a mértékét. Pl.
sikbeli ponthalmazok teriilete esetén az ismert, hogy a téglalapokhoz mit rendeljiink.
A cél az, hogy olyan mértéket definidljunk, amely egybevag ezzel az el6zetes mértékkel.
Ennek a fejezetnek a tételei erre szolgalnak.

2.1. Definicié. Legyen H egy halmazrendszer. A p: ‘H — [0, 0o] fiiggvényt szubad-
ditivnak nevezzik, ha
1(A) <Y p(A)
el
minden I C N, A, A; € H (i € I) esetén, melyekre A C |J A; teljesiil.
i€l

2.2. Definicié. Ha X egy halmaz és u: P(X) — [0, oo] szubadditiv, akkor u-t kilsd
mértéknek nevezzik X-en.

2.3. Tétel. Legyen p kiilsé mérték X-en. Ekkor
@ (@) =0,
@ (monotonitas) A C B C X esetén pu(A) < u(B).

Bizonyitds. ™ A szubadditivitds definiciéjagba A =T =0 {rva®d Cc U 4; = ) —
i€l
0<pll) < X () =0 = @
ic

> @ feltételével legyen I := {1} és Ay:=B=—= ACB=U A =
i€l

u(A) < L plds) = p(B). O
2.4. Definicié. Legyen p kiilsé mérték X-en. Az A C X p-mérhetd, ha
w(T)=p(TNA)+u(T\A) VI CX.

Az A tehat akkor p-mérhetd, ha barmely T halmazt additivan” vag ketté.

19



20 2. fejezet. Mérték konstrualasa

2.5. Megjegyzés. pu(T) < p(T N A) + u(T\ A) a szubadditivitds miatt, ezért az el6z6
definiciéban ,=" helyett ,>"” is irhat6. Masrészt, ha pu(A) = 0, akkor az A halmaz
p-mérhetd, hiszen T'C X esetén u(T) = w(A) + w(T) > p(T'NA)+w(T\ A).
f A Y
mon. 2 7>
A kovetkezo tétel azt mutatja meg, hogy kiilsé mértékbol hogyan lehet teljes
mértéket konstrualni.

2.6. Tétel. Legyen p kilsé mérték X-en, A az X p-mérheto részhalmazainak rend-
szere és i a p-nek A-ra vett leszikitése. Ekkor (X, A, ) teljes mértéktér.

Bizonyitis. ©» T C X esetén u(T'NX)+u(T\X)=uT) = X € A.
— ——

r 0
@» AcAésT C X esetén p(T)=pu(TNA) +u(T\A) = Ac A
T\A vy
TAA

@» A, e A(ieN)ésT C X esetén
pu(T) p(T'0Ar) + (TN Ay)

n —2 %
A€ 2€

A =T A
= u(TNA)+pu(TNANA ) +u(TNA NAy) >

w(T A 4+ p(T' N Ay) + u(T\ Ay) =
A

T\(A,UAs) Ay Az
(14sd abra) > ,u(Tﬂ(AluAg))
T
szubadd.

>M(Tm(A1uA2))+u(T\(A1UA2)) ria o AT
1 T 2 1

= A U Ay € A = (teljes indukcibval) CJ A, e AvVneN.
i=1

@» A BeAesettn AA\B=ANB=ANB=AUB = (@é®) A\Be A
®» B; € A (i € N) diszjunkt rendszer és T" C X esetén

TN(BLUB = T'NB T'\ B =
f(TOBIUBY) < W(TOBy) + u(T\ By)
=T BieA TNBy TNBsy

= (T N By) + u(T N By) = (teljes indukcidval)

M(Tm ¥ Bi) — " (TN By) ¥n € N.
=1 =1

i1
®» Legyen A; € A(ie N) = B;:= A;\ U Ay % A (i € N) diszjunkt rendszer
k=1

®®
és UA; = U B; = T C X esetén

el el
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®
ﬂBZ»)Ciu<T\iL;lei> > gi;l (TﬂB)+u<T\ UA) —s (n — o0)

0> Saaom G 3 (Gr0m) o(r 4)-
_ ,,L(T AU Bi> + M(T \ 0 A,;) — f:jjjde A — (@ és ®) (X,.A) mérheté tér.

i=1

@» A, € A (i € N) diszjunkt rendszer esetén p(A; UAy) =
STk
E 2
+u(T\ Az) = u(Ar) + n(Az) = (teljes indukeidval)
A
1

(UA) i,u( )VnEN:>,u<

=1 7

mon.

U ) > a0 4s) = £ (A v e N
A

=1
o-additiv = ((0) = 0) (X A ) mértéktér.

®» Ac A i(A) =0é B C Aesetén 0 < pu(B) < p(Ad) =0= u(B) =0
ﬂ

(n — oo u(fj Al) p(A;) = (szubadd.) M(CL)JO 1) = ; w(4;) = n
al

— T C X esetén u(T'NB)+ u(T\ B) % u(B)+pu(T)=u(T) —= Be A =

cB cT mon.
a(B) = u(B) =0 = [1 teljes mérték. O

A kovetkezo tétel azt mutatja meg, hogy egy halmazfiiggvénybdl hogyan lehet
kiils6 mértéket konstrualni.

2.7. Tétel. Legyen X egy halmaz, H C P(X), v: H — [0, 00],

E(B)::{ZV(AZ-):ICN, A eH (iel), BCUA} (B C X),

pw: P(X) —[0,00], wu(B):=infX(B).

Ekkor p kilsé mérték X-en és u(B) < v(B) VB € H. A p-t a v-hoz tartozd kilsé
mértéknek nevezzik.

c s s

0c U@ A; =0 (A; € H) miatt Z:@I/(Ai) = O € Z(@), azaz p(0) = 0.
ic ic

Bizonyitis. ©» B € H esetén v(B) € ¥(B) = v(B) > inf X(B) = u(B).

@» Azt kell még belatni, hogy p szubadditiv, azaz ha J C N, B,B; C X (j €
€J),BC U ,akkorp( ) < z“( ). HaJ—Q) akkor () C UB = 0, igy

j€0
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a 2.8. megjegyzés miatt 0 = pu(0) < X u(B;) = 0. A tovdbbiakban tehét feltehetjiik,
Jjen
hogy J # (). Ha valamely j, € J-re 3(Bj,) = 0, akkor Y u(B;) = oo, igy az €l6z6
jeT

egyenlStlenség teljesiil. Ha 3(B;) # 0 minden j € J-re, akkor rogzitett € € R, esetén
a (it definicidja miatt minden j € J-hez létezik I; C N és AZ(]) € H (i € I;), hogy
B;c U AY &

i€l;

W(B) + o5 = X v(A). (2.1)

i€l

jEJ JEJ iEl; jeJ iel;

B UB U UAY = (udefnicicia) u(B) < T > v(a?) < ¥ (1) +
2.1

+5) < SuB)+ 5= T u(B) e = (L0) u(B) < T u(B,) =

j€J j€J j€d
2.9. Megjegyzés. Az eddigiek alapjan a kovetkez6képpen tudunk tetszoleges halmaz-
fliggvénybol teljes mértékteret generalni:

Legyen X eqy halmaz, H C P(X), v: H — [0,00], p a v-hoz tartozo kilsé mérték,
A az X p-mérhetd részhalmazainak rendszere és i a p-nek A-ra vett leszikitése.
Ekkor (X, A, i) teljes mértéktér.

Azonban elvarjuk, hogy az igy kapott mérték kiterjesztése legyen v-nek, azaz,
hogy pu(A) = v(A) VA € H és H C A teljesiiljon. A tovdbbiakban ennek feltételeit
vizsgaljuk.

2.10. Tétel. Legyen X eqy halmaz, H C P(X), v: H — [0,00] és u a v-hoz tartozo
kiilsé mérték. Ekkor n(A) = v(A) YA € H pontosan abban az esetben teljesil, ha v
szubadditiv.

Bizonyitas. ™ =" u kiils6 mérték, azaz szubadditiv = v szubadditiv.
> <" AA e H(iel CN)ésAcC UA, esetén v(A) < Y v(d) € E(A4)
el el
= Y(A)-nak v(A) als6 korlatja = v(A) < inf X(A) = wAd) < vAd) =
f
f def. 2.7. tétel

p(A) = v(A). O

A kovetkez6 tétel azt mondja ki, hogy H-n értelmezett halmazfiiggvényhez tartozo
1 kiils6é mérték esetén a u-mérhetoséghez nem kell megvizsgalni az alaphalmaz Osszes
részhalmazat, elég csak a H elemeit.

2.11. Tétel. Legyen X egy halmaz, H C P(X), v: H — [0,00], i a v-hiz tartozo
kiilso mérték és B C X. A B halmaz pontosan abban az esetben p-mérhetd, ha

v(A) > (AN B) + u(A\ B) VYA€ H.
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Bizonyitas. » =" A€ H esetén v(A) > p(A) = w(ANB)+ u(A\ B).
f
2.7. tétel B p-mérhetd

> <" Legyen T C X, X(T) # () és e € R,. A u definiciéja miatt 1étezik A; € H
(i€1CN) hogy T C UAiésp(T)+e> X v(A) > ¥ (u(AiNB)+p(Ai\ B)) =
icl iel

el

felt.
= SHANB) + L uANE) 2 p(BnUA)+u(BnuA) > n(B0

icl i€l
szubadd. mon.
NT)+u(BNT) = (¢4 0) (T) > u(BNT)+ u(T\ B). Ha X(T) = 0, akkor
T\B

w(T) = oo, miatt az el6z6 egyenl6tlenség ismét teljesiil. Igy bizonyitottuk, hogy B
p-mérheto. O

iel el

2.12. Definicié. Legyen X egy halmaz, H C P(X), v: H — [0,00] és p a v-hoz
tartozé kiilsé mérték. A v-t premértéknek nevezzik, ha szubadditiv és

v(A) 2 u(ANB)+ A\ B) VA, BeH.
A kovetkezd tétel a 2.10. és 2.11. tételek kévetkezménye.

2.13. Tétel. Legyen X egy halmaz, H C P(X), v: H — [0,00], u a v-hiz tartozo
kiilsé mérték és A a p-mérhetd halmazok rendszere. Ekkor H C A és p(A) = v(A)
VA € H-ra pontosan akkor teljesil, ha v premérték.

A kovetkez6 tétel azt allitja, hogy a mérték egyuttal premérték is, igy minden
mértéktér kiterjesztheto teljes mértéktérré.

2.14. Tétel. Legyen (X, H,v) mértéktér, p a v-hoz tartozo kilsé mérték, A az
X p-mérhetd részhalmazainak rendszere és i a p-nek A-ra vett leszikitése. Ekkor
(X, A, i) teljes mértéktér, H C A és u(A) = v(A) VA € H. Az utdbbi mértékteret az
(X, H,v) természetes kiterjesztésének nevezziik.

Bizonyitis. ©» A 2.6. tétel szerint (X, A, i) teljes mértéktér.
@» v mérték = v szubadditiv = (2.10. tétel) pu(A) = v(A) VA € H.
@» A, B e H eseté ANB A\B)=v(ANB A\ B) = A =
esetén p(AN B) + u(A\ B) = v )+v(A\B) = v(4)
€EH cH ® v add.
v premérték —> (2.13. tétel) H C A. O

2.15. Megjegyzés. Ez a fejezet tehat valaszt adott arra a kérdésre, hogy hogyan lehet
olyan mértékteret generalni bizonyos feltételekkel, amelynek értékei néhény specialis
halmazon mar adottak: Legyen X egy halmaz, H C P(X), v: H — [0,00], i a v-hoz
tartozo kilsd mérték, A az X p-mérhetd részhalmazainak rendszere és i a p-nek A-ra
vett leszikitése. Ha v premérték, akkor (X, A, i) olyan teljes mértéktér, melyben [
kiterjesztése v-nek.

A kovetkezokben példaként megvizsgaljuk a leheté legegyszeriibb halmazfiigg-
vényt, amikor az értelmezési tartomanyanak csak egy eleme van. Pontosabban legyen
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X egy nem {ires halmaz, H az X-nek egy valédi részhalmaza (azaz H C X, H # ()
és H # X)) és
v:{H} >R, v(H):=1.
El6szor meghatarozzuk a 2.7 tételbeli ¥(B) halmazt minden B C X esetén.
— Ha B = (), akkor

Bc|JH=0= ) v(H)=0¢€X(),
€0 =)
Bc|JHVneN= ) v(H)=neX(®) VneN,

i=1 i=1

BCDH:>§:V(H)—OOEE(@),

azaz L(0) = NU {0, 00}.
— Ha B C H és B # (), akkor

BCOHVneN:iy(H):neE(Q)VneN,

i=1 i=1

BCGHﬁiu(H):meE(Q),

azaz %(B) = NU {occ}.
— Ha BC X és B ¢ H, akkor X(B) = 0.
Osszefoglalva

NU{0,00}, ha B =10,
BCX esetén X(B)=<NU{oo}, haBCHé B#0,
0, kiilonben.

Ebbdl kovetkezik, hogy a v-hoz tartozo p kiilsé mérték

0, ha B=10,
p: P(X) —[0,00], w(B)=inf¥(B)=<1, ha BCH és B#0,

oo, kilonben.

A kovetkezokben meghatarozzuk ezen p kiilso mérték altal mérheté halmazok rend-
szerét.
— Legyen A C X és H C A.
*HaT=0=T=TNA=T\A=0=

p(T) = (T OVA) + p(T'\ A). (2.2)
*HaTCHé6T#D—=T=TNAT\A=0é pn(T)=1= (2.2).

*HaTCXé&T ¢ H=— pu(T) =00 = (2.2).
— Legyen A C X és H C A.
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*HaT=0=T=TNA=T\A=0= (2.2).
*HaTCHé6TA0=T=T\ATNA=0¢ uT)=1= (2.2).
*HaTCXéT¢g H=— puT) =00 = (2.2).
~ Legyen AC X, H¢ Aés H¢ A. Ekkor A # (), mert kiilonben H C A = X
teljestilne. Legyen T'=H = TNA# 0 ésT\A# 0 = u(T)=pn(TNA) =
=u(T\ A) =1 = (2.2) nem teljesiil.
Mindezekbdl kapjuk, hogy a p kiils6 mérték altal mérheté halmazok rendszere

A={ACX:HCAvagy HCA}.

Vegytik észre, hogy {H} C A és v(H) = u(H), igy a 2.13. tétel miatt v premérték.
A p-nek A-ra vett lesziikitése

0, haA=0,
p: A—[0,00], [(A)=141, haA=H,

oo, kilonben.

A 2.15. megjegyzés miatt az (X, A, i) olyan teljes mértéktér, melyben fi kiterjesztése
v-nek.

2.2. Nevezetes halmazrendszerek

A mértéket egy specialis tulajdonsagu halmazrendszeren, o-algebran értelmeztiik. A
tovabbi vizsgalatainkban mas tulajdonsagi halmazrendszerekre is sziikségiink lesz.

2.2.1. Félgyuri

2.16. Definicié. Legyen H egy nem itires halmazrendszer. Ha minden A, B € H
k

esetén AN B € H és létezik Hy,. .., H, € H diszjunkt rendszer, hogy A\ B = U H;,
i=1

akkor a H halmazrendszert félgyirinek nevezziik.

2.17. Tétel. Ha H félgyiird, akkor ) € H.

Bizonyitds. H # 0 = JA € H = A\ A = 0 el6all H-beli diszjunkt halmazok
uniéjaként. Ez viszont csak gy lehet, ha § € H. O

2.18. Tétel. Ha H félgyiri, I C N és H; € H (i € I), akkor létezik D; € H (i € N)

diszjunkt rendszer, hogy U H; = U D;.
i€l i=1
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Bizonyitds. Legyen iy,is, ..., i, € I. Ekkor H;, \ H;, el6all véges sok H-beli halmaz
uniéjaként. Tgy H;, \ (H;, U Hy,) = (H;, \ Hy,) \ Hi, szintén el6all véges sok H-beli
halmaz unigjaként. A gondolatmenetet folytatva kapjuk, hogy H;, \ (Hi, U...UH;)
el6all véges sok H-beli halmaz uni6jaként.

Legyen A; := H;\ U Hj,haie€ I, és A;:=0,haie N\ I Ekkor U H; = G A,
i=1

Jjel iel

j<i
és A; (i € N) diszjunkt rendszer, masrészt az elézéek értelmében minden A; felirhat6
véges sok H-beli halmaz uniéjaként. Ebbdl adodik az allitas. O]

2.19. Tétel. Ha Ay, ..., A, félgyirik, akkor {A; x---xA,: A, € A, i=1,...,n}
félgyiiri.

Bizonyitas. Jeloljik a tétel allitisaban szereplé halmazt H,,-nel, amely nyilvan nem
iires halmaz.

» Ha A, XAQ,Bl X By € Hy = A;, B; E.AZ', (ZZ 1,2) — A,NB; € A, (’L: 1,2)
= (A1 N By) X (A2 N By) = (A1 x Ag) N (B X By) € Ha.

» Ha A; X Ay, By X By € Hy = A;, B; € A;, (i =1,2). Legyen

Oy = (A N By) x (A3\ By), Cy:= (A \ By) x As.

Megmutatjuk, hogy (A; x As) \ (B1 x By) = C; U Cs.

Ehhez elészor legyen (z,y) € (A1 X Ay) \ (B1 X By). Ekkor x € A; N By vagy
r € Ay \ By. Ha x € A; N By, akkor y € Ay \ By, ugyanis, ha y € A N By teljestilne,
akkor (z,y) € By X By, ami nem igaz. —> (z,y) € C1. Hax € Ay \ By, akkor y € A,
miatt (z,7y) € Cy. Igy (z,y) € (A1 x Ay) \ (B x By) esetén (x,y) € Cy U Cy, azaz
(Al X Az) \ (Bl X Bg) c CLuUds.

Megforditva, most legyen (z,y) € C1UCs. Ha (z,y) € Cy, akkor (z,y) € Ay x A,
de y & By miatt (x,y) &€ By X Bs. Ha (x,y) € Cy, akkor (z,y) € Ay X Ay, de x & By
miatt (z,y) & By X By. Igy C1 U Cy C (A x Ay)\ (By x By).

Azt kaptuk tehat, hogy C; U Cy = (A1 x As) \ (B X Bsy). Méasrészt (A1 N By) N
N(A;\ By) = 0 miatt C;NCy = 0, tovdbba C és Cy eléall vége sok diszjunkt Ho-beli
elem unidjaként. = Hy-beli elemek kiilonbsége mindig felirhat6 véges sok diszjunkt
Ho-beli elem uniéjaként.

» Az eddigiekbol n = 2 esetén igaz az allitds. Ebbol teljes indukciéval bizonyithatunk
tetszéleges n-re, ugyanis, ha feltessziik, hogy H; félgytri, akkor az el6z6ekbdl
Hk+1 = {A X Ak+1 A€ Hk, Ak+1 € .Ak+1} is félgyﬁrﬁ ]

2.2.2. Halmazgytiri

2.20. Definicié. Egy H nem iires halmazrendszert halmazgyirinek nevezzik, ha

A\ B € H és AUB € ‘H minden A, B € H-ra.

2.21. Tétel. Ha H halmazgyiri, akkor
@ PeH,
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@ U A €M, ha Ay, Ay, ... A, €H,

i=1

® N A €H, ha Ay, Ay, ... A, €H.

i=1

Bizonyitds. » A€ H esetén ) = A\ A e H = Q.
> @ teljes indukcioval bizonyithaté.

> Legyen A : U A; = @ miatt A € H, masrészt A; C AVie {l,...,n} =

A-ra vald komplementerkepzesre alkalmazva a de Morgan-szabalyt kapJuk hogy

N A=A\ U(A\A) eH = O. u
=1 i=1

2.22. Tétel. Ha H halmazgyiri, akkor félgyiri is.

Bizonyitdas. Lattuk, hogy A, B € ‘H esetén AN B € H, igy teljestl az allitas. O

2.23. Tétel. Ha H félgyirt, akkor {G H:neNH,.  HcH diszjunktak‘}
=1
halmazgyiri.

Bizonyitdas. Legyen H* := { 6 H :neNH,,....H, eH diszjunktak}, tovabba
i=1

X az osszes H*-beli halmaz urziéja, és A € H* esetén A := X \ A.
®» Legyen A, B € H* = Léteznek Ay,..., A, € H illetve By,..., B, € H
diszjunkt rendszerek, hogy A= U A; és B= U B; =

i=1 j=1

A\B=ANB=AnN G Bj:(GAOm(ﬁBj) = G(AmBTm...ij).
i=1 j=1 i=1

=1

_ t
Létezik C4,...,Cy € ‘H diszjunkt rendszer, hogy AN B; = A\ By = U Cy, =
k=1

AiNB NBy= (A \ B))N By = U (Cx \ Ba). De C}, \ By felirhaté H-beli véges

diszjunkt rendszer unidjaként, igy Al N B, N By is. Teljes indukciéval kapjuk, hogy
A;N By N...N B; felirhaté H-beli véges diszjunkt rendszer unidjaként, igy A\ B is,
azaz A\ B € H*.

@» Ha A, BeH*és ANB = (), akkor AU B € H* teljesiil trividlisan.

®@» A B € H* esetén, ® miatt B\ A € H*, igy @-b6l AUB =AU (B\ A) € H*.
Mindezekbdl kovetkezik az allitas. m

2.2.3. Halmazalgebra

2.24. Definicié. Legyen X egy halmaz. A H C P(X) halmazalgebra, ha
® X ecH,
@ AeH VAeH,
® AUBeH VA BeH.
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2.25. Tétel. Legyen X egy halmaz és H C P(X). A H pontosan akkor halmazalgebra,
ha H halmazgyiri és X € H.

Bizonyitds. » =" A, B € H esetén A\ B= AU B € H = 4llitas.
> <" A€ Hesetén A= X\ A€ H = allitas. O

2.26. Tétel. Ha H halmazalgebra, akkor ) € H, illetve Ay, Ay, ..., A, € H esetén
UAlEHéSDAZEH
i=1 i=1

Bizonyitas. Lattuk, hogy halmazalgebra egytttal halmazgytri is. Masrészt a hal-
mazgyturi rendelkezik a bizonyitandoé tulajdonsagokkal. O

2.27. Tétel. Ha X egy halmaz, H C P(X) félgyiiri,
H* = {U H,:-neNH,, .. .,H,eH dz’szjunktak} ,

i=1

és X € H*, akkor H* halmazalgebra.

Bizonyitds. Az allitas a 2.23. és 2.25. tételekbdl kovetkezik. [

2.2.4. o-gyuri

2.28. Definici6é. A H nem iires halmazrendszert o-gyirinek nevezzik, ha
® A,B € Hesetén A\ B € H,

@ A; € H (i € N) esetén GAiEH.
i=1
2.29. Tétel. Ha H o-gylirii és A; € H (i € N), akkor oﬁ A, € H.
i=1

Bizonyitds. Legyen A := OLj A; = A, C AVi e N = A-ra valé komplementerkép-

i=1
zésre alkalmazva a de Morgan-szabalyt Oﬁ A=A\ OLj (A\ A) % H. O
i=1 i=1
Aen

2.30. Tetel HaH o- gyuru akkor halmazgyiri is, ) € H, illetve Ay, As, ..., A, € H
esetén UA e H és ﬂA e H.

Bizonyitds. A,B € H esetén A; := A, Ay := B, A; .= A\A=0¢€H (i > 3)

jeloléssel AUB = | A; € H = H halmazgytri. A tovabbi allitasok ebbdl mar
i=1

kovetkeznek. O



2.2. Nevezetes halmazrendszerek 29

2.31. Tétel. Legyen X egy halmaz és H C P(X). A H pontosan akkor o-algebra,
ha H o-gyiri és X € H.

Bizonyitds. » =" A, B € H esetén A\ B € H (1.17. tétel @ pontja) —> &llités.
> <" A€ Hesetén A= X\ A€ H = allitas. O

2.32. Definicié. A H nem iires halmazrendszert tartalmazo sszes o-gyiirt metszetét
(mely nyilvin maga is o-gytiri) a ‘H altal generdlt o-gydrinek nevezzik. Jele: G(H).
Tehdt G(H) a legsziikebb o-gytirli, ami H-t tartalmazza.

2.33. Tétel. Ha H halmazgyiri és A € H, akkor G(HN A) = G(H) N A.

Emlékeztetiink a jelolésre, miszerint HNA:={HNA: H e H}.

Bizonyitis. » H C G(H) = HNACGH) NA =
%/T/
o-gyliri

GHNA)CG(H)NA. (2.3)

H e G(H)N A esetén IH' € G(H), hogy H = H' NA = A € H C G(H) miatt
HegG(H) = G(H)NACG(H) = (2.3) miatt

GHNA)CGH). (2.4)
» Belatjuk, hogy D o-gytirii, ahol
D:={BU(C\A):BeGHNA) s CeG(H)}.

Legyen E; € D (i € N) = létezik B; € G(HN A) és C; € G(H) (i € N), hogy
E;=B;U(C;\ A) (1 €N). EkkorUBGQ("HﬂA)es UC’EQ(H)miatt

g E; = Q(Bi U(Ci\A)) = Q Bi] U KQ ci) \A] e D. (2.5)

A kovetkezd levezetésben az atlathatosag kedvéért metszet helyett szorzas jelet, unié
helyett Osszeadés jelet hasznalunk, a kozottiikk megszokott prioritdssal, tovabba a
komplementerképzés a H sszes elemének unidjara torténik. L o

El \E2 = (Bl + ClA) \ (Bg + CQA) = (Bl -+ ClA)BQ(Cg + A) = B1B2 Cg + BlBQA +
+ CYABy Gy + CiABoA = BiBy(Co + A) + C1YABy Cy = BBy (Co(A + A) + A) +

0
+ C1ABy Oy = B1By(CoA+ oA+ A) + CLAB, Gy = B1B; Co A+ BBy A +
——

A
+ C1A By Cy = BBy A + (B1 + C1)E@Z = B1ByA + (B1 + Cy) (B2 + 02)Z —

(Most visszatériink a szokasos halmazmiiveleti jelekre.)

Ey\ Ey=[(By\ B) N A| U[((B1UCY)\ (B, UCy)) \ A]

B* = C* .= E E D.
A=ANAeHNA= AcGHNA) = B*€G(HNA) — BB e

Bi, By € G(H) (2.4) miatt = C* € G(H)
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Igy (2.5) miatt D o-gyfirfi.

> EcHesetén E=(ENA)U(E\A) miatt £ € D = H C D = (D o-gyfiri)

€G(HNA)
GH)CD =
GH)NACDNA (2.6)

> E € DN A esetén létezik B € G(HN A) és C € G(H), hogy

E=(BU(C\A)NA=BnNA
A=ANAceHNA= AcG(HNA)
DNACGHNA) = (2.6) miatt G(H)N A C G(HNA) = (2.3) miatt teljesiil

az allités. O

}:EGQ(HHA):

2.34. Definicié. Legyen X egy halmaz és H C P(X). A H-t tartalmazd X-bol
szarmazé Osszes o-algebra metszetét (mely nyilvan maga is o-algebra) a H &ltal
generdlt o-algebranak nevezzik. Jele: o(H). Tehat o(H) a legsziikebb o-algebra, ami
H-t tartalmazza.

2.35. Tétel. Ha X egy halmaz, H C P(X) és X € G(H), akkor G(H) = o(H).

Bizonyitdas. A 2.31. tétel miatt G(H) H-t tartalmazé o-algebra = o(H) C G(H).
Szintén a 2.31. tétel miatt o(H) H-t tartalmazd o-gyliri = G(H) C o(H)
allitas.

ol

2.2.5. Monoton osztaly
2.36. Definicié. A H nem tres halmazrendszert monoton osztalynak nevezzik, ha

® U A eH, VA €H (i €N) A C Ay C ... esetén, és
=1

® NAieH, VA eH (i €N) A DAy D ... esetén.
=1

2.37. Tétel. H pontosan akkor o-gyiri, ha H halmazgyiri és monoton osztdly.

Bizonyitds. » =" A 2.30. és 2.29. tételek miatt H halmazgy(rti és monoton osztély.
> <" Legyen A, e H(ieN)ésB=UA = BieHVieNé B, C By C...
j=1

— UB eH—=
=1

2

(2

GBiZSOAj:OLinEHiéIHtéS. u
=1 i=1

i=1j=1
2.38. Tétel. H pontosan akkor o-algebra, ha H halmazalgebra és monoton osztdly.

Bizonyitds. H o-algebra <= (2.31. tétel) H o-gylirt és X € H <= (2.37. tétel)
‘H halmazgy{iri, monoton osztdly és X € H <= (2.25. tétel) H halmazalgebra és
monoton osztaly. O
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2.39. Definicié. A H nem iires halmazrendszert tartalmazd 6sszes monoton osztaly
metszetét (mely nyilvin maga is monoton osztaly) a H &ltal generdlt monoton
osztdlynak nevezzik. Jele: M(H).

2.40. Tétel. Ha H halmazgyiri, akkor M(H) = G(H).

Bizonyitds. ™ G(H) o-gylirti = (2.37. tétel) G(H) H-t tartalmaz6 monoton osztély
—
MH) C G(H). (2.7)

» Legyen
Dy:={B€M(H): A\B,B\A, AUB € M(H)}, ahol ACX.

Legyen B; € Dy (ieN&Bchgc... —
a) Bie M(H) = iL:Jl B; e M(H)
b) A\B; € M(H) és A\B1 D> A\ By > ... — A\QBZ- - ﬁ(A\Bi) e M(H)
¢) BA\A € M(H) és BINAC B)\AC ... — (:le Bi)\A _ ;le(Bi\A) e M(H)
d) AUB; € M(H)és AUB, C AUB, C ... = f—lU:_le B; = E(AUBZ-) € M(H)

Az a) b) ¢) és d) pontok alapjan oLj B; € D4. Hasonldéan lathaté, hogy B; € Dy (i €
i=1
€ N), By D By D ... esetén ﬁ B; € Dy4. Igy D4 monoton osztaly minden olyan
=1

A C X esetén, melyre Dy #£ 0.

» Ha A, B € H — (H halmazgytirti) A\ B, B\ A,AUB € M(H) = B €
€ M(H) miatt B € Dy = H C Dy, tehat Dy H-t tartalmaz6é monoton osztaly
- M(H) C Dy, igy Da C M(H) miatt

M(H) =D, VAcH (2.8)

» Ho A € M(H) és B € H — (2.8) miatt M(H) = Dp — A € Dp —
A\B,B\A,AUB € M(H) = B € M(H) miatt B € Dy => H C Dy, tehit Dy
H-t tartalmazé monoton osztdly = M(H) C Da, igy Dy C M(H) miatt

M(H) =Da VYA€ M(H) (2.9)

» Ha A, B € M(H) = (2.9) miatt B€ Dy = A\ B,AUB € M(H) = M(H)
halmazgylirt = (2.37. tétel) M(H) o-gyliri = G(H) C M(H) = (2.7) miatt
G(H) = M(H). O

2.41. Tétel. Ha H halmazgyiird, F monoton osztaly és H C F, akkor G(H) C F.

Bizonyitds. F H-t tartalmazé monoton osztdly = M(H) C F. Masrészt H hal-
mazgylrd, igy a 2.40. tétel miatt G(H) = M(H) = allitas. O
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2.3. Caratheodory-féle kiterjesztési tétel

Legyen egy halmazfiiggvény H-n értelmezve. Kérdés, hogy milyen esetekben lehet
ezt a halmazfiiggvényt egyértelmiien kiterjeszteni mértékké o(H)-ra, azaz a H-t
tartalmazdé legsziikebb o-algebrara? Ebben a részben erre adunk valaszt.

2.42. Definicié. Legyen H egy halmazrendszer és pu: H — [0, 00].
@ u o-véges, ha minden A € H-ra létezik A; € H (1 € N), hogy A C U A; és
i=1
@ u o-additiv, ha ,u< OLj A~> = § 1(A;) minden olyan A; € H (i € N) diszjunkt
rendszerre, melyre U A; € H teljesiil.

=1

@ u végesen additiv, ha ,u( U A-> = Z p(A;) minden olyan A; € H (i =1,...,n)

diszjunkt rendszerre, melyre U A; € H teljesiil.
@ 1 monoton, ha A,B e H, A c B esetén p(A) < u(B).

2.43. Tétel. Ha H félgyiiri és v: H — [0, 00] o-additiv figgvény, akkor v monoton.

Bizonyitds. Legyen A, B € H és A C B. Ekkor B\ A felirhat6 egy Hy,..., Hy €
€ H diszjunkt rendszer uni6jaként. Legyen Hy := A és H; := 0 (i > k). Ekkor
B = OLj H; € H diszjunkt felbontds = v g-additivitasa miatt v(B) = % v(H,;) =
=0 i=0
=v(A)+ ioj v(H;) > v(A) = v monoton. O
i=1

2.44. Tétel. Ha H félgyiird, tovibbd v: H — [0, 00] o-additiv és o-véges fiigguény,
akkor v(0) = 0.

Bizonyitds. Legyen A; =0 (i € N) = ) = U A; € H = v o-additivitdsa miatt

=1

v() = Z v(A;) = lim nv(f) = v(0) = 0 vagy v(0) = co. Mivel v o-véges, ezért

JA € 7—[ hogy v(A) < oo = v monotonitdsa miatt (lasd 2.43. tétel) 0 < v(0) <
< v(A) < 0o, amely v(()) = oo esetén nem teljestilhet, igy v(0) = 0. O

2.45. Tétel. Legyen H halmazgyliri és v: H — [0, 00] o-véges figguény. Ekkor v
pontosan abban az esetben o-additiv, ha premérték.

Bizonyitds. Ha v premérték, akkor a 2.15. megjegyzés miatt kiterjesztheté mértékké,
igy v o-additiv. Ezzel ,<=” irdny bizonyitott. A forditott iranyhoz tegyiik fel, hogy v
o-additiv. Ekkor a 2.43. és 2.44. tételek miatt v monoton és v(0)) = 0.

» Legyen I C N, A A, e H(iel)és AC U A;. Ekkor I # () esetén atindexeléssel

icl
mindig elérhetd, hogy I = N vagy I = {1,...,n} legyen valamely n € N-re. Legyen
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Bl I:AﬂAl
Bi :AﬂAZ\<AIL,1UAIL,2UUA1) haZE[éSZ>2
Bz:Q)hazEN\I

Ekkor A = oLj B; diszjunkt felbontas = v o-additivitasa, OLj B, e Hés B, € H
i=1 i=1

miatt v(A) = § v(B;) = Y v(B;) < > v(A;) = v szubadditiv.
i=1 f Gel f i€l
v(0)=0 B;CA; és v mon.

» Legyen A, B € H, Ay == ANDB, Ay .= A\ B, A; :== 0 (i > 3) és p a v-hoz
tartozé kiilsé mérték = u(ANB) +u( A\ B) = v(ANB)+v(A\ B) =

€H €M 2.10. tétel v(0)=0
oLj Ai> = v(A) = v premérték. O
=1

Y2

v o-add.

2.46. Tétel (Caratheodory-féle kiterjesztési tétel). Legyen X egy halmaz és H C
C P(X) olyan félgylri, melyre teljesiil, hogy X elédll megszamldlhatéan sok H-beli
halmaz unidjaként. Ha v: H — [0,00] o-véges és o-additiv, akkor egyetlen olyan
mérték létezik az (X,0(H)) mérhetd téren, melynek H-ra vett leszikitése v. Ez a
mérték a v-hoz tartozd kilsé mérték o(H)-ra vett leszikitése.

Bizonyitis. @ » Elészor tegytk fel, hogy H halmazgytiri. Legyen 7 a v-hoz tartozd
p kiilsé mérték o(H)-ra vett lesziikitése. Be fogjuk bizonyitani, hogy 7 mérték és a
H-ra vett lesziikitése v.

Legyen A a p-mérheté halmazok rendszere. Mivel a 2.45. tétel szerint v premérték,
ezért a 2.13. tételb6l H C A. De a 2.6. tétel miatt A o-algebra — o(H) C A =
p-nek A-ra vett lesziikitése mérték (1asd 2.6. tétel), igy o(H)-ra vett leszilikitése, azaz
U is mérték. Mdasrészt, ha A € H, akkor 7(A) = p(4) = v(A).

Aejrr(?-t) 2.13.ﬂtét01

Most az egyértelmiiséget fogjuk bizonyitani. Tegyiik fel, hogy az el6bb definialt 7

mértéken kiviil v is teljesiti a tétel allitasat, azaz

v:o(H) — [0,00] mértékre p(A)=v(A) VAeH.
Legyen E € H, melyre v(E) < oo teljesiil (ilyen a v o-végessége miatt 1étezik) és
D:={A€GHNE): #(A) =v(4)}.

HaoAe HNE = HNE C H C o(H) miatt v(A)

1
HNECGHNE) miatt A € D = v
HNECD (2.10)
Mésrészt a feltétel miatt X € G(H), igy
GHNE) = GH)NE = o(H)NE. (2.11)

2.33. tétel 2.35. tétel
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H+AD=— HNE+#) = (2.10) miatt D # (). Beldtjuk, hogy D monoton osztaly.
Legyen A; € D (i € N), Ay D Ay D ... = (2.11) miatt IE;, € o(H), hogy A; =
:EﬂEzéAﬂZEzéﬂAﬁéﬁ@D:ME)? m:imAg?;vmg<a>

E-re felt. A1€D
00 o
=o(f4) 5 dmra 5 Jmat) 5 oo(fa)
v folyt. An€D v folyt.

Mastészt G(H N E) o-gytirts, gy N A; € G(H N E) = N A; € D. Hasonléan
=1 =1

bizonyithatd, hogy A; € D (i € N), Ay C Ay C ... esetén OLj A; € D = D monoton
i=1

osztaly = (2.10) miatt D a H N E halmazgyfiriit tartalmazé monoton osztaly —>

(2.41. tétel) G(HNE) C D = D definicidja szerint D C G(HNE), igy D = G(HNE)

= (2.11) miatt
V(A) =7(A) ha A € o(H) N E, ahol E € H olyan, hogy v(E) < . (2.12)

A feltétel miatt 3H; € H (i € N), hogy X = U H;. Mésrészt v o-véges, igy minden

H; lefedhet6 megszamlalhatéan végtelen sok ’H beli olyan halmazzal, melyhez v
valés szamot rendel. Igy 3A; € H (i € N), hogy X = U A; és v(A;) < oo Vi € N.
i=1

i1
Legyen B; := A; \ U A; = B; € H (i € N) diszjunkt rendszer, B; C A; Vi € N és

U A; = U B; = X Ekkor v monotonitdsa miatt (1dsd 2.43. tétel) v(B;) < v(A;) <

1=

< oo Vi € N
Legyen A € o(H). Ekkor AN B; € o(H) N B; miatt (2.12) szerint
V(ANB;)) =v(ANB;) Vi € N. (2.13)
5(A) = (AN X) :ﬁ(Aﬂ U BZ-> ( 0 (AN By ) = SHANB) -
= o-add. =t (2.13)
- SuanB) - y( oLj(AmBQ) —(A) = =7
i=1 i=1
o-add.

@» Most legyen H félgytiri és

H* = {U H, :neNH,....H eH diszjunktak}.

i=1
Ekkor a 2.23. tétel miatt H* halmazgytiri. Legyen
v HY — [0, 00], <U H) => v(H,;).
=1

Belatjuk, hogy v* egyértelmiilen meghatarozott v altal, azaz ha A;,..., A, € H

illetve Ay, ..., B,, € H olyan diszjunkt rendszerek, melyekre [LJ A; = U Bj, akkor
i=1 j=1

iu = iu(Bj). (2.14)

=1 7j=1
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A = AN (O Ak> — AN (@ B]> (4; 01 By) Hebeli diszjunkt felbontds
k=1 =1

MS

AﬂB):>ZI/(Ai) ZZV(A N B;).

1=1 1= 1‘]7

v(B;NA;) = (2.14) azaz v* egyértelmiien

—> o-additivitds miatt v(A4;) =

MS .
™M=

J

Hasonldan kapjuk, hogy g v(Bj) =
j=1

1i=1

J
meghatarozott v altal.

Mivel v* halmazgytirtin értelmezett, o-véges és o-additiv, ezért @ miatt pontosan
egy olyan mérték létezik o(H*)-on, melynek H*-ra vett lesziikitése v*. Ez nevezetesen
a v*-hoz tartozo kiils6 mérték o(H*)-ra vett lesziikitése.

A v* egyértelmiien meghatéarozott v altal, és o(H) = o(H*). Igy az el6z6ek miatt
a tétel teljesiil, ha a v*-hoz tartozo kiils6 mérték megegyezik a v-hoz tartozé kiilsé
mértékkel. Ez viszont teljesiil a kdvetkezok miatt.

Az A C X halmazhoz a v-hoz tartozo kiilsé mérték a

lez{ZI/(Bi):ICN,BiEH(zEI ACUB}
icl il
infimumat, mig a v*-hoz tartozoé kiilsé mérték a
Th:=<> v(Cj)):JCN, C;eH (jeJ), Ac |JC;
JjeJ jeJ

infimumat rendeli. H C H* és v* leszilikitése H-ra v = T} C T. Masrészt, ha
x € Ty, akkor létezik J C N, C; € H* (j € J), hogy A C U C;ésx= Zy( -

jedJ

— Létezik By), . ,B,g? € H diszjunkt rendszer, hogy Cj = U BZ- — A C
i=1

1 RW R0 - ov & ©)

CUC=UUB éz=xv(C)=xv(UB")=xyv(B)=
= jeJi=1 jeJ = i=1 jeJi=1

reTl = Ty, CT) = T =T, = A két kiils6 mérték megegyezik. Ezzel teljes a
bizonyitas. O

A kovetkez6 allitas a Caratheodory-féle kiterjesztési tétel egy atfogalmazasa,
melyet szintén szokas ilyen néven emlegetni.

2.47. Tétel. Legyen X egy halmaz és H C P(X) olyan félgyiird, melyre teljesil, hogy
X elodll megszamldalhatoan sok H-beli halmaz unidjaként. Ha py és ps olyan o-véges
mértékek az (X, o(H)) mérhetd téren, melyre py(H) = po(H) minden H € H esetén,
akkor iy = ps.

Bizonyitds. Legyen v: H — [0,00], v(H) := pui(H). Mivel py o-véges mérték, ezért
v o-véges és o-additiv. Masrészt pg és s is olyan mérték az (X, o(H)) mérhetd téren,
melynek H-ra vett lesziikitése v. De a Caratheodory-féle kiterjesztési tétel szerint
csak egy ilyen tulajdonsidgi mérték van, azaz pu; = po. O
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2.4. Lebesgue-mérték

Most a hosszusdgot definialjuk a szamegyenesen, abbdl kiindulva, hogy a korlatos
intervallumok hossza mar ismert. Az R egyelemi részhalmazait 0 hosszisagu zart
intervallumoknak tekintjik.

2.48. Definicié. Rendelje v az R minden korlatos részintervallumahoz a hosszat,
azaz, ha az intervallum végpontjai a és b, akkor az |a — b| értéket. Legyen X a
v-hoz tartozé kiilsé mérték, melyet Lebesque-féle kiilsé mértéknek neveziink. Jelolje
£ az R A-mérhets részhalmazainak a rendszerét és A a A-nak L-re valé lesziikitését.
Az (R, L, )) teljes mértékteret (ldsd 2.6. tétel) Lebesgue-mértéktérnek, L elemeit
Lebesgue-mérhetd halmazoknak és -t Lebesque-mértéknek nevezziikk. A tovdbbiakban
A helyett is A jelolést hasznalunk.

Valéjaban az (R, d) metrikus térbdl kiindulva értelmeztiik a Lebesgue-mértéket,
ahol d a szokdsos metrikat jelenti, azaz a,b € R esetén d(a,b) = |a — b|.
Az elobb definidlt v premérték, igy teljesiil a kovetkezd tétel.

2.49. Tétel. Az R korldtos intervallumai Lebesgue-mérhetdek és Lebesgue-mértékiik

a hosszukkal egyenld.

Bizonyitas. ©» Legyen A és B az R korlatos intervallumai. Ezek kolcsonos helyze-
tére négy eset lehetséges.
B

(a) | i i | MA\B)+XANB) < v(A\B)+v(ANB)=v(A).

1
A 2.7. tétel
B 0
(b)—F—F— MA\B)+AANB)=XA4) < v(A)
[ | | | & 2= F
A A 0 2.7. tétel
A
©) T AMA\B) + M4NB) < AA)+ A4 +A(B) <
A1 B A A1UA, B szubadd. 2.7. tétel
<v(A)) +v(As) +v(B) =v(A).
B 0
d) | | | ' MA\B)+XANB)=\A < A).
(d) F—1— 1(\)(\A,) ()ﬂV()
A 0 2.7. tétel

Tehét azt kaptuk, hogy v(A) > A(A\ B) + A(A N B) minden R-beli A, B korldtos
intervallum esetén.
@» Legyenek A, A; (i € I C N) R-beli korlatos intervallumok, melyekre A C U A;.
il
Legyen € € R,. Ekkor létezik B = [a,b] C A, melyre v(A) — v(B) < ¢ és létezik
B, = ((li, bz) D) Az Vi € N-re, hOgy I/(BZ> — V(AZ) < %
Mivel BC AC U A; C U B; és B kompakt, ezért 31" C I véges halmaz, hogy

icl i€l
B C U B, azaz [a,b] C U (a;,b;)) = Jiy € I*, hogy a;, < a < b;,. Ha b;, < b,
iel* el

akkor diy € I, hogy a;, < b;, < b;,. Ha b;, < b, akkor Ji3 € I*, hogy a;, < b;, < bj,.
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( [ ({ ) ( ) 1 )
[ \ ] \ U | U

\
Ai; A gy bil Aiz b b b

T2 3

Ez a kivalasztasi eljaras véges sok 1épésben megszakad az I* végessége miatt. Ha n

1épés utén szakadt meg, azaz b < b;, , akkor I** := {iy, iy, ...,i,} =
v(A)Kv(B)4+e=b—a+e<b, —a;,+e=0b, —a;, + a, —a; ,+ a;,_, —
<bin,1 <bin72
—Qi,_y o Ay, —a e < Y (b —ay) e = ¥ v(B) +e < Z(V(Ai) +
~ J=1 iel+ il
<bi1
> €
+&)+e< S (A + 305 e = Tu(A) + 26 = (£ 10) v(4) < Sr(d) =
il = iel il
——

ol

2
1
-3

v szubadditiv, igy @ miatt v premérték = A 2.13. tétel miatt kapjuk az allitast. [

A kovetkez6 tétel lehetdséget ad arra, hogy beszélhessiink Lebesgue-szerint 0
mértéklt halmazokrol, a Lebesgue-mérték ismerete nélkiil is.

2.50. Tétel. A C R esetén A(A) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha barmely ¢ € R
esetén létezik ai,bi eR ((IZ' < bi, 1€ N), hogy AC U (CLi,bi> és Z(bz — CLZ‘) < E.
i=1 i=1

Bizonyitds. » =" A(A) = 0 esetén

{Z MEK;) : I CN, K; (i € I) az R korldtos intervallumai, és A C | J KZ}

el i€l

infimuma 0. Igy € € R, esetén létezik I € N és K; (i € I) R-beli korlatos interval-
lumok, hogy A C U K; és 3 A(K;) = X (d; — ¢;) < 5, ahol K; végpontjai ¢; és d;
iel

iel iel

(ci < d;). Legyen a; := ¢; — 555 és by := d; + 555 (i € N), ahol i € N\ I esetén ¢; és
di legyen 0. Ekkor ‘ile(ai’ bl) D) U Kz D) A, tovabba i::l(bl — ai) = E(dz —C; + 22%) +

i€l el

o0
+ ¥ g =2(di—a)+ X 551 < 5+ 5= = allitas.
1EN\I el i=1

=1 =1 =1

hataratmenettel adodik az allitas. O

2.51. Tétel. Legyen a,b € R, a #0, g: R - R, g(x) :=azx+b és A C R. Ekkor

Mg(A)) = lalr(A), (2.15)

tovabbd, ha A Lebesgue-mérhetd, akkor g(A) is az.
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Bizonyitis. ©» Ha A korlatos intervallum «, § € R végpontokkal, akkor g(A) is
korlatos intervallum aa + b és a8 + b végpontokkal =— A(g(A)) = |lacv +b— (af +
+b)| = la] - |a = B] = |a|]\(A) = (2.15)

@» Ha A C R tetszdleges, akkor legyenek A; € R (i € I C N) olyan korlé-
tos intervallumok, melyekre A C _LEJIA,; = g(A) C g<4ngi> = Ugl4d) =

el
1 - L N = . 1 -
wA) <G EA(9(A) T g SleAA) = £ M) = gA(g(4) al
szubadd. @
s6 korlatja 3(A)-nak (X(A) definicigjat lasd a 2.7. tételben) —> ﬁ)\(g(A)) <

< inf$(A) = A(A). Tehat
Mg(4)) < lalA(A). (2.16)
A kapott eredményt alkalmazzuk A helyett g(A)-ra és g helyett g~'-re (g7 (z) =
Sl by >\< (g(A))) < 14A(9(4)), melybsl (2.16) miatt adédik (2.15).
—
@» Legyen A € L£ésT C R. Ekkor (2.15) miatt ol ( (Tﬁg ) + A(T\g(A))) =

:)\<gl<Tﬂg(A)))+>\( (T g(A )> A1) N A) + A (g7H(T)\ 4) =

AeL
= Mg U(D)) = HMT) = g(A) € L. O
A kovetkez6 tétel az elozé specialis esete, mely szerint a Lebesgue-mérték és a

Lebesgue-mérhetdség invarians az eltolasra.

2.52. Tétel (Eltolas-invariancia). Legyenr € R, g: R - R, g(x) :=ax+7r és A C R.
FEkkor )\(g(A)) = M A), tovdbbd, ha A Lebesque-mérhetd, akkor g(A) is az.

2.53. Tétel. Az R minden megszdmldlhato részhalmaza Lebesque-mérhetd, tovdbbd
Lebesgue-mértéke 0.

Bizonyitds. Legyen A C R megszdmlalhaté szdmossiagi halmaz. Ha A = () akkor
Ae LésMA)=0.Ha A = {z} (z € R), akkor A zért intervallum, melynek a hossza
0. Igy a 2.49. tétel szerint A € £ és A\(A) = 0. EbbSl A = {z; e R:i € I C N}

esetén A = U{z;} € L, hiszen L o-algebra, masrészt A\(A ) > A{zi}) = O
iel add_ 1€IT

Létezik kontinuum szamossagi 0 Lebesgue-mértékii halmaz is, pl. az in. Cantor-
féle triadikus halmaz.

2.54. Definicié. A [0, 1] intervallumbél vonjuk ki a kézéps(ﬁ % hosszisagu nyilt inter-
vallumot. Az igy kapott halmaz legyen Cl, amely két % 5 hossziisagu zart intervallum.
Ezek mindegyikébol vonjuk ki a kozepso hosszusagu nyilt intervallumot. Az igy
kapott halmaz legyen Cy, amely négy darab > hosszusagu zart 1ntervallum Ezt az
eljarast folytatva, ha mér definidltuk a C), halmazt mely 2" darab 57 hosszusagu
diszjunkt zart intervallum, akkor azok mindegyikébdl elhagyva a kozepso e =t hosszi
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nyilt intervallumot, kapjuk a C),,; halmazt. Legyen C := oﬁ Cn. A C halmazt
n=1

Cantor-féle triadikus halmaznak nevezziik.

2.55. Tétel. A Cantor-féle triadikus halmaz kontinuum szamossdigu, Lebesgue-
meérhetd és Lebesque-mértéke 0.

Bizonyitds. ®» C C C, Vn € N = (kiilsé mérték monoton) A(C) < A(C,,) =
VneN = (n — o0) A\(C) =0 = (2.5. megjegyzés) C € L.

@P» z € C pontosan akkor teljesiil, ha az = végtelen triadikus tort alakjaban a
triadikus jegyek egyike sem 1. Minden x € C szamhoz rendeljitk azt a 0, y1ys ...

diadikus tortet, melyre y, = %+ Vn € N teljesiil, ahol 0,217, ... az x végtelen
triadikus tort alakja. Ez egy C-t [0, 1]-re képez6 invertdlhato fuggvény. — C
kontinuum szamossagu. [

A 2.6. tétel miatt a Lebesgue-mérték teljes, igy A(C') = 0 miatt a C' minden
részhalmaza Lebesgue-mérhet6. De C kontinuum szadmossagi, ezért ugyanannyi
részhalmaza van, mint R-nek. Igy felmeriil a kérdés, hogy van-e egyaltaldn olyan
részhalmaza R-nek, mely nem Lebesgue-mérheto? A valasz igen, pl. az tn. Vitali-féle
halmaz.

2.56. Definicid. Legyen @ := {(x, y):x,ye[-1,1], z—y€ Q}. A @ ekvivalencia
relacid, igy osztalyozast generdl a [—1, 1] intervallumon. A V' halmaz tartalmazzon
ezen osztalyok mindegyikébol pontosan egy elemet. Ekkor a V' halmazt Vitali-féle
halmaznak nevezziik.

2.57. Tétel. A Vitali-féle halmaz nem Lebesque-mérhetd.

Bizonyitds. Legyen az 11,79, ...,7k,... olyan sorozat, mely a Q N [—2,2] minden
értékét pontosan egyszer veszi fel, és gr: R — R, gi(z) := x4+ rp (k € N).

> € [—1,1] esetén Jy € V, hogy (z,y) € Q = |z —y| < 2é2r—yecQ =
Fko € N, hogy iy =@ —y = & =y + Tk = gy (¥) € g1 (V) =
~LI C (V) = [0 € U gu(V) =2 = A([-1,1]) < X Mge(V))

k=1 T
szubadd. 2.52. tétel

_ ki_‘flA(V) = lim A(V)-n = A(V) > 0.

n—oo
> Legyeni,j e N, i # jésye g;(V)Ngj(V) = Fa;,z; € V, hogy y = x; + 1, =
=xj+rj=u,—x;=1;—1, € Q = (v;,7;) € Q = Mivel V a @) altal generalt
minden ekvivalenciaosztalybdl pontosan egy elemet tartalmaz, ezért x; = z; =—
r; =r; => 1 = j, ami ellentmondas = gx(V'), k € N diszjunkt rendszer.
» Most tegytk fel, hogy V € L = 2.52. tétel miatt g,(V') € £ minden k € N-re
= kL_Jl g (V) € L.
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Ha z € V, akkor gi(z) = = + 1 € [—3, 3] minden k € N-re = ¢, (V') C [-3, 3]
minden k € N-re = OLj (V) C [-3,3].
k=1

Mindezekbsl 6 = A([=3,3]) > /\< 0 gk(V)) = S Ae() = S AV) =
! k=t —ﬂdd k=t 2 52ﬂt't lk:1
= lim A(V)-n = A(V) = 0 ami ellentmond A(V) > 0-nak = V & L. O

n—oo

2.58. Tétel. \(B) = inf{\(N): B C N C R, N nyilt halmaz} YB C R esetén.

Bizonyitas. Legyen

Y(B) = {Z AMA;) : I € N, A; korlatos intervallum (i € I), B C |J AZ}.

iel el

Ha A\(B) = oo, akkor B C N esetén A\(N) = oo = allitds. Ha A\(B) < oo, akkor
Y(B) # 0 miatt, & > 0 esetén létezik I C N, A; korldtos intervallum (i € I),

il
> AMA;) < AMB) +e. (2.17)
iel
Masrészt Vi € I esetén létezik A! nyilt intervallum, hogy A; C Af és A(Af) <
<A+ 5 = AMUA) € THA) S THMA)+ Y5 < AB)+ 2
iel el il =2 4
szubadd. —— (2.17)
Mivel U A} nyilt, ezért azt kaptuk, hogy Ve > 0 esetén létezik olyan N nyilt halmaz,
i€l
hogy B C N és A(N) < A(B) +2e. = {A(N) : B C N C R, N nyilt halmaz}
halmaznak A(B)-nél nem lehet nagyobb alsé korlatja. Masrészt A\(B) also korlat,
hiszen B C N esetén \(B) < A(N). Ezzel bizonyitottuk az allitast. O

2.59. Megjegyzés. Késobb be fogjuk latni, hogy R minden nyilt részhalmaza, és igy
az ezek éaltal generalt o-algebra elemei, az in. Borel-mérheté halmazok is Lebesgue-
mérhetéek. Mivel egy halmaz zart, ha komplementere nyilt, ezért az R zart rész-
halmazai is Lebesgue-mérhetéek. Azt is belatjuk majd, hogy Jordan-mérhet6ségbol
kovetkezik a Lebesgue-mérhetoség.

2.5. Lebesgue—Stieltjes-mérték
A valdszintiségszamitasban fontos szerepe lesz a kovetkezékben ismertetett mértéknek.
2.60. Definici6. Legyen f: RF = R, a,b € R és

A((lkgf R 5 R, Agfgf(xl,...,xk_l) = f(z1,. .., 261,0) — fx1, ..., 251, 0),

ha k > 2, illetve ALY f := f(b) — f(a).
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2.61. Megjegyzés. Ha f,g: RF — R és a,b € R, akkor definicié alapjan kapjuk, hogy

ARF+9) =20+ AN, (2.18)

)

2.62. Tétel. Ha F: R" — R, akkor

AV A R= Y (CD)R TR (e, e),

ay,by
(51 ----- 5n)6{0:1}n

ahol ¢; = a;, hae; =1 ésc; =b;, ha g; = 0.

Bizonyitds. A bizonyitando egyenléség bal oldalan minden differenciaképzésnél két-
szerezOdik a tagok szama, igy 2" darab tagbdl all. Minden tag abszolut értéke
kiilonbozik minden més tag abszolit értékétdl. Igy a tagok kozott minden olyan
F(ci,...,c,) alaka szam el6fordul (elgjeltdl eltekintve), melyben minden ¢; vagy
a;-vel vagy b;-vel egyenl6. Amikor egy differenciaképzésnél a; keriil valamelyik valtozo
helyére, akkor azt a tagot —1-gyel kell szorozni. Viszont nem valtozik az elojel, amikor
b; keriil valamelyik valtoz6 helyére. Igy ha a ¢;-k kozott paros szdmi a; van, akkor
nem valtozik az eléjel, mig ha paratlan, akkor igen. A bizonyitandé egyenléség jobb
oldala pontosan ezt fejezi ki. O]

2.63. Megjegyzés. Ha példaul F': R" — R, F(zy,...,2,) =21 - T, ésa;,b; ER (i =
=1,...,n), akkor

A(n) F<x17 e 7$n71) =1 'wnflbn — X1 Tp-10p = T1 'xnfl(bn - an) -

Qn,bn

AP A Py, w ) = @ ol (b — a)—

an_l,bn_1 G«nybn
— Ty xn—2an—1<bn - an) -
=Ty xan(bnfl - anfl)(bn - an) -

AW A F = (b —ay) - (b — an).

ai,by v Gn,,0n

2.64. Definici6. Legyen F': R" — R olyan fiiggvény, amely minden valtozojaban
balrél folytonos, tovabbé melyre teljesiil, hogy minden a;,b; € R, a; < b; (1 =1,...,n)
esetén Aéll),bl o A((Z:L)’an > 0. Legyen

T = {[al,b1> X X [an,bn) : ai,bi < R, a; < bi, (Z = 1,...,77,)},

ahol b; = a; esetén [a;, b;) =0, és

v: T — [O, oo)7 V([abbl) X oo X [anabn)> — A(l) A(n)

ai,br * T Tan,bn

A v-hoz tartozo kiilsé mértéket A\p-fel, a Ap-mérheté halmazok rendszerét L p-fel
jeloljiik. A Ap lesziikitését Lp-re, az F' altal indukalt Lebesque—Stieltjes-mértéknek
nevezzik, és ezt is Ap mddon jeloljiik. Az (R, Lr, \r) mértékteret Lebesque—Stieltjes-
meértéktérnek nevezzik.
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2.65. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy n = 1 esetén a A((lll{bl e A((lz)’an > 0 feltétel
azzal ekvivalens, hogy I’ monoton noévekvo.

Ha FF: R - R, F(z) = z, akkor A = Ap. Ha F: R" — R, F(zy,...,2,) =
=X Ty, akkor Ap-et szokds A" modon jelolni, és n dimenzios Lebesgue-mértéknek

« sz

szorzataként. Ott visszatériink annak tisztazasara, hogy a két értelmezés ekvivalens.

2.66. Tétel. Az eldbbickben definialt v premérték, igy a;,b; € R, a; < b; (i =1,...,n)
esetén [ay,by) X -+ X [an,b,) € LF és

Ar([ag, by) % - X [an, by)) = AL, ALY

a1,by * Tan,bn

Bizonyitas. ™ Eloszor azt latjuk be, hogy v végesen additiv. Legyen a;, b;, ¢; € R,

a; <c; <b(i=1,...,n),és Fpyy = Ag’;ﬂ}bw o AELZ),an' Ekkor

AP Fepa(ay, ... an-1) + Ag,:?bkaﬂ(l"l, e Tp) =

= Fip1(z1, oz, 0x) = Frpa (1,00 0o, ap)+

—|—Fk+1((131, ey L1, bk) — Fk+1($1, ey Th—1, Ck) =

= Fk+1(l’1, ey Tl—1, bk> — FkJrl(.CCl, ey -1, Clk) = Ag}i)’bkaH(xl, .. ,kal) —

(2.18) miatt AY D AW g = AFTD AR o ARD AW B Eb-

ap_1,bp—1 " ag,by ap_1,bp—1 " ak,cp ap—1,bp—1"cp,by

bol indukciéval kapjuk, hogy

(1) (n) A (k—1) k (k+1) (n)
Aal,bl LA n,an - Aa1,b1 ce AakflybkflA‘(lk)vckAakJrlvkarl T Aan,an+
(1) (k—1) (k) (k+1) (n)
+ Aahbl ce AakflvbkflAclmbk Aak+1ybk+1 Tt Aan,bn

[smét indukciot alkalmazva kapjuk, hogy v végesen additiv.

» Tekintsiik az el6z6 definicidbeli 7 halmazt. Kénnyen lathaté, hogy n = 1 esetén
ez félgyfirii. Igy a 2.19. tétel miatt tetszéleges n-re is az. Ebbél, ha A,B € T,
akkor K1 := AN B € T és létezik Ks,..., K,, € T diszjunkt rendszer, hogy

A\B = QQ K;. fay v(4) = v (ﬁ Ki> - g W) 2 é Ae(Ky) = Ap(AN

véges add. 2.7. tétel
mB)jLi)\F(Ki) % Mr(ANB) + Ap <G2Ki) = Ar(ANB) + Ar(A\ B).
Ar szubadd.

» Még azt kell belatni, hogy v szubadditiv. Ehhez bevezetiink néhany jelolést.

a=(ay,...,a,) €ER"és b= (by,...,b,) € R" esetén legyen [a,b) := [a1,b1) X -+ X

X [an, by). Analég médon definidljuk az [a, b] illetve (a,b) halmazokat is. Azt irjuk,

hogy a < b, ha a; < b; Vi = 1,...,n. Hasonléan értelmezziik az a < b relaciot is.
Tegyiik fel, hogy T = [a,b) € T, K C N, T}, = [ax,by) € T (k€ K) ésT C

C kUK Ty. Legyen ¢ € R, és y € R", melynek minden koordinataja pozitiv. A F
€

minden valtozdjaban balrdl folytonos, igy minden k& € K esetén létezik y, € R”,
melynek minden koordinataja pozitiv, és amelyre

€

V([ak — Yp, bk)) < V([ak, bk)) + 5 (2.19)
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T C U Ty miatt valamely ko-ra ay, < a < by, azaz ax, — Yr, < a < by,, és valamely
keK

ki-re ap, <b—y < by, hab—y € [a,b). Igy

la,b—y] < | (ar — vk, bi).

keK

Mivel [a,b — y] kompakt, ezért 1étezik K* C K véges halmaz, hogy

la,b—1y) C la,b—y] C U ax — Yr, b)) C U l[ax — Yk, br.).

keK* keK*

Tekintstuk az

Ap=la,b—y)Nlar —ye,bi) \ U la; —y;,b;) (k€ K)

JEK*
Tk

halmazokat. Ekkor [a,b—y) = U Ay diszjunkt felbontas és T félgytirti volta miatt

ke K*
minden Ay, el6all Ty 1, T2, ..., Tkm, € T diszjunkt halmazok uniéjaként —

mg
[a7b_y) - U U de-
keK* j=1

T-beli diszjunkt felbontds, tovabbd [ar — yi, br) \ Ay is el6all Ty, Ty, . . . Aim: €T
diszjunkt halmazok unidjaként —-

mg my,
lar — yi, bi) = U Ty ; U U Ty

j=1 j=1

T-beli diszjunkt felbontas —- V([a, b— y)) = > Wf v(Ty,;) <
r keK* j=1
véges add.
mz * 13
<z z v(Tiy) + 3 v(T3) > v(la—yeb) < ¥ (W) +5) <
keEK* \Jj= j=1 ) dc{ceK* (zqg) keEK*
véges a

< X v(Te) + Z o = Z v(T}y) + €. Tehdt, ha e € R, és y € R", melynek minden
= kek
koordinatéja poz1t1v akkor

1/([(17 b— y)) < Z v(Ty) + €.

keK

Ebbdl F' balrol valo folytonossaga miatt, ha y minden koordinataja feltilrdl tart 0-hoz,
akkor kapjuk, hogy
v(T) < > v(Ty) +e.

keK

Ebbél € | 0 hatardtmenettel adodik, hogy v(T) < > v(Tk), azaz v szubadditiv. [
keK
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2.6. Hausdorff-mérték

A kovetkezokben definialt Hausdorff-mérték az ivhossz altalanositasa, melyet nem
premértékbol szarmaztatunk.

2.67. Definicié. Legyen (X, d) metrikus tér, D, := {A C X : diam A < ¢}, ahol
e > 0 és diam A az A halmaz dtméréje, azaz diam A = sup{d(z,y) : z,y € A}, ha
A # () és diam () := 0. Legyen tovdbbd p > 0 és

Vep: Do = [0,00], v p(A) := (diam A)P.
Jelolje p.p, a 1. p-hez tartozo kiilsé mértéket, és legyen

Hxp: P(X) — [0,00], H#x,(B) :=sup . p(B).

e>0

Ekkor J#x, kilsé mérték, melyet Hausdorff-féle kilsé mértéknek nevezzik. En-
nek a J ,-mérhet6 halmazok rendszerére vett lesziikitését p-dimenziés Hausdorff-
mértéknek nevezzik az (X, d) metrikus téren.

Az (R",d) metrikus térben értelmezett #%n , Hausdorff-féle kiilsé mértéket a
tovabbiakban mindig a szokasos d metrikdval értjik, azaz © = (xy,...,2,),y =

= (Y1, -, yn) € R esetén d(w,y) = \/(z1 — 11)> + - + (20 — ya)2

2.68. Megjegyzés. % ,(B) = {Z(diamAi)p L ICN,A€eD. (iel),Bc U Ai}
el el
jeloléssel, 0 < g1 < g9 esetén D,, C D., = 3., ,(B) C X, »(B) =

te, p(B) =1inf X, (B) > inf X, ,(B) = pe, p(B),

« sz

mum. Masrészt ebbdl az is lathatd, hogy sup helyett irhaté li}gr}ro (0-ban vett jobb
e>0 €
oldali hatarérték) is, azaz

Hp(B) = lim pey(B) VB C X, (2.20)

2.69. Tétel. S 1 a Lebesgue-féle kiilsé mértékkel azonos.

Bizonyitds. Legyen DF az e-nél rovidebb intervallumok halmaza (beleértve az egy-
elemil halmazokat is), D a korlatos intervallumok halmaza (beleértve az egyelemi
halmazokat is),

Ye(B) = {ZdiamAi I CN,A €D, (iel),BC UA@-},
el i€l

S (B) = {ZdiamAi ICNAeD: (iel),BcC|] AZ},
iel el

X(B) := {ZdiamAi I CNAeD(iel),BC UAl}
el i€l
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Mivel A € D, esetén létezik A* € DI, hogy A C A* és diam A* = diam A, ezért
Y.(B)=%I(B) Ve>0,BCR. (2.21)

Mésrészt A € D esetén létezik Aj,..., Ay € D! diszjunkt rendszer, hogy A =

= A{U...UA; fay S(B) = 5X(B) = .(B) Ve > 0,B C R = #(B) =
(2.21)

= sup pe1(B) = supinf X (B) = supinf ¥(B) = inf ¥(B) = A\(B) VB C R. O

e>0 e>0 e>0

2.70. Definicié. Ha B C R" (n = 2,3) ¢~ 1-mérheté gorbe, akkor a g 1(B)
értéket a B ivhosszanak nevezzik.

2.71. Tétel. Ha (X,dy), (Y,dy) metrikus terek, L € R, és g: A - Y (A C X)
olyan fligguény, melyre

d>(9(2), 9(y)) < Ldi(w,y) Va,y € A,
akkor
i (9(A)) < LP A (A).
Bizonyitds. Legyen D, :={H C X :diam H <¢e},D.:={H CY :diam H < ¢} és
S.(A) = {Z(diamAi)” ICN,AeD. (iel), Ac|] A,}.
el el

Jelolje ju.  illetve p , azon kiilsd mértékeket, melyekbdl szdrmaztattuk a ), illetve
v, Hausdorff-féle kiilsé mértékeket. Ha X.(A) # 0, akkor legyen I C N, A; €

€D.(i€l), AC UAi— g4)Cyg <iL€JIAi> = Ug(4) = 1o (9(A)) <

szubadd.
: P : _
Z:I“,Ls,p@(Ai)) % ;(dlamg(Ai» % %Lp(dmmAi)P = L PM’LE’p(g(A))
1€ 1€ 4
g(A;) € D _ és 2.7. tétel Lipshitz-tul.
also korlatja 3. (A)-nak =
L4, (9(4)) < inf S.(A) = pey(A). (2.22)
Ha ¥.(A) = 0, akkor p.,(A) = oo, igy (2.22) ekkor is teljestl. A (2.22) kovetkezmé-
nyeként kapjuk a tétel allitasat. [

2.72. Tétel. Legyenek (X,dy), (Y,dy) metrikus terek, L € R, és g: X — Y olyan
fligguény, melyre
d>(9(2), 9(y)) = L (w,y) Va,y € X.
Ekkor A C X esetén
i (9(A)) = P A p(A),

tovdbbd, ha az A H#x ,-mérhetd, akkor g(A) F6,-mérhetd.
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Bizonyitas. A g invertalhato fiiggvény, ugyanis ellenkezé esetben létezne x,y € X,

hogy = # y és g(x) = g(y), melybdl 0 = da(g(x),9(y)) = Ldi(z,y) # 0, ami
ellentmondas. Ekkor

ghY =X, é d (g’l(u),g’l(v)) = L7 'dy(u,v) Vu,v €Y.
fgy g-re és g '-re is alkalmazhatjuk a 2.71. tételt:
Hp(9(A)) < P A, (A) bs Ay (97 (9(A))) < L7, (9(A)),

melybdl kapjuk a bizonyitandd egyenloséget.
Legyen A ¢ ,-mérheté és T' C Y. Ekkor a korabbiak miatt L~7 (%Y,p (T N

N 9()) + Ay (T\ 9(A))) = Ay (97 (T 0 9(A)) ) + Hicy (97 (T \ 9(W) ) =
= Ay (67H(T) N A) + Aoy (67N (D) \A) = Hay(971(T)) = L, (T) =

A Hx p-mérhetd

g(A) H4,-mérhetd. O

A kovetkezo tétel szerint, ami az el6z6 kévetkezménye, %, invaridns az egybe-
vagosagra, azaz a tavolsdgtarto transzformaciokra.

2.73. Tétel (Egybevagésag-invariancia). Legyen (X, d) metrikus tér és g: X — X
olyan fiigguény, melyre

d(g(x),9(y)) = d(z,y) Va,y € X.
Ekkor A C X esetén
%X,p(g(A)> = %X,p(A)a
tovdbbd, ha az A 7tx ,-mérhetd, akkor g(A) is az.

Egy gombfeliilet 3 dimenzi6s alakzat, de valéjaban mar két adattal is megadhato
egy gombfeliileten taldlhaté pont helyzete. Gondoljunk példaul a Fold esetén a
szélességi és hosszusagi korokre. Tehat ilyen értelemben a gombfeliilet 2 dimenzios.
Ezt a dimenzidszamot a Hausdorff-mértékkel tudjuk megadni.

2.74. Definicié. Legyen (X, d) metrikus tér, B C X és
dimy B :=inf{p > 0 : 7% ,(B) = 0}.
A dim B értéket a B Hausdorff-dimenzidjinak nevezzik.

Megjegyezziik, hogy inf ) = oo miatt, ha % ,(B) > 0 minden p > 0 esetén,
akkor dim B = oo.

A Hausdorff-dimenzié tulajdonsdgainak vizsgalataban a kovetkezé tételnek fontos
szerepe van.

2.75. Tétel. Legyen (X,d) metrikus tér, 0 <p < q és B C X.
® Ha Hx,(B) < 00, akkor 7#x ,(B) = 0.
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@ Ha Hx,(B) > 0, akkor 5t ,(B) = oc.

Bizonyitds. Legyen % ,(B) < 0o, € >0 és A € D. (azaz diam A < ¢). Ekkor

(diam A)? = (diam A)7P(diam A)? < £97P(diam A)".

gy
e q(B) = inf{Z(diamAi)q :ICN,AeD. (iel),BcC | Ai} <
iel i€l
< inf{qu_p(diamAi)p I CNA, €D, (iel),BC UAZ} =
il i€l
g inf{Z(diamAi)p IcNA€eD.(iel)Bc|J AZ} _
i€l i€l
= e"Pu. (B).
Ebbél % ,(B) = ag{)&o e p(B) € R miatt kapjuk, hogy ¢ ,(B) = ell;gr_lw e q(B) <
(2.20)
< lim €9 Ppu.,(B) = lim P lim pu.,(B) =0 ,(B) =0, azaz © teljestl.

e—0+4+0 e—04+0 e—040

Legyen % ,(B) > 0 és tegyiik fel, hogy % ,(B) < co. Ekkor @-bél #% ,(B) =
= 0, ami ellentmondés. Igy @ is teljesiil. O]

2.76. Tétel. Legyen (X,d) metrikus tér és B C X. Legfeljebb egy olyan py > 0
létezik, melyre A ,,(B) € R,, és ekkor dim»B = py.

Bizonyitas. Ha létezik ilyen pg, akkor a 2.75. tétel miatt, 0 < p < py < q esetén
Hx p(B) = 00 és Hx 4(B) = 0, amibél kovetkezik az allitas. O

2.77. Tétel. Legyen (X,d) metrikus tér, B C X és d € [0,00|. Ekkor d = dim B
pontosan abban az esetben teljestil, ha

0, hap>d,

(2.23)
00, haO<p<d.

%X,p(B) = {

« sz

hogy d = dim_B. Megforditva, most legyen d = dim »B.

Indirekt médon tegyiik fel, hogy p > d esetén #x ,(B) > 0. Ekkor a 2.75. tétel
miatt Hy ,(B) = 0o Vg < p esetén = dim B > p, ami ellentmondas. lgy p>d
esetén Jx ,(B) = 0.

Végiil ismét indirekt médon tegyiik fel, hogy 0 < p < d esetén % ,(B) <
< oo. Ekkor a 2.75. tétel miatt J#x ,(B) = 0 Vg > p esetén = dim » B < p, ami
ellentmondés. Igy 0 < p < d esetén Hx p(B) = o0. O
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2.78. Tétel. Legyen (X,d) metrikus tér és A C B C X. Ekkor dim_»A < dim 4, B.

Bizonyitas. Ha dim_»B = oo, akkor az allitas trivialisan teljesiil. Most tegyiik fel,
hogy dim B < oo, és legyen s, olyan szamsorozat, melyre nlg% s, = dim_zB és
s, > dim B Vn € N. Ekkor a 2.77. tételb6l x5, (B) = 0 ¥n € N, igy a kiils§
mérték monotonitdsa miatt #x ,, (A) < Hxs, (B) =0Vn e N = #x, (A) =0
Vn € N = dim_,A < s, VnEdeimﬂAgggrgosn:dim%B. O

2.79. Tétel. Legyen (X,d) metrikus tér és A; C X (1 € I C N). Ekkor

dim U A; = supdim_zA;.

i€l =

Bizonyitds. Legyen A := U A;. Ekkor A; C A Vi € I, {gy a 2.78. tétel miatt
dim,A; < dimyA Vi € IZ GI:> sup dim wA; < dimgyA. Az allitassal ellentétben
tegytik fel, hogy sup dim »A; < dileliij. Ekkor 1étezik p > 0, hogy dim »A; < p <
< dimyA Vi € I.leilgy a 2.77. tételbdl 7#x ,(A;) = 0 Vi € I és Hx ,(A) = oo, ami
nem lehet, hiszen a szubadditivitdas miatt J#x ,(A) < %} Hx p(A;) = 0. O

2.80. Tétel. Ha (X,dy), (Y,dy) metrikus terek, L € R, ésg: A - Y (A C X)
olyan figgvény, melyre

dy (g(x),g(y)) < Ldy(z,y) Vr,y € A,

akkor
dim_,g(A) < dim#A.

Bizonyitds. Legyen H := {p > 0: #x ,(A) =0}, H :={p > 0: 75 ,(9(A)) =0} és
p € H. Ekkor a 2.71. tétel miatt J4,(g(A)) < LP A% ,(A) =0 = J5,(g(A)) =0
= pe H" = H C H* = dimyA =inf H > inf H* = dim_»g(A). O

2.81. Tétel. Ha (X,dy), (Y,dy) metrikus terek, Ly, Lo € R, ésg: A=Y (AC X)
olyan fiigguény, melyre
Ludi (x,y) < da(g(),9(y)) < Lada(2,y) Va,y € A,

akkor
dim_g(A) = dim_,A.
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Bizonyitas. Ekkor g invertalhatd, ugyanis ellenkez6 esetben létezne x,y € A, hogy
r# 1y és g(xr) = g(y), melybdl 0 < Lid;(z,y) < dg(g(x),g(y)) = 0, ami nem lehet.
Ekkor g71: g(A) — X és

L2_1d2(u7 U) < dl (g_l(u)Jg_l(U>) < Ll_ldQ(u7U) \V/U, v e g(A)
Igy g-re és g~'-re is alkalmazhatjuk a 2.80. tételt, mely szerint dim_,g(A) < dim_»A
és dim g~ (g(A)) < dimpg(A) = éllitds. O

A kovetkezo tétel szerint, ami az el6z6 kovetkezménye, a Hausdorff-dimenzio
invarians a hasonlésagra, azaz az aranytarto transzformaciokra.

2.82. Tétel (Hasonldsdg-invariancia). Ha (X, d) metrikus tér, L € R, ésg: X — X
olyan figgvény, melyre

d(g(x),9(y)) = Ld(z,y) Va,ye X,

akkor A C X esetén
dim_rg(A) = dim_, A.

2.83. Példa. Az R Hausdorft-dimenzi6ja 1.

Bizonyitdas. A 2.69. tétel miatt & 1([n,n+ 1)) = A([n,n+1]) =1Vn € Z =
2.76. tételbdl dim_p[n,n + 1] = 1 = 2.79. tételbél dim R = dim U [n,n + 1] =
neZ

= supdim_z[n,n+ 1] = 1. O
nez

2.84. Példa. Az R? Hausdorff-dimenzidja 2.

Bizonyitds. Legyen T, = [n,n + 1] x [m,m + 1] (n,m € Z). Ekkor a 6.41. és
6.17. tételek miatt g2 o(Tym) = 2A([n,n + 1)A(Im,m + 1]) = 2 = 2.76. tételbdl

dim T = 2 = 2.79. tételb8] dimyR2 = dimy U Ty = sup dim Ty = 2. 0
n,meZ n,me7Z

2.85. Példa. Gombfelszin Hausdorff-dimenzidja 2.

Bizonyitds. Legyen A := {(u,v) eER?:u,v € H, %H és

g: A—=R  glu,v):= (u,v,\/l—u2—02>.

Ekkor g(A) az origd kézépponti egység sugart gombfelszin egy részhalmaza. Geo-
metriai megfontolasokkal lathato, hogy ekkor 1éteznek 0 < ¢; < ¢y < 7 konstansok
gy, hogy minden z,y € A esetén van olyan « € [cy, ¢s], melyre

|z —y

9@ —gl)] "

Mivel 0 < coscy < cosa < coscy, igy

|z —y|

OS2 S Tg(@) — 9@

< coscy,
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melybol
1 1

— < — <
COScll-% y| < lg(z) —g(y)| < p—

|z —y| Vz,ye€ A

Igy a 2.81. tétel miatt dim,g(A) = dimyA. De a 6.41. és 6.17. tételek szerint
Ao o(A) = 2N ([13]) A (|1 3]) = & = 276, tételbs] dimp A = 2, fgy tehat azt
kaptuk, hogy dim_,g(A) = 2.

A g(A)-nak barmilyen origd kozéppontu forgatasat tekintve, annak szintén 2
a Hausdorff-dimenzidja a hasonlésiag-invariancia miatt. Mivel az origd kézépponti
egység sugari gombfelszin el6all véges sok ilyen g(A) elforgatott unidjaként, ezért
a 2.79. tételt hasznalva kapjuk, hogy az origd kozépponti egység sugaru gombfel-
szinre igaz az allitds. Ebbol ismét hasznalva hasonlésag-invarianciat, tetszoleges

gombfelszinre is igaz az allitas. m
2.86. Példa. A Cantor-féle triadikus halmaz Hausdorff-dimenzidja log, 2.

Bizonyitas. Jelolje C' a Cantor-féle triadikus halmazt, D, := {A C R: diam A < €},
s :=logs 2,

£.,(C0) = {Z(diamAi)s IcNAeD. (iel)Ccl Ai},
icl i€l
és o s azon kiils6 mértékek, melyekbdl S s szarmazik. A 2.54. definiciéban sze-
replo C,-ek esetén C' = oﬁ C,, C1 D Cy D ... és C, 2" darab 37" hosszu zart
n=1

részintervallumokbél 41l Jelljitk ezeket D\, ..., D§ médon.

> Legyen £ € R, esetén n(e) € N olyan, hogy 37 < ¢. Ekkor DZ("(E)) € D, és
on(e) on(e) n(e)

S 2 S
CCCuy= U DM =% (diam D) =% (379)" = 270 . 37 =
=1 =1 =1
=1€X.4(C) = p.s(C)=infX.4(C) <1 =

H.s(C) = sup p. (C) < 1. (2.24)

e>0

» c € R, esetén létezik I CN, A, € D. (i €1),C C U A;, A; # 0 Vi € I, hogy

i€l
ME,S(C) +e&> Z(dlam AZ>S (225)
el

Legyen a; := inf A; — § diam A; és b; := sup A; + 5 diam A;. Ekkor I; := (a;,b;) D A;
és diam [; = b; — a; = sup A; — inf A; + ediam A; = (1 + ¢) diam A; =

D (diam 4;)° =) ((1 + &)~ diam Iz-)s = (1+¢)™*) (diam [;)°.
il i€l i€l
Tgy (2.25) miatt
fes(C) + &> (L+¢)7) (diam I;)°. (2.26)

el
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A C zart halmazok metszete, igy maga is zart. Masrészt korlatos is, igy kapjuk, hogy
C' kompakt. Emiatt, mivel I; (i € I) nyilt lefedése C-nek, ezért kivalaszthat6 koztilik

véges sok, példaul Iy, ..., I, hogy C' C G I;. Legyen k € N olyan, hogy
i=1

37F < min{diam I, ..., diam I,,}.

Osztélyozzuk az {I;, ..., I,,} halmazt a kovetkez6 médon:
— A H; osztélyban legyenek azon I;-k, melyekre 371 < diam I;.
— A H, osztélyban legyenek azon I;-k, melyekre 372 < diam I; < 371
— A Hj osztélyban legyenek azon I;-k, melyekre 373 < diam I; < 372

— A H,, osztalyban legyenek azon I;-k, melyekre 37% < diam [; < 3=*~1,
A H, osztaly elemeinek a szamat jelolje N;. Ekkor

m k

S (diam I;)* = Y N3 =Y N2l (2.27)
=1

i=1 =1

Ha I; € H;, akkor a C részintervallumaibdl legfeljebb 2 darab van, mely metszi [;-t.
= ()41 részintervallumaibdl legfeljebb 22 darab van, mely metszi I;-t. = Cj2
részintervallumaibdl legfeljebb 2% darab van, mely metszi I;-t. Ezt folytatva, kapjuk,
hogy Cj = Cjy 1) részintervallumaibol legfeljebb 2571 darab van, mely metszi
[;-t. = C} részintervallumaibdl legfeljebb N;2¥~'*! darab van, mely metszi az

k
U /; halmazt. = C}, részintervallumaibdl legfeljebb 3> N;28~'*1 darab van, mely
IjEHl =1

m m
metszi az {J I; halmazt. De C' C U I}, igy ennek a C} minden részintervallumaval
=1 i=1

a k
kell lennie metszetének, azaz ezek szama legalabb 2F. — 2F < 3 N2+l —
=1
k
<Y N2t < (diam I;)®* < Y (diam I;)* ? (1+¢)°(nes(C)+¢) Ve e R,
= i

i=1 il
(2.27) (2.26)

~

1 : S —
5 < Jim (14 2)° (e (C) + 2) = H4(C).

Ez és a (2.24) alapjan 74 s(C) € R,, igy a 2.76. tételbdl dim C = s = log;2. [



3. fejezet

Borel-mérheto halmazok

Legyenek R" :=R x --- x R (R' :=R) és R} := Ry, x - -- X Ry, (R} := Ry,) n-szeres
Descartes-szorzatok. Jeldljitkk az R™-beli nyilt halmazok rendszerét N (R™) médon.
Az R™beli nyiltsagot a szokasos metrika szerint értjiik.

3.1. Megjegyzés. Ismert, hogy N (R")-beli halmazok unidja, illetve véges sok N (R")-
beli halmaz metszete szintén N (R™)-beli halmaz.

A kovetkezo tételhez szitkség van a stirtt halmaz fogalmara. Az S C R siri halmaz
R-ben, ha R minden nyilt intervalluméaban végtelen sok S-beli elem van. Példaul Q
stirti halmaz R-ben.

3.2. Tétel. Legyen S C R siirit halmaz R-ben, n € N,

Z(S) :={(a,b) : a,b € S,a < b},
TRYS) ={VixVax - xV,:V;€Z(S) Vi=1,2,...,n}.

Ekkor
NR"Y) = {Uﬂ : I halmaz és T, € T(R",S) Vi € I}.

iel

Bizonyitds. Legyen H := {U T; : I halmaz és T; € T(R",S) Vi € I} és N € N(R").
iel
Ha N = 0, akkor I = () vdlasztassal kapjuk, hogy N € H. Ha N # (), akkor minden

x € N esetén létezik T, € T(R™,S), melyre x € T, C N teljesil. = U T, C N.
zeN
Mésrészt, ha g € N, akkor 2 € T,y = 20€ U T, = NC U 1T, = N =
zeN xeN

= U T, = NeH = N(R") C H. Mivel a forditott tartalmazds trividlisan
TeN

teljesiil, igy kapjuk az allitast. O
3.3. Tétel. Az eldzo tétel jeloléseivel

N(R™) = {GE:E € T(R",R) WEN}.

i=1

92
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Bizonyitds. T(Q) megszamlalhatéan végtelen szamossagi, ezért T(R", Q) is az. Igy
a 3.2. tételbol

N(R") = {fj T,: T, € T(R",Q) Vi N} - {GT T, € T(R™,R) Vi € N}.
i=1 i=1
Maésrészt szintén a 3.2. tétel miatt
{G T.: T, € T(R"R) Vi N} c N(R™),
i=1
melybol kapjuk az allitast. O

3.4. Megjegyzés. Konnyen lathatd, hogy Ny, ..., N, € N(R) esetén Ny x ... x N,, €
e N(R").

A 3.2. tétel mintdjara lehetoségiink van az Rp-beli nyilt halmazok definidlasara
metrika nélkiil, topoldgikus uton.

3.5. Definicié. Legyen S C R siirti halmaz R-ben, n € N,

7, (S) = {(a, b), (¢, ], [—00,d) : a,b,c,d € S, a < b},
TRES) ={VixVax - xV,:V;eL,(S)Vi=1,2,...,n} és
N(RD) = {U T, : I halmaz és Ty € T(RE, S) Vi € 1}.
i€l
Ekkor az N (R}) elemeit az R} nyilt halmazainak nevezzik. Egy Ri-beli halmazt

zartnak neveziink, ha komplementere nyilt.

3.6. Megjegyzés. N'(R}!) egyértelmiien meghatérozott, azaz fiiggetlen az S valasztésa-
tol. Ez abbdl kovetkezik, hogy ha S, S* C R slirti halmazok R-ben, és V' € Z,,(5%),
akkor léteznek V) € 7, (S) (k € N) halmazok, hogy V = (J V*).
k=1

3.7. Megjeqgyzés.

@ I = () vélasztassal kapjuk, hogy 0 € N (R}).

® Legyenck I := {1,2} x -+ x {1,2}, V; i= |00, 1), Vs := (0,00] és T} := Vj, x

X - xV; o ahol i = (iy,...,i,) € I. Ekkor R = U T, igy R} € N(R}).
i€l

@ N(R™) C N(R}).
@ Ny,...,N, € N(Ry) esetén Ny x ... x N, € N(R}).

A kovetkezd tétel a 3.3. tételhez hasonléan bizonyithato.

3.8. Tétel. Az el6z6 definicio jelléseivel

N(RD) = {GT T, € T(RL,R) Vi € N}.

=1

3.9. Tétel. Legyen H C R™ (n € N). Ekkor H € N(R}) pontosan abban az esetben
teljesiil, ha H € N (R™).
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Bizonyitds. » =" Létezik I halmaz és T, € T(R},S) (i € I), hogy H = U T; =
i€l

T,CHCR"Wiel =T, =V" % x V alakt, ahol ;') ... V) € T,,(S) és
egyik sem (¢, 00] vagy [—o00,d) alakta = V", .. LV e I(S) = T, € T(R™,S)
Vie I = H e N(R").

> <7 N(R") C N(R}) miatt kapjuk az allitdst. O

3.10. Tétel. Ry -beli nyilt halmazok unidja, illetve véges sok Ry -beli nyilt halmaz
metszete szintén Ry -beli nyilt halmaz, minden n € N esetén.

Bizonyitis. ©» Minden Rj-beli nyilt halmaz T (R}, S)-beli halmazok uniéja, igy
RP-beli nyilt halmazok unidja is az. Vagyis R-beli nyilt halmazok uni¢ja R}-beli
nyilt halmaz.

@» a) A,B e T(Ry,S) esetén AN B e T(Ry,,S) vagy AN B = 0.

b) Th, Ty € T(RE,S) esetén léteznek A;, B; € T(Ry,,S) (i = 1,...,n) halmazok,
hOgyTl :Al X"'XAn éSTQZBl><"'XBn:>TlﬂT2: (A1X><An)ﬂ
N(By X -+ xBy) = (A1 NBy) x--x(A,NB,) = a) miatt T1 N Ty = () vagy
T, NT, € T(RY, S).

¢c) Hy, Hy € N(R}) esetén léteznck 1, J ill. TV, T € T(Rp,S) (i € I, j € J)
halmazok, hogy Hy = U T}V és Hy = U T}” = Hy N Hy = U U (1Y nT}?)

i€l jed i€ jeT
— b) alapjan Hy N Hy vagy iires halmaz, vagy T (R}, S)-beli halmazok uniéja —>
HyN Hy € N(RY). Ebbdl teljes indukciéval kapjuk, hogy véges sok Rp-beli nyilt
halmaz metszete R{-beli nyilt halmaz. [

3.11. Tétel. Ha H € N(R}) (n € N), akkor HNR™ € N (R").
Bizonyitis. H € N(R}) és R" € N(R}) = a 3.10. tétel miatt H NR" € N(R})
= a 3.9. tétel miatt H NR" € N (R"™). O

3.12. Definicié. Az R™ nyilt halmazai dltal generédlt o-algebrat B(R™) mddon
jeloljiik, és elemeit az R™ Borel-mérhetd halmazainak nevezziik. Az R nyilt halmazai
altal generdlt o-algebrat B(R}) moddon jeloljik, és elemeit az Ry Borel-mérhetd
halmazainak nevezzik.

3.13. Megjegyzés. Mivel N (R™) C N(R}), {gy B(R™) C B(R}). Masrészt minden
nyilt, illetve minden zart halmaz Borel-mérheto.

3.14. Tétel. Legyen H a kivetkezd halmazok egyike:
{(a,b) :a,b € R, a <b}, {[a,b):a,beR, a<b}, {(a,b]:a,beR, a<b},
{(=00,b) : b € R}, {(—00,b]: b€ R}, {(a,00):a€R}, {[a,00):a € R}.

Ekkor
B(Rn):(j({A1X~.-XAnAZGH’Z::[’7n}) (nEN)

Specidalisan n = 1 esetén B(R) = o(H).
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Bizonyitds. ® A 3.3. tételbél T(R",R) C N(R") C o(T(R",R)) = o(T(R",R)) C
C B(R") C o(T(R",R)) = B(R") = o(T(R",R)), ami az allitds az elsé H-ra.

» Ha Hy := {[a,b) : a,b € R, a < b} és [a;,b;) € Hy (i =1,...,n), akkor [a,b) X
X X [l by) = () (a1 —1,b1) X+ x (an— L, by), azaz {Ay x- - x A A € Hy, i =

=1,...,n} C o(T(R",R)) = B(R"). Mésrészt (ai,b1) X -+ X (an,b,) = OLj [a; +
k=1
+ 00 b)) e x a4 et b,), azaz T(R™,R) C 0({A1 XX Ayt Ay € Hy, i =

=1,...,n}) = BR") = o(T(R",R)) C o({A1x--xAp: A € Hy, i =1,...,n}
—> H = H, valasztassal teljesiil az allitas.

» Ha Hy := {(—00,b) : b € R}, akkor minden {A; X --- X A, : A; € Ha, i
= 1,...,n}-beli halmaz el6all megszamlalhatéan végtelen sok {A; x --- x A, : A;
€ Hy, i =1,...,n}-beli halmaz uniéjaként, igy

m |l

{Arx XAyt A€ Mo i= 1, 0} Co({Aix- - x A, A € Hy i=1,...,n}).

Maésrészt minden {A; X --- x A, : A; € Hy, i = 1,...,n}-beli halmaz el6all két
{A; x -+ x A, A; € Ha, 1 =1,...,n}-beli halmazok kiillonbségeként, igy

{A;jx- XA, Ay €Hy,i=1,...,n} C 0({A1><---><An c A € Ho, i = 1,...,n}>.
= H = H, esetén teljesiil az allitas. A tobbi allitas hasonléan bizonyithato. O

A kovetkez6 tétel szerint a Borel-mérhet6 halmazok egyben Lebesgue- illetve
Lebesgue—Stieltjes-mérhetoek is.

3.15. Tétel. B(R) C L és B(R™) C Lg, ahol F: R" — R.

Bizonyitds. A 2.49. tétel miatt H := {(a,b) : a,b € R, a < b} C L. Mivel L
o-algebra, ezért o(H) C L. A 3.14. tétel miatt o(H) = B(R), igy B(R) C L.

miatt, hogy T C Lp. Mivel L o-algebra, ezért o(T) C Lp. Masrészt a 3.14. tétel
miatt o(7) = B(R"), igy B(R") C L. O

3.16. Tétel. Borel-mérheté halmazok Descartes-szorzata Borel-mérhetd, azaz
@ Ay,..., A, € B(R) esetén Ay x --- x A, € B(R"),
@ Ay,..., A, € B(Ry) esetén Ay x --- x A, € B(R}).

Bizonyitas. » @ feltétele esetén legyen
H={UxR:UeNR)} é H*={U:UxReo(H)}

Ekkor H* C P(R) o-algebra a kévetkezok miatt:
) ReENR)=RxReHCo(H) = R e H"
2) Ac H  esettn AXReo(H) = AXR=AxReo(H)= AecH"
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3) A;e H* (i € N)esetén A; xR e o(H) (i € N) = U2, (A xR) = (U2, 4;) x
XxReo(H) = U2, A € H*
Most legyen U e N(R) = UXxR e H = UxReo(H) = U € H =
N(R) Cc H* = B(R) C H*, hiszen B(R) a legszlikebb olyan o-algebra, mely N (R)-t
tartalmazza, tovabbd H* o-algebra. =— A; € H* — A; x R € o(H).

Miésrészt U € N(R) esetén U x R € N(R?) = H C N(R?) = o(H) C B(R?).
Igy azt kaptuk, hogy A; x R € B(R?). Hasonléan bizonyithat6, hogy R x A, € B(R?).
= A; x Ay = (A x R)N (R x Ay) € B(R?). Ezzel n = 2 esetén bizonyitottuk az @
allitast. Tetszoleges n € N-re hasonl6 az eljaras.

» @ hasonléan bizonyithat6 az eléz6 ponthoz. (A 4.10. megjegyzésben adunk majd
egy masik bizonyitédst is erre a tételre a Borel-mérhetd fliggvények segitségével.) [

3.17. Tétel.
@ BR") =0 ({A1 x - x Ay : A € B[R), i=1,...,n})

@ B(RY) =o({A1 x -+ x Ay : A € B(Ry), i =1,...,n})

Bizonyitas. Legyen
H:={A x---xA,: A, €BR), i=1,...,n}.
A 3.3. tétel miatt T(R",R) C N(R") C o(T(R",R)) = o(T(R",R)) C B(R") C
Co(T(R"R)) =
B(R") = o(T(R",R)). (3.1)
Ebbél Z(R) = T(R, R) miatt B(R) = ¢(Z(R)) > Z(R) = T(R",R) C H C o(H)
— o(T(R",R)) C o(H) = (3.1) miatt

B(R") C o(H). (3.2)

Legyen Ay,..., A, € B(R) = 3.16. tétel miatt A; x --- x A, € B(R") = H C
C B(R") = o(H) C B(R") = (3.2) miatt teljesil @. A tétel masik allitasa
hasonléan bizonyithato. m

A késobbiekben sziikségiink lesz a Borel-mérhet6é halmazok rendszerének szamos-
sagara. Ennek megallapitasdhoz bevezetjiik az Gn. Szuszlin-operacié fogalmat.

3.18. Definicié. Jelolje NN az s: N — N tipusi fiiggvények (azaz a pozitiv egész
értékii sorozatok) halmazét, s € NV esetén legyen s|k := (3(1),5(2), . ,s(k)) és

¥ := U N*. Ha A egy tetsz6leges halmazrendszer, akkor
kEN

seNN keN

S(A)::{U () F(slk) - F:Z—>A}.

e s

seNN keN
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3.19. Tétel. S(S(A)) = S(A) minden A halmazrendszer esetén.

Bizonyitds. Legyen A € A. Ekkor az F': ¥ — A, F(o) = A Szuszlin-operacidja
A gy Ae S(A) = AC S(A) = S(A) C S(S(A)). Még azt kell belatni, hogy
S(S(A)) c S(A).

Legyen A € S(S(A)). Ekkor létezik F': ¥ — S(A), hogy A= U N F(s|k). De

seNN keN

F(s|k) € S(A) = 3G ¥ — A, hogy F(s|k)= U lﬂ Gyi(t]l) =
teNN leN

2= U n(ynawm)

seNN keN \teNN/eN

Igy « € A pontosan akkor teljesiil, ha 3sy € N¥, melyre Vk € N esetén 3t;, € NV,
hogy = € G i(tx|l) VI € N-re, azaz, ha

dtg, t1,te,... € NN, hogy = € Gt0|k(tk|l> Vk,l € N. (33)

Tekintsiik a
(k, 1)~ 28201 —1) (ke Nu{0}, [€N)

hozzérendelést. Konnyen lathaté, hogy ez bijekcié (NU{0}) x N és N kozott. A (3.3)
altal rogzitett to,t1,ts, ... € NN esetén legyen

mo: NN, mg (2°21 = 1)) :=1(1) (k€ NU{0}, l€N)
H (mo|28(21 = 1)) := Giop(tell)  (k,1 € N).

Vegyiik észre, hogy ha az el6bbi bijekcidt lesziikitjiik N x N-re, akkor az értékkészlete a
pozitiv paros egészek halmaza. Természetesen ez a lesziikités is bijekcio. Mindezekbdl

azt kapjuk, hogy x € A pontosan akkor teljesiil, ha létezik H: |J N?" — A, melyre
neN

Ime € NV, hogy = € H(my|j) Vj pozitiv paros egészre.

gy N'-vel jelélve a pozitiv paros egészek halmazat, azt kapjuk, hogy

A= U N Hml)).

meNN jeN/

Legyen n +— (f(n), g(n)) egy bijekcié N és N x N kozott és

K1, o) = H(f(p1), g(01), f(2), 9(2)s - f (0, 9(pi))-

Ebbél kapjuk, hogy A= U N K(plk) = A€ S(A) = S(S(A)) C S(A). O

peNN keN
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3.20. Jelolés. Legyen H egy tetszoleges halmazrendszer. Ekkor

HC ::{UHn:HnGH‘v’nEN},

neN

H’ ::{ﬂHn:Hne”HVneN}

neN
3.21. Tétel. S(A) = S(A)? = S(A)° minden A halmazrendszer esetén.

Bizonyitds. Legyen H egy tetszoleges halmazrendszer, H, € H Vn € N és
FG:Y—H, F(ny,...,ng):=H,, illetve G(ny,...,ng):= Hy.

Ekkor F' Szuszlin-operacidja U H,, = H° C S(H). Masrészt H C H trividlisan
neN
teljesiil, igy

HCH CS(H). (3.4)

= S(A) € 5(A)7 C S(5(A)) = S(A) = 5(A) = S(A)”.

G Szuszlin-operacidja N H, = H° C S(H). Méasrészt H C H° trividlisan
neN
teljesiil, igy

HCH CS(H). (3.5)
— S(A) c S(A)° c S(S(A) = S(A) = S(A) = S(A)°. O

3.22. Definicié. Jelolje Z(R") illetve Z(Ry) az R” illetve R zart halmazainak
rendszerét. Ekkor az S(Z(R™)) illetve S(Z(R})) halmazok elemeit az R™ illetve R}
analitikus halmazainak nevezzik.

3.23. Tétel. Minden Borel-mérheté halmaz analitikus, tovabbd
© S(B(R")) = SN (R")) = S(Z(R")).
@ S(B(RY)) = SNV(RE)) = S(Z(RP)).

Bizonyitds. Minden zart halmaz el6all megszamlalhatéan végtelen sok nyilt halmaz
metszeteként, illetve minden nyilt halmaz el6all megszamlalhatéan végtelen sok zart
halmaz unidjaként, azaz

Z(R™) c N(R™)’ és N(R™) € Z(R™)°. (3.6)
lgy S(Z(R")) € S(NV(R")) < S(SNV(R™))) = SIVR") € S(Z(R")?) <
(3.5) (3.4)

C S(S(Z(R"))) = S(Z2(R")) =
S(Z(R")) = S(V(R™)). (3.7)

Legyen —
H:={H:HHeS(ZR"))},
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ahol H =R"\ H. A (3.6) és (3.4) miatt
N([R™ c Z(R™M’ C S(Z(R")) (3.8)

és

Z(R") C S(Z(R™)). (3.9)
Ha H € N(R"), akkor (3.8) miatt H € S(Z(R")), masrészt H € Z(R") és (3.9)
miatt H € S(Z(R")). lgy ekkor H € H, melybél

N(R™) € H. (3.10)

Most belatjuk, hogy H o-algebra.
1) Mivel R™ € N(R"), {gy (3.10) miatt R™ € H.
2) Ha H € H, akkor H definicidja miatt H € H.
3) Hi € H (i € N) esetén H;, H; € S(Z(R")) Vi € N, {gy a 3.21. tétel miatt
U H; € S(ZR")) és U H; = N H; € S(Z(R")), azaz U H; € H.
iEN iEN ieN iEeN

Tehat H o-algebra. Ebbél (3.10) miatt
BR") Cc H C S(Z(R")),

ami azt jelenti, hogy a Borel-mérhet6é halmazok analitikusak. Mivel Z(R") C B(R™)
= S(2(R")) C S(BR")) € S(S(2(R"))) = S(Z2(R")) =

S(B(R™) = S(Z(R")).

Ebbdl és (3.7) miatt @ bizonyitott. A B(Rj) C S(Z(R})) és @ allitdsok hasonléan
bizonyithatok. OJ

3.24. Tétel. B(R") illetve B(R}) kontinuum szdmossdgii.

Bizonyitds. S(B(R")) = SW(R") = S(T(R",Q)") < S(T(R",Q)) ¢
(3.4)

C S(o(T(R*,Q))) = S(B(R")) = S(T(R",Q)) = S(B(R")). Mivel ¥ = U N* és
kEN
T(R™ Q) is megszamlalhatéan végtelen szamossagn, ezért a ¥ — T (R", Q) fugg-

vények halmaza kontinuum szamossagiu. = S(7 (R",Q)) legfeljebb kontinuum
szamossagun —> S(B(R™)) legfeljebb kontinuum szdmossagn — B(R") C S(B(R"))
miatt B(R") legfeljebb kontinuum szamossagu.

Maésrészt B := {{x} tx € R”} C B(R") és B kontinuum szamossagi = B(R")
kontinuum szamossagu. A tétel masik allitdsa hasonléan bizonyithato. O

3.25. Megjegyzés. A bizonyitasban felhasznaltuk, hogy a ¥ — T(R™, Q) fiiggvények
halmaza kontinuum szdmossagi. Ehhez elég belatni, hogy az N — NU{0} fiiggvények
halmaza kontinuum szamossag.

Jeloljiik ezt a halmazt A-val, mig azon b: N — {0, 1} figgvényekbdl all6 halmazt
B-vel, melyekre {n € N : b(n) = 1} feliilr6l nem korlatos. A b € B fiiggvényhez
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rendeljitk a 0,b(1)b(2)... diadikus tortet. Ez B és (0, 1] kozott bijekci6. Igy B
kontinuum szamossagu. Mivel B C A, ezért A legalabb kontinuum szamossagu.
Legyen a € A. Az a(n) 2-es szamrendszerben legyen a{™al" .. .a,(;) alaki. Az
a-hoz rendeljiik a 0, agl) e al(€11)2a(12) o a,(é)Qagg) . .ag)Q ... triadikus tortet. Ez inver-
talhato fiiggvény, ezért létezik R-nek olyan részhalmaza, mellyel A azonos szamossagu.
gy A legfeljebb kontinuum szdmossagi. Ebbél mér kévetkezik, hogy A kontinuum

SZAmossagu.



4. fejezet

Meérheto fiiggvények

4.1. Definicié. Legyenek (X, .A) és (Y, B) mérhet6 terek és f: A —-Y (A C X). Az
f (A, B)-mérheté fiiggvény, ha f~1(B) € AVB € B.

4.2. Megjegyzés. Az el6z6 definicié jeloléseivel, ha f (A, B)-mérhet6 fiiggvény, akkor
Y € Bmiatt A= 1Y) € A, azaz f értelmezési tartomdnya mérheté halmaz.

4.3. Definicié. Legyen (X, A) mérhetd tér és f: A >R} (AC X, neN). Az f
A-mérhetd figguény, ha (A, B(R))-mérhetd, azaz f~1(B) € AVB € B(R}). Ha p1

az A-n értelmezett mérték és f A-mérhetd, akkor azt is mondjuk, hogy f p-mérhetd.

4.4. Definicié. Legyen f: H — R (H C RE, k,n € N). Az f Borel-mérhetd
fiigguény, ha B(RF)-mérhetd, azaz, ha f~1(B) € B(RF) VB € B(RD).

4.1. Mérheto fiiggvények tulajdonsagai

Definici6 szerint egy fliggvény A-mérhetoségéhez az R nyilt halmazai altal generalt
o-algebra elemeit kell megvizsgalni. A kovetkezo tétel azt allitja, hogy valdjaban elég
csak az R} nyilt halmazait vizsgalni. Ehhez sziikségiink lesz egy lemmara.

4.5. Lemma. Ha (X, A) mérheté tér, Ac A, Y egy halmaz, f: A—Y és
B:={BcY:f!B)ecA}

akkor (Y, B) mérhetd tér.

Bizonyitds. » f71(Y)=Ae A=Y e€B.

» BeBesetén fT{(B)e A= f'(B)=f'(Y\B)=f'Y)\fY(B)=A\

\fHB)e A= BeB.

> B, € B (i € N) esetén f~1(B;) € A (i € N) —> f—l(fj BZ-> _ U By eA

= i=1

o0

= U B; € B. Mindezekbol kovetkezik az allitas. O
=1

(2

4.6. Tétel. Legyen (X, A) mérhetd tér és f: A — R (A C X, ne N). Az f
pontosan akkor A-mérhetd, ha f~'(H) € AVH C R} nyilt halmazra.

61
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Bizonyitds. ® ,=" Minden R}-beli nyilt halmaz eleme B(R})-nek, igy ez az irdny
trivialis.
> <7 Az R nyilt halmaz = f~}(R}) = A € A = a 4.5. lemma miatt

B:={BCR!: f(B)c A}

o-algebra. Legyen H € N(R}) = f~!(H) e A= H € B= N(R}) C B, azaz
B olyan o-algebra, mely tartalmazza N (R})-t = B(R}!) = U(N(Rﬁ)) CB=
B € B(R}) esetén B € B = f~}(B) € A = f A-mérheté. O

4.7. Definici6. Legyen f: H — R (H C RE, k,n € N) és 29 € H. Az [ z¢-ban
folytonos, ha minden f(xq)-at tartalmazé Rp-beli nyilt U halmaz esetén van olyan
To-4t tartalmazé RE-beli nyilt V halmaz, melyre f(V) C U teljesiil. Az f folytonos,
ha H minden pontjaban folytonos.

Ha H C R* és Ry C R", akkor az eléz8 definici ekvivalens a folytonossig

« /s

kornyezete, amely részhalmaza T-nek.

4.8. Tétel. Legyen k,n € N, H C RF nyilt. Az f: H — R} fiigguény pontosan akkor
folytonos, ha f~'(A) nyilt VA C R} nyilt halmaz esetén.

Bizonyitds. » =" Legyen A C R} nyilt halmaz. Ha f~!(A) = ), akkor kész. Ha
f7YA) # 0, akkor legyen z € f~1(A), azaz f(x) € A = folyt. miatt IV, C RE
nyilt halmaz, hogy x € V. és f(V,) CA = f(V, N H) C A =V, N H C H miatt
reVoNHC fH(A) Igy fffA) c U (VenH)c U f71(4)=f(4)
z€f~1(A) zef~1(A)
— Y A) = U (VunH) = f(A) nyilt = 4llitds.
zef~1(A)
» <7 Legyen x € H és A C R} olyan nyilt halmaz, melyre f(z) € A. Ekkor
V = f1(A) valasztassal V nyilt, z € V és f(V) C A = f x-ben folytonos. [

4.9. Tétel. Ha k,n € N, H C R nyilt és f: H — R folytonos, akkor f Borel-
mérheto.

Bizonyitds. Ha A C R nyilt, akkor a 4.8. tétel miatt f~1(A) nyilt = f~1(A) €
€ B(Rf) = a 4.6. tétel miatt f Borel-mérhetd. O

4.10. Megjegyzés. A 3.16. tétel bizonyitdsa azon alapult, hogy A x R Borel-mérheto,
ha A Borel-mérhets. Ezt a 4.9. tétellel egyszerfien bizonyithatjuk, hiszen f: R? — R,
f(z,y) := z figgvény folytonos, igy Borel-mérhetd, melyb6l ha A Borel-mérhetd,
akkor f~1(A) = A x R is az.

A kovetkezdkben gyakran fogunk talalkozni a ,majdnem mindeniitt” fogalommal.
Most ezt definialjuk.
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4.11. Definicié. Legyen (X, A, u) mértéktér, H, L C X, {: L — {igaz, hamis}
un. logikai fiigguény, és legyen

H(():=HnN{zxeL:{l(z)=igaz},

azaz H({) a H azon pontjainak halmaza, melyben ¢ értelmezett és értéke igaz. Azt
mondjuk, hogy ¢ p-majdnem mindeniitt teljesiil a H halmazon, ha

H\H(() e A és p(H\H()) =0,

azaz a H azon pontjainak halmaza, melyben ¢ nincs értelmezve vagy az értéke hamis,
mérhet6 és mértéke 0. Ha ¢ p-majdnem mindeniitt teljesiil az X halmazon, akkor azt
mondjuk, hogy ¢ p-majdnem mindeniitt (vagy roviden majdnem mindeniitt) teljestl.
Roéviditése: p-m.m. (illetve m.m.).

Koénnyen lathato, hogy ¢ pontosan akkor teljestil m.m., ha

X)) e A és M(W) = 0.
Példéul legyen f: R — R, f(z):= a2 g: R\ {0} = R, g(z) := L és

¢: R\ {0} — {igaz, hamis}, ((z):= {1gaz,' ha f(x) < g(x),

hamis, ha f(z) > g(z).
Az 0 logikai fliggvényt a tovabbiakban f < ¢ médon jeloljiik. Ekkor H := [0, 1] esetén
H(f<g)=(0,1) = H\H(f <g)={0,1} = f < g Am.m. [0, 1]-en, ahol X a
Lebesgue-mérték.

Vegyiik észre, hogy H(f > g) = {1} vagyis H(f > g) € H\ H(f < g). Ez
altalanossagban is teljesiil. Ha ¢ egy logikai fliggvény, és =/ olyan fliggvény, melyre
(=0)(xz) = igaz, amennyiben ¢(r) = hamis, és viszont, akkor H(—¢) C H \ H(/).
Ez abbdl kovetkezik, hogy H \ H(¢) a H(—¢) elemein kiviil a H azon pontjait is
tartalmazza, melyekben ¢ nincs értelmezve: H \ H(¢) = H(—=¢)U(H \ L), ahol L az ¢
értelmezési tartoméanya. Ebb6l az is 1lathat6, hogy H C L esetén H \ H({) = H(—Y).

4.12. Lemma. Legyenek (X, A) és (Y,B) mérhetd terek, f: A —-Y (A C X) és

A; € A (i € I CN) olyan rendszer, melyre X = U A;. Ha f-nek az AN A;-re vett
i€l

lesziikitése (A, B)-mérhetd Vi € I, akkor f (A, B)-mérhetd.

Bizonyitds. Jelolje f; az f-nek az AN A;-re vett lesziikitését. Ekkor B € B esetén

FHB) = U(F1(B)n4) = U(f(B)nA) € A 0
eA

4.13. Tétel. Legyen (X, A, u) teljes mértéktér, (Y,B) mérhetd tér, f: A — Y
(AC X)ésg: H—Y (HCX). Ha g (A,B)-mérheté és f = g m.m., akkor f
(A, B)-mérhetd.
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Bizonyitds. A; ==X\ X(f=9) € Aés u(A)=0= Ay:=X(f=g) =4, € A
Legyen fy ill. fy f-nek az AN A;j-re ill. AN Ag-re vett lesziikitése. Ekkor B € B esetén
fi(B) = f4(B)NA; C A = teljesség miatt f; '(B) € A = fi (A, B)-mérhetd.
HHB)=fY(B)NAy =g ' (B)NAy € A = f5 (A, B)-mérheté. = 4.12. lemma

€A
alapjan f (A, B)-mérhetd. O

4.14. Tétel. Legyenek (X, A), (Y,B), (Z,C) mérhetd terek, f: A —-Y (A C X)
és g: B — Z (B CY). Ha f (A,B)-mérhetd és g (B,C)-mérhetd, akkor go f
(A, C)-mérhetd.

Bizonyitds. C € C esetén (go f)~1(C) = f‘l(g_l(C’)) e A = allitas. O
€B

4.15. Tétel. Legyen (X, A) mérheté tér,n e N, fi: A >R, (AC X, i=1,2,...,n)
és

FrASRY f@) = (A@) A@),. .. fa).
Az f pontosan akkor A-mérhetd, ha f; A-mérheté Vi € {1,2,...,n}.

Bizonyitds. » ,=" Legyen g;: R — Ry, ¢i(y1,.--,yn) :=v; (1 = 1,...,n). Mivel
a g; figgvények nyilt halmazon értelmezett folytonos fiiggvények, ezért a 4.9. tétel
miatt Borel-mérhetéek is. = 4.14. tétel alapjan f; = g; o f A-mérheté.

> <="T e TRER)esetén T = V) x---xV, alakt, ahol V; € T(R,,R)Vi=1,...,n
= V; nyilt, igy Borel-mérhet6 is = f; A-mérhetGsége miatt

ffViye A Vi=1,...,n. (4.1)

Mésrészt ¢ € f[YT) < f(z) € T < fi(z) € V; Vi = 1,....,n < z €
cfilV)Vi=1,....n<=axc fi(Vi)n---nf1(V,). Tehét

P = RN NG € A (42

(4.1)

A 3.3. tétel miatt H € N(R}) esetén 37; € T(RE,R) (i € N), hogy H = U T; =

€N

Y H)= f‘1<‘U Ti> = U f(T;) € A = 4.6. tétel miatt f A-mérhetd. O
€N ZGNH/A—/
€
#

(4.2)

4.16. Tétel. Legyen (X, A) mérhetd tér, f: A - R, (A C X) és g: B — Ry,
(B C X). Ha [ és g A-mérhetdek, akkor cf (c € Ry), |f|, 1/f, max{f,q}, f+9, f9g
figguények A-mérhetiek.
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Bizonyitas. Tekintsiik a kovetkezo fuggvényeket :

hi: Ry, = Ry, hi(z):=cz
hy: Ry, = Ry, ho(x) := |x|
hsy: R\ {0} = Ry, hg(x):

t1: R = Ry, ti1(x1,79) := ma X{{L‘l,l’g}
ty: RE = Ry,  to(21,22) = 11 + 29

ts: R% — Ry,  ts(xy,x2) :

h: ANB =R}, h(z) = (f(x),g(x))

~—
&\’—‘

T1T2

Ezen fiiggvények a h kivételével nyilt halmazon értelmezett folytonos fiiggvények,
igy Borel-mérhetéek, a h pedig a 4.15. tétel miatt A-mérheto. Ebbol a 4.14. tétel
miatt a kovetkez6 fiiggvények A-mérhetéek: ¢f = hyo f, |f| = hao f, % = hgo f,
max{f,g} =tioh, f+g=tyoh, fg=tsoh. O

4.17. Tétel. Legyen (X, A) mérhetd tér, f: A — Ry, (A€ A) és S C R siird R-ben.
Ekkor a kovetkezo dllitdasok ekvivalensek:

@ f A-mérhetd,

@ X(f>a)e AVae S,

® X(f<a)e AVae S,

@ X(f>za)e AVa€e S,

® X(f<a)e AVaeS.
Ha ©@-® kozil valamelyik teljesil, akkor X (f =a) € AVa € S.

Bizonyitds. ® Legyenek x,y,z € Q, = < y. Ekkor 3z, Y, 2, € S, T, < yn (n € N),
melyekre teljesiilnek a kovetkezok:

1) (z,00] = :L:jl(.rn,oo], azaz f‘l((a: oo]) = U I ((:Bn,oo])
2) [—o0,2) = ntj;[—oo,zn] = nEJ; (2, 0], azaz f~! ([—oo,z)) = U f~ ((zn, ])
9) (@,9) = U (@] = U (@2 00]\ (g, o0l oz /() = Gl 7 (2, 00])

\ 7 ((Yn, o))

Ha @ teljestl, akkor X (f > a) = f*1<(a, oo]) € AVa € S, igy az 1), 2), 3)

pontok miatt, ha T' € Zy,(R), akkor f~!(T) € A. Masrészt H € N'(Ry,) esetén 3T, €

€ I,(R) (i € N), hogy H = U Tj, azaz f~Y(H) = U f1(T;) € A = 4.6. tétel
i€EN N——

€N

cA
miatt [ A-mérheté — ,@ = @”.

» X(f >a) = f’l((a, oo]) és (a,0] € B(R,) = ,@® = @”.
» Az ,® < @” hasonldéan bizonyithatd, mint az ,® < @7,
> X(f>a)=A\ X(f <a) = ,@ < ®”. Hasonléan teljesiil ,@ < @,

» Ha @-® koziil valamelyik teljesiil, akkor az el6bbiek miatt @ és ® is igaz —
X(f=a)=X(fZza)NnX(f<a)e AVa e S. O
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4.18. Tétel. Legyen (X, A,v) teljes mértéktér, f: X - Ry, ésc € Ry,. Ha [ = ¢
m.m., akkor f u-mérheto.

Bizonyitds. H := X (f # c) jeloléssel H € A és p(H) = 0. Ha a € (¢, 0], akkor

X(f<a)=X(f<oUX(f=c)UX(c< f<a).Mivel AC H és B C H, tovabba
A:= HeA B:=

w teljes, ezért A, B e A= X(f <a) € A Haa € [—o00,c|, akkor X(f <a) C H,

igy p teljessége miatt X (f < a) € A. Ebbél a 4.17. tétel miatt f p-mérhetd. O

Meérheto fiiggvények sorozatai

Az alabbi tétel szerint egy mérheto fliggvényekbol allo sorozat hatarfiiggvénye — és
igy a konvergenciatartomanya is — mérheto.

4.19. Tétel. Legyen (X, A) mérhetd tér, f,: X — R (n € N) A-mérhetd figguények
és A= {x € X : fu.(x) konvergens}. Ekkor f: A — R, f(z) = lim fn(z) A-
mérheto.

Bizonyitds. ©®» Legyen V' C R korldtos nyilt intervallum és A; (j € N) azon
pontok halmaza, melyeknek V-t6] val tavolsdga nagyobb mint % Ekkor kénnyen

lathato, hogy A; nyilt intervallum vagy tires halmaz minden j € N esetén. gy
fi'(A;) € AVk,j eN.

> Legyen v € f~1(V) = f(z) € V = V nylilt halmaz, igy Jj, € N, hogy
(f(:c) - J% flx)+ 3) C V,azaz |f(x)—y| > ]% Vy € V. Masrészt f,, konvergenciaja
miatt Ing € N, hogy |fi(z) — f(z)] < i Vk > ng = Vy € V és Vk > ny esetén

| Fi(w)—y| = | (fulw) = F(2)— (y— <x>>\ ()= ()| =1 @)=yl = | J (@) —y| -

— fula) = @) > 2 = imt{|fule)—yl sy €V} 2 2 > LWk 2 ng— file) € 4
i) — 1(@)]

1
Jo

Vk>n0:>x€fk_l(AjO)Vk>n0:>:v€kﬂ fk_l( A C U1 Ulkﬂ fi ( Aj) =
=ng 7 n n

“weUU N iw) (43)

=1n=1k=n

> Legyen x € U1 ulkm fi'(A;) = Fjo,no €N, hogy z € N [l (4;,) = z €
J n n =ng

€ fi'(A;) Yk = ng = fi(x) € Aj, Vk = ng = inf{|f(z) —y| : y € V} > J%
Vk > ng = |fr(z) —y| > y% Yy € V és Vk > ng. Méasrészt f, konvergencidja miatt

dn; € N, hogy |fe(z) — f(x)| < 2%0 Vk > ny = Vy € V és Vk > max{ng,n}



4.2. Mérhetd fliggvények sorozatai 67

esetén | f(x) — y| = |(f(z) - fil@) = (v = fila )| = |Ifelx) = £@)] = | filw) = yl| =
= [fu(@) =y = [fu(x) — f(2)] > 3£ = nf{|f(z) —y| 1y € V} > 5k >0 =

Jo 250
f(x) € V (hiszen f(x) € V esetén f(z)-nek V-t8l valé tavolsaga 0) = x € f~1(V)
= (4.3) miatt

oo o0 0

=UU N/ e

j=1n=1k=n

@» Ha N C R tetszéleges nyilt halmaz, akkor 1étezik I C N és V; € Z(Q) (i € 1),
hogy N= UV, = f}(N) = U 1V € A => 4.6. tétel miatt f A-mérhets. O
i€l

@

4.20. Megjegyzés. A 4.19. tétel és a 4.2. megjegyzés miatt, ha (X, A) mérhet6 tér és
fn: X = R (n € N) A-mérhetd fiiggvények, akkor {x € X : f,,(x) konvergens} € A,
azaz a konvergenciatartomany mérheto.

4.21. Tétel. Legyen (X, A) mérhetd tér és f,: X — Ry, (n € N). Ha az fo-ck
A-mérhetéek ¥n € N-re, akkor sup f,, i%f fn, lim f,, és lim f,, is A-mérhetdek.

Bizonyitas. ™ Vegytk észre, hogy a tételben szereplo fliggvények mindegyikének X
az értelmezési tartomanya. Legyen a € R és n € N.
Hax € X(supfk > a) = sup{ fx(z) : k = n} > a = Tk > n, hogy fi,(x) > a

k>n

— 1€ X(fy, > a) ckﬁ X(fi > a).

Ha z € oLjX(fk > a) = Jko > n, hogy © € X(fy, > a) = fi,(x) > a =
k=n

sup{fe(z) : k = n} = fi,(z )>a:>a:€X<supfk>a).

k>n
gy X(sup fe > a) = oLj X(fx >a) Va € R ésVn € N = f;, A-mérhet&sége és
a 4.17. tetel miatt sup f A—merheto Vn € N-re = sup fir A-mérhetd.

k>n
» Hasonlban kapjuk, hogy X(mf fr < a) = U X(fy <a)VaeRésVneN—=
linf fr A-mérheté Vn € N-re = 1nf fr A- merheto

» g, :=sup fr az eléz6ek miatt A-mérheté minden n € N-re, igy ismét az eléz6ek
k>n

miatt lim f, = inf g, is A-mérhets. Hasonléan lim f, is A-mérhetd. O
n

4.22. Tétel. Legyen (X, A, n) teljes mértéktér és f, fn: X — Ry, (n € N). Ha az
fn-€ek p-mérhetoek ¥n € N-re és nlg& fn=[f m.m., akkor f p-mérheto.
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Bizonyitds. Legyen A := X\ X(nh_{go frn = f). Ekkor A € A és u(A) =0. Ha z €
cA= X(nh_g)lo fo= f) = lim fo(z) = f(x) = 1.9. tétel miatt lim f,(x) = f(z)
—zeX(limf,=f) =AcX(mf,=f) = X\X(mf,=f) CA=
,u(X \ X(an = f)) =0 = limf, = f mam. = a 4.21. tétel szerint lim f,
p-mérheto, igy a 4.13. tétel miatt f is pu-mérheto. O

4.23. Tétel (Jegorov-tétel). Legyen (X, A, u) véges mértéktér, f, fn: X - R (n €
€ N) p-mérheté figgvények és nh_}rgo fo=f m.m. Ekkor VY6 € R -hoz A € A, hogy

u(A) <o és az f, egyenletesen konvergal f-hez az A-n, azaz Ve € R, -hoz AN € N,

hogy
|folz) — f(x)|<e Ve A és Vn>N.

Bizonyitds. Legyen § € R, rogzitett, melyhez eloszor megkonstrualjuk az A halmazt.
Legyen

A= UX(fa=f121) (jen).

n=j

Ekkor A € AVi,j € N.Haw € X(lim f, = f), azaz lim f,(z) = f(z) =
IN(1) € N, hogy n > N(3) esetén |f,(z) — f(z)| <+ = j > N(3)rez ¢ Ay =

x & Oﬁ A — ﬂ A CX(lim fn 7éf> :>M(Oﬁ Aik> = 0 Vi € N a monotonitas
k=1 h—1 n—eo k=1

— p-mértéke 0

€A
miatt. Mivel A;; D A;p D ... Vi € N, igy felhasznalva a mértéktér végességét és a
mérték folytonossagat lim p(A;;) = ,u( N Aik) = 0Vi € N = Vi-hez 3j;, hogy
J]—00 k=1
p(Aij) < 3 Legyen

A= U AZ]z
=1
Bickor u(4) = (U 45) <
=1

i
szubadd.

Még azt kell belatni, hogy A-n egyenletes a konvergencia. Legyen ¢ € R, . Az
1 € N legyen gy rogzitve, hogy % < ¢ teljesiiljon. Ekkor, ha v € A = x € A;;, =

= U X(Ifa=fl127) =2 X (o= f121) ¥ 2 5i = |fule) = f0)] < ] <
n=ji
<e Vn>=j; = 4llitas. O

M8

plAy) < £ 4 =6

4.24. Definicié. Legyen (X, A, u) mértéktér és f, f,: X — R (n € N) p-mérhetd
fuggvények. Azt mondjuk, hogy f, pu-mértékben konvergdl f-hez, ha

Jgngou(X(]fn—ﬂ > 5)) —0 VeeR,.



4.2. Mérhetd fliggvények sorozatai 69

Ez a definicié korrekt, hiszen X (] fo—fl > s) € AVn € N és Ve € R, esetén.
Legyen L% (1) az X-et R-be képezd p-mérhetd fiiggvények osztalya, és

~{(F.9: .9 €Lhw, f =g pemm.},

Ekkor R ekvivalenciarelaci6. Tekintsiik az R altal 1étrehozott ekvivalenciaosztalyoza-
sét az LY (u)-nek. Az Lg (1) halmaz tartalmazzon minden osztdlybdl pontosan egy
fliggvényt.

4.25. Tétel. Legyen (X, A, p) mértéktér és

d: La(p) x La(u) = R, d(f,g) == inf {5 ER, : M(X(|f _gl> 5)) < 5} |
Ekkor (Lg(n),d) metrikus tér, tovabba f, f, € Lg(un) (n € N) esetén f, pontosan
akkor konvergdl pi-mértékben f-hez, ha lim d(fn, f)=0.

Az el6z6 allitast ugy is szoktak mondani, hogy a mértékbeli konvergencia metri-
zalhato.

Bizonyitds. ™ Legyen f,g € Lg(n), €0 := d(f,g), e, olyan sorozat, melyre &, >

> gy Vn € N, gi_)rgloen = g9 és ,u<X<|f—g| > 5n)> < &, Vn € N. Ekkor X(|f—

— 4| >€1) CX(]f—g[ >€2) C...és U X(]f—g[ >€n) :X(]f—g\ >50>. gy
n=1

a mérték folytonossdga miatt M(X(\f —g| > 50>> = 7}1—{20”()((” —g| > €n>) <
< nh—>Hc>lo En = €, azaz

p(X(1F =gl > d(f.9))) <d(f.0) F.g € La(u) (4.4)

Legyen f,g,h € Lg(p). Ekkor

A(f.0) +dig.h) > p(X(1f ~ gl > d(f.9)) + (X (lg = bl > dlg.n) ) >

(4.4) szubadd.

> (X (1f — 9l > d(f.9)) UX (g = bl > d(g. )))- (4.5

L%wnxeXOf—M>de»+ﬂm))wwLﬂ@ h(z)| > d(f,g) +d(g, h). Ha
ekkor |f(z) — g(x)| < d(f,g) és |g(x) — h(x)| < d(g,h) is teljestilne, akkor |f(x)
—h(z)| = |f(x)—g(x)+g(x)—h(x)| < |f(z) —g(x)|+]g(z) —h(z)| < d(f, 9)+d(g,
ami ellentmondés. Igy ilyen a-re |f(x) — g(x)| > d(f, g) vagy |g(x) — h(z)| > d(g
azaz X (|f = h| > d(f,g) +d(g,h)) € X(|f — g > d(f,9)) UX(lg — hl > d(g,

d
gy 1 monotonitdsa és (4.5) miatt d(f,g) + d(g,h) > ,u( (|f —h| > d(f,g9) +

Y

o)
)
h))-

+d(g, h))) % d(f,h), azaz d-re teljestil a haromszog-egyenlétlenség.

d def.
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Ha d(f,g) = 0, akkor (4.4) miatt u(X(|f—g| > O)) =0= u(X(f#9)=0
= f=g9.
Ha f =g, akkor;z(X(|f—g| >6)> =0<eVeeR, = d(f,g9)=0.

Ad(f,g) = 0ésd(f,g) = d(g, f) tulajdonsdgok trividlisan teljestilnek. Ezzel
bizonyitottuk, hogy (Lg(p),d) metrikus tér.
» Most tegyiik fel, hogy f, f, € Lr(u) (n € N), és f,, p-mértékben konvergél f-hez,

azaz nlglgoM(X(U" — fl > E)) =0Ve € R, = ¢ € R, esetén létezik N € N, hogy

n> N esetén ,u(X(|fn —fl> 5)) <e=d(fu, f) <& = lim d(fn, f) = 0.

» Megforditva, ha f, f,, € Lg(u) (n € N), és dim d(fy, f) =0, akkor ¢,6 € R, esetén

létezik N € N, hogy n > N esetén d(f,, f) < min{e,d} =

p(X(f = 11> 9)) < w(X(Uh =11 > minge.o})) < w(X(1fa =11 >

> d(f, f))) < d(fy, f) < min{e,6} < 5 ¥n > N —> f, p-mértékben konvergsl
ﬂ

(4.4)

f-hez. O

4.26. Tétel (Lebesgue-tétel). Ha (X, A, i) véges mértéktér, f, f,: X = R (n € N)
-mérheto fiigguények és nhg& fn=f m.m. Ekkor f, p-mértékben konvergal f-hez.

Bizonyitds. Legyenek 6 € R, és e € R, = Jegorov-tétel miatt 3A € A és IN € N,

hogy u(A) < §és |fu(z) — f(x)| <eVxe AésVn>N= AC X(|fn— f| <e)

Vn>N= X(|f,—fl>e) CX(|fu—fl =) CAVn >N =

M(X(|fn—f|>5)> < w(A) <6 Vn> N —s éllités. 0
f

mon.

4.27. Tétel (Riesz-féle kivalasztési tétel). Ha (X, A, u) mértéktér, f, fn: X — R
(n € N) u-mérheté figguények és f, p-mértékben konvergal f-hez, akkor f,-nek
létezik olyan f,, részsorozata, hogy klim fre = f m.m.

—00

Bizonyitds. 6 € R, ése € R, esetén dN € N, hogy M(X(|fn—f| > 8)) <dV¥n>N
— = % és 0 = 2% valasztassal Vk € N-hez 4N, € N, hogy

u(X(|fn—f|>11€)) <21k Yn > Ng.

gy 3ny < ny < ... porzitiv egészekbél all6 sorozat, hogy

1 1
p<X<|fnk—f|>k>> <o VheN. (4.6)

By =
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Legyen 4= U By (1€ N) = A, € AVieNés p(4) < L pu(By) < 3 & =
k=i T k=i k=i
szubadd. (4.6)

Ll,_/ folyt.

. = dng, hogy z € A,, = (| By = x € By

k=ng

A
Vh 2 g = [fuo (o) — F)] < 3V 2 0 = Jim [fu (o) = f()] < Jim } =0 =
€ X(Jim fo, = f) = AcX(lim f, =f) = X\X(Jim f,, =f) C A
Legyen H := {x € X : f, (v) konvergens} és g: H — R, g(x) := klim f ().
—00

Ekkor a 4.19. tétel miatt g p-mérheté6 = g — f p-mérheté — X (g — f =0) =
= X(klim fo, = f) c A= X\ X<khm fon = f) € A, igy a monotonitds miatt
—00 —00

p (XX (fim fo, = 1)) < (A4) =0 = lim fo, = f mam 0

4.28. Definicié. A véges értékkészletl fliggvényeket egyszert fligguényeknek nevezzik.
Specialisan, ha X egy halmaz és A C X, akkor a

1, haze A,

Xar X =R, Xalw) = {O kiiléonben

fuggvényt az A indikatoranak nevezzik.

4.29. Tétel. Legyen (X, .A) mérhetd tér és A C X. A X4 pontosan akkor A-mérhetd,
ha A € A.

Bizonyitds. » =" A=XX,=1) € A
> <" X(Xa<a)=0,haa<0, X(Xa<a)=A hal<a<1léX(Xy<a)=2X,
haa>1= X(X4 <a) € AVa € R = X4 A-mérhetd. O

4.30. Megjegyzés. Ha s: X — R, egyszert fuggvény és Rs = {yi,...,yn}, akkor

s = Z inAw
i=1

ahol A; = X(s = y;). Ha s mérhet6 fiiggvény, akkor az A; (i = 1,...,n) halmazok
mérhetéek, igy a X4, (i = 1,...,n) indikatorok is mérhetéek. Az allitas forditottja is
teljesiil, azaz véges sok mérhetd indikator linearis kombinacidja mérhetd egyszerti
fliggvény.

4.31. Tétel (Approximdciés tétel). Ha (X, A) mérhetd tér és f: X — [0,00] A-
mérhetd, akkor léteznek s,: X — [0,00) (n € N) A-mérhetd egyszeri figgvények,

melyekre s1 < s9 < s3 < ... és lim s, = f teljesiil.
n—oo
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Bizonyitds. Legyen so: X — [0,00), so(z) := 0,
N 1
A, ::X<f>sn_1+) és  Sp:=8,1+—Xa, (neN).
n n

Ekkor az s, fliggvények trividlisan olyan A-mérhetd egyszerii fiiggvények, melyekre
s1 < 89 < s3 < ... teljesiil. Be fogjuk latni, hogy 7}1_)11(;10 Sn = f. Legyen = € X.

&L=

Haf(x):oo:>x€An‘v’n€N:>XAn(x):1Vn€N:>sn(x):Enj.:>
i=1

- =00 = f(z).

Ha f(x) < oo, akkor belatjuk, hogy végtelen sok n-re z ¢ A,. Ezzel ellentétben
tegyiik fel, hogy dng € N, hogy = € A,, Yn > ny. Ebbdl azt kapjuk, hogy

Nk
QL=

A on(7) = 2

"1
$n(T) = Spg—1(x) + D i Vn = ny, (4.7)

1=ng

igy n > ng esetén oo > f(x)

> % feliilrél korlatos, ami nem teljesiil = végtelen sok n-re z ¢ A, —>

1=ng
L
f(z) < sp_1(x) + — végtelen sok n-re. (4.8)
n

Ezutan teljes indukciéval belatjuk, hogy minden n € N esetén

f(2) > sus(a). (4.9)

n = l-re trividlis. Tegytk fel, hogy n = k-ra teljesiil, de n = k + 1-re nem teljestl

(4.9). Ekkor f(z) < sp(z) = sp-1(z) + tXa (@) < f(z) + Xa,(2) = 0 <
ind.ﬂfelt.

< $Xa, (z) = Xa,(z) =1, azaz © € Ay. Ezt visszairva az el6z8 egyenldtlenségbe:

f(x) < sp_1(x) + 1, azaz © ¢ Ay, ami ellentmondds. Ezzel (4.9) bizonyitott. A (4.8)

és (4.9) egyenlStlenségek alapjan

1
0< f(z) — sp1(z) < — végtelen sok n-re.
n

Igy létezik olyan ny < ny < ng < ... pozitiv egészekbél allo szdmsorozat, hogy

0< f(z) — sp,-1(z) < n—lk Vk e N = klim (f(x) - Snk—1($)> =0= klim Sp,. (T) =
—00 —00

= f(x). Mésrészt s,(z) monoton névekedd, igy nem lehet egynél tobb torlédési

pontja, melybdl lim sn(x) = f(2). O
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Integral

5.1. Nemnegativ mérheto fiiggvények integralja
5.1. Definicié. Legyen (X, A, u) mértéktér, f: X — [0, 00] p-mérhetd és
D, = {(yl,yg,...,yn) ER": 0Ky <yp < -+ <yn} (n € N).
Ha y = (y1,¥2,---,Yn) € Dy, akkor legyenek
Ay =Xy < f<yiyn) 1=1,2,....n—1 (n>=2),
A, = X(yn < f).

Az f-nek y-hoz tartozo integralkizelité dsszege

n

s(foy) = Z Yit(Ag).

i=1

Az f integrailja
[rdu= [ 1@ du(e) == sup{s(f,y) : n € Ny € D},

5.2. Megjegyzés. A beosztas finomitasaval az integralkozelité 6sszeg nem csokken,
igy minden hataron til finomodd beosztassorozat esetén az integralkozelité dsszegek
sorozatanak hatarértéke a pontos felso korlatjaval egyezik meg.

Minden nemnegativ mérhetd figgvénynek létezik integrélja és értéke [0, co]-beli.

Legyen példaul (X, A, 1) a Lebesgue-mértéktér [—10, 10]-hez tartozo altere (lasd
14. oldal), és f: [-10,10] — R, f(z) = %. Ekkor n = 4, y; = 0,4, y» = 1,6,
ys = 3,6 és ys = 6,4 valasztassal Ay = (—4,—-2] U [2,4), Ay = (—6,—4] U [4,6),
Az = (—8,-6]U[6,8), Ay = [—10,—8] U [8,10].

6,4
3,6
1,6
NS 24N
b=
-10 -8 -6 -4 -2 2 4 6 8 10
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fgy p(A;) =4 Vi=1,2,3,4, melyb8l s(f,y) =4-04+4-1,6+4-3,6+4-64 = 48.

5.3. Megjegyzés. A definicidban szereplé A; halmazok a legb&vebb olyan diszjunkt
halmazok, melyek mérhet6ek és az y; < f(x) Vo € A; (i = 1,2,...,n) feltételnek
eleget tesznek. Igy

Ip:= {Zf:yl,u(/ll) :neN, y €10, oo) (1=1,...,n),

Aie A(i=1,...,n) dlsZJunktak

ésy; < f(x) V:UEAZ- (1= ,...,n)}.
jeloléssel

/fdu = sup Iy.

5.4. Definicié. Legyen (X, A, p) mértéktér, f: X — [0,00] p-mérheté és A € A.
Az [ A feletti integrailja

/fdu = /f(rc) dp(z) = /fXAdu-
A A

Az eléz6 definicioban fX 4 p-mérhet6 nemnegativ fiiggvény, igy annak integralja
definidlt. Masrészt Xx =1, igy [ fdu = [ fdu.
X

5.5. Tétel. Legyen (X, A, ) mértéktér, f: X — [0,00] u-mérheté és A € A. Ha
w(A) =0, akkor [ fdu = 0.
A

Bizonyitds. Legyenek n € N, y; € [0,00) (i = 1,...,n), A; € A (i = 1,...,n)
diszjunktak, és y; < f(x)Xa(z) Vo € A; (i = 1,...,n). Ekkor y; > 0 és z € A;
esetén 0 < y; < f(z)Xa(x), azaz X4(z) > 0, igy © € A. Tehéat y; > 0 esetén A; C A,
igy p(A;) < pu(A) = 0 miatt p(4;) = 0 = ; yit(Ai) = 0 = Ipx, = {0} =

j{fd,u:ffXAdMZSUPffoZO- ]

5.6. Tétel. Legyen (X, A, u) mértéktér, f,g: X — [0,00] pu-mérhetd figgvények.
@ (monotonitas) Ha f < g m.m., akkor [ fdu < [gdpu.
@ Ha f =g m.m., akkor [ fdu = [ gdpu.
® (Markov-egyenlétlenség) Ha o € [0, 00), akkor [ fdu > au(X(f > a)).
@ Ha [ fdu < oo, akkor f < oo m.m.
® [ fdu =0 pontosan akkor, ha f =0 m.m.
® (pozitiv homogenitds) Ha o € [0, 00), akkor [afdu = a [ fdu.

@ Ha Ry ={y1,...,yn} CR, akkor [ fdu = Elyiy(X(f = ).
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Bizonyitds. ™ @ feltételével és H = X(f g) Jelolessel H e Aés p(H) = 0.

Legyenek n € N) y; € [0,00) (i = 1,...,n), A; € A (i = 1,...,n) diszjunktak, és
v < f(zr) Ve e A; (i =1,...,n). Ekkor Zyz (A;) € Iy.
Mésrészt A;,\H e A (i=1,...,n) dlSZJqutak ésy; < flx) <gx) Ve e AL\ H

Gi=1,...,n) = éym(Ai\H) € I,. De u(A) = (A \ H) + p(A; 0 H) =

0

o8

yip(A;) € Iy = Iy C I, = sup Iy <supl, = @.

=1

> @ feltételével, X(f < g) C X(f # g) miatt u( (f<yg ) < u( (f # g))
= u(X(f < g)) =0= f>¢gmm. = (® miatt) [ fdu > [ gdu. Hasonléan
bizonyithato, hogy [ fdu < [gdu = @.

»n=1y =aés A = X(a < f) valasztassal a,u(X(a < f)) €l = O.

»Ha K = [fdu<oo=R3K > nu(X(f}n))2n,u<X(f:oo)>Vn€N

®
— u(X(f=0)) =0= @

>O:ffdpesetén02%M(X(f2%))VHEN:>M(X(]C2%)>:OV”EN:>

fr
®

0= Jimu(x(r 2 9) = u( 0 X(F 2 1) =n(X(/>0) = u(X(f £0)) =
folyt.

f=0mm.

Ha f=0mm. = A := X(f #0) jeloléssel A € Aés u(A)=0= f = fX4 és
az 5.5. tétel miatt [ fdu = [ fdu = 0. Ezzel ® bizonyitott.
A

» Legyen n € N, y; € [0,00) (1 = 1,...,n), 4; € A (i = 1,...,n) diszjunktak,
és y; < f(x) Vo € A; ( 1,....,n) = ay; < af(x) Ve € A; (i = 1,...,n)

— Zyl (A;) € Iy és Zayl (A;) € Iny = aly ={ax :x € I} C I,y =
affdu—asuplfzsupalf sup lor = [afdpy =

a/fdug/afd,u Va € [0,00). (5.1)

Ha a > 0, akkor g := i és g := af jeloléssel (5.1) miatt 5 [gdp < [Bgdpy =
Liafdp< [Ltafdp = [afdp<aoffdy, igy (5.1) miatt ® teljesiil.
Ha o = 0, akkor ® miatt teljestl ®. Ezzel ® bizonyitott.

> Legyen Ry ={y1,...,yn}, ahol ys <o < -+ <y =y := (Y1,...,Yn) € D, és
Ai=X(f=y)Vi=1,...,n =

[ £z s, = S un(X(7 = ). (5.2
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Ezutdn legyen m € N, yi € [0,00) (j =1,...,m), A € A (j =1,...,m) diszjunkt
1

rendszer és y; < f(z) Vo € A (j=1,...,m). Ekkor
> Yiu(Af) = Zy}u(A} nUX(f = yi)> =
j=1 j=1 =1
X
=ZZyu(A}ﬂX(f—yz)>€ff (53)

Ha yi > y;, akkor yJ/L(A NX(f = yl)> =0< ym(A; NX(f = yi)>, illetve

ha y} < y;, akkor y]u<z4 NX(f=wy)) < yiu(A; NX(f= yi)) — (5.3) miatt

Zy] (A}) Zn:iyzu AN X(f —yi)) —Zn:ym<X(f—y¢)ﬂ GA;) <
s =

Igy (5.2) miatt = @. O

5.7. Tétel (Fatou-lemma). Legyen (X, A, p) mértéktér és f,: X — [0, 00] p-mérhetd
fiiggvények ¥n € N-re. Ekkor

m/fndu>/mfndu-

Bizonyitas. Korabban lattuk, hogy az adott feltételekkel lim f,, nemnegativ p-mér-
heto, igy az integralja definidlt.

Legyen m € N, y; € [0,00) (i =1,...,m), A; € A (i = 1,...,m) diszjunktak, és
y; <lim fp(x) Ve € A; (i=1,...,m) = (lasd 5.3. megjegyzés)

Zyz E ]11mfn (54)

Legyen 0 <t <1 és
ﬂ Ai(fe = ty:).

Mivel A;7 C A C ..., ezért a folytonossag miatt

lim p(4; (U Am> (5.5)
r € A; esetén sup gf fe(z) = lm f.(z) > v = 1y =
n 2N 'ﬂ*

0<t<l és y; >0
3z € N, hogy inf fi(x) > tys = fu(z) = ty: Yk 2 2 =z € Ai(filz) = tys) Yk > 2
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==z ﬁ Ai(fe > ty;) = A, C U Ay, = A, C U A;,. A forditott tartalmazés

k==z n=1

A C A; miatt teljestl, igy A; = U Ai = (5.5) miatt

n=1

lim p1(Ain) = p(As). (5.6)

s
xr € A, esetén f(z) > ty, = iinjl tyi(Ain) € Iy, = g}l tyit(Aim) < [ fodp =
ti yelim i(Asn) < Jim [ o dgs. De az 1.9. tétel (10. oldal) és (5.6) miatt lim ju( As,) —
= (A) = ¢ pa(A) < lim f fudp = 1 1 1 hatdrdtmencttel $% yu(4) <

<lim [ f, dpp = (5.4) miatt [lim f, du = sup L p, < Lim [ fodp. O

5.8. Tétel (Beppo Levi monoton konvergencia tétele). Ha az (X,.A, u) mértéktér,
fn: X = [0,00] p-mérhetd figguények ¥n € N-re és f1 < fo < ..., akkor

lim [ fudi = [ T fudp

n—oo

Bizonyitds. Mivel 0 < f1 < fo < ..., ezért sup f,, = nh_>r1010 fn => a 4.21. tétel miatt
7}13010 fn X-en értelmezett p-mérheté nemnegativ fiiggvény, azaz az integralja definialt.

Miésrészt az integral monotonitdsa miatt (5.6. tétel @ pontja) [ f,du < [ for1du
VneN=— 4 lim [ fndp.

fm < hm fn Ym € N = integral monotonitasa miatt [ f,,dy < [ hm frdu
Vm € N :>

m—0o0

tim [ fodu < [ Jim fdpe (5.7)

Az 1.9. tétel miatt lim frn=1m f, és lim J fondp =lim [ f, du, igy a Fatou-lemma
alapjén lim I fa d,u f dim fodp :> (5 7) miatt kapjuk az allitést. O

5.9. Tétel. Legyen (X, A, u) mértéktér és f;: X — [0,00] (i € I C N) p-mérhetd

figguények. Ekkor
> [ fan= [(S 1)

el i€l

Bizonyitds. Legyenek s,u: X — [0, 00] pu-mérhetd egyszerti fiiggvények, melyekre
Ry ={x1,...,2x}, Ru=Av1,---,ui} és Repo = {21, .., 2m} = 5.6. tétel @ pontja
miatt

/(5+u)dﬂzizrﬂ( s—l—u:zr)):
:szl+yj ( (:xi)ﬂX(u:yj)):

i=1 j=1
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. /de/udﬂ. (5.8)

Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy I = N, vagy 9N € N, hogy
I={1,2,...,N}.

@ » Eloszor tegyiik fel, hogy I = {1,2,..., N}. Ha N = 1, akkor az allitds trivialis.
Most legyen N > 2. Ekkor ZI fi p-mérheté nemnegativ fiiggvény, igy az integralja
definidlt. Alkalmazzuk az agf)roximéciés tételt. fi-hez valasszuk az ottaninak megfe-
lel6 s, ill. fo-hoz az u, egyszert fliggvénysorozatokat —

(o fa) g = f ( Jim s+ Jinn ) da = [ Jim (50 + w) dp =
Levi
= Jim f(satun)du = Jim (Fswdutfundu) = lim fsadu + lim fundp =
(5:8) Hmertfsn dp mon. Smertfun dp rnon.LeVi

= fnh_{go S dp + fnh_{go Uy At = [ fidu+ [ fodu. Ebb6] teljes indukcioval kapjuk

approx. tétel
az allitast.

n n+1 n
@» Most legyen I = N. Mivel > f; < > fi Vn € N és X f; p-mérhetd Vn € N-
i=1 i=1 i=1

n

(o]
re = lim }° f; = 3 f; X-en értelmezett és a 4.19. tétel miatt p-mérhetd, azaz

n—00 ;—1 i=1

az integralja definidlt —> f<§ fi> dy — f(li_)m 5 fi> dp = Jim f(i fi) dy
=1 n—00 ;=1 n—00 =1

Levi

0O e=I

= lim > [ fidp= 3 [ f;dp. Ezzel teljes a bizonyitds.
n—=00 =1 i=1

5.2. Mérheto fiiggvények integralja

Tetszoleges mérheto fiiggvény integraljanak bevezetéséhez sziikséglink lesz a fliggvény
pozitiv ill. negativ részének fogalmara.

5.10. Definicié. Ha f: X — Ry, akkor f pozitiv része f* := fXx(f>q illetve f
negativ része f~ 1= — fXx(r<0)-

5.11. Lemma. Legyen f,g: X — Ry,. Ekkor
O f=fr=f =1+ f
@ fr=5(f1+ 1), f-=5(f-1)
® (f+9)"<fT+g", (f+9) </ +yg.
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Bizonyitds. ™ @ trividlisan teljesiil az f+ és f~ definiciéjadbol.
» @ kovetkezik @-bol.

> (f+g9)7" = (f+gl+f+9) <s(fl+ 19l +f+9) = f* + ¢g*. Hasonl6an
@ @
(f+g)‘?%(|f+g|—f 9) < 3(If1 + 19l — —9 s/t —® O
® ®

5.12. Lemma. Legyen (X, A, pu) mértéktér és f: X — Ry,. Az f pontosan akkor
p-mérhetd, ha f* és f~ p-mérhetéek.

Bizonyitas. Az allitas az 5.11. lemmabdl és a 4.16. tételbol kovetkezik. O

5.13. Lemma. Legyen (X, A, u) mértéktér és f,g: X — Ry, pu-mérhetd figgvények.
Az f = g m.m. pontosan akkor, ha f* =gt m.m. és [~ =g~ m.m.

Bizonyitds. [ és g p-mérhetsége miatt f*, f~, g7 és g is p-mérhetek — X (f =

=9) €A X(f#9 e AX([T=9")eAX([T=9g)eAX([T#g") €A,

X(f~#g97)e A

> =7 1€ X(f = g) esetén f(x) = g(x) = [*(z) = g (x) = = € X(f* = g")

— X(f=9) CX(ft=9¢g") = X(f" #£g") C X(f # g) = monotonitds miatt
p(X(FH#9h)) <u(X(F#9) =0 = p(X(f* #£¢7)) =0= f* =g* mm.

Hasonléan bizonyithato, hogy f~ = ¢~ m.m.

> ETr e X(fT=g9")NX(fT =g7)esetén fT(x) =g"(z)és f(v) =9 (v) =
flz)=9g(z) = rveX(f=9) = X(fT=9")NX(fT=97)CX(f=9) =
X(f#9) CX(T#gVUX( #97) = w(X(f #9)) fr#ghHu

p
s n(X(
X(f~#97)) < n(X(fH£g0))+n(X(f #£97)) =0= p(X(f £9)) =0

szubadd.
— f =g mm.

U

Egy fiiggvény pozitiv illetve negativ része is nemnegativ fiiggvény, ezért ha
mérhetoek, akkor egyben definidlt az integraljuk is. Ezt hasznaljuk fel a kévetkezo
definiciéban.

5.14. Definicié. Legyen (X, A, p) mértéktér és f: X — R}, p-mérhetd fliggvény.
Azt mondjuk, hogy f-nek létezik az integralja, ha

/f+du<oo vagy /f_d,u<oo.

Ekkor az f integrdalja

[rau= [ f@au) = [ ran— [ £ du.

Ha [ fdu € R, akkor f-et integralhatonak nevezziik.
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Tehat megkulonboztetjik a ,,létezik az integralja” és az ,jintegrdlhato” fogalmakat.
Az els6 esetben megengedjiik a oo és —oo értékeket is, de a masodikban nem. Hasonld
a kilonbség a ,létezik a hatarértéke” és a ,konvergens” fogalmak kozott.

5.15. Megjegyzés. [ fdu > —oo esetén [ f~du € R, illetve [ fdu < oo esetén
[fTdu eR.

5.16. Definicié. Legyen (X, A, u) mértéktér, f: X — Ry, p-mérhetd fliggvény és
A € A. Azt mondjuk, hogy f-nek létezik az integralja A felett, ha fX 4-nak létezik az
integrélja, és ekkor

[rau= [ @ dute) = [ fxadn.

Ha [ fdu € R, akkor f-et integralhatonak nevezzik A felett.
A
5.17. Megjegyzés. A = X valasztassal azt kapjuk, hogy [ fdu = [ fdpu.
X

5.18. Definicié. Legyen (X, A, p) mértéktér, A € A és f: A — Ry. Azt mondjuk,
hogy f-nek létezik az integrdlja A felett, ha az

A
FiX SRy ) {é“(w)’ e

fliggvénynek létezik az integralja, és ekkor
[rdu= [ j@ du@) = [ 1 du.
A A

Ha [ fdp € R, akkor f-et integralhatonak nevezziik A felett.
A

A kovetkezd tétel szerint a mérték kiterjesztésével az integral nem valtozik.

5.19. Tétel. Legyen (X, A, n) mértéktér, A" C A o-algebra, i/ a p-nek A'-re vett
leszikitése és f: X — Ry, p'-mérhetd figguény. Ekkor [ p-mérhetd is, és

Zfdu:Zfd/j VA e A

Az egqyenldség gy értendd, hogy a két oldal egyszerre létezik, vagy nem létezik, és ha
létezik, akkor egyenloek.

Bizonyitds. ® f p/-mérhetd = B € B(R},) esetén f~1(B) € A = A’ C A miatt
fYB) € A = [ p-mérhetd.

» Ha f nemnegativ, akkor az 5.1. definicié jeloléseivel A; € A’ és A; € A, tovabba
p(A) = p(Ay) = [ fdp' = [ fdp

» Altaldnos esetben az elézéek miatt [ frdu = [ ftdués [ f~dy/' = [ fdpy =
[ fdu' = [ fdu, ahol az egyenléség gy értendd, hogy a két oldal egyszerre 1étezik,
vagy nem létezik, és ha létezik, akkor egyenloek.

> A € A esetén fX, p/-mérhetd, igy az el6zbek alapjan fX, p-mérhetd is, és
[ fXadu' = [ fXadpu, feltéve, hogy létezik valamelyik oldal. O
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5.20. Tétel. Legyen (X, A, pu) mértéktér, f: X — Ry, u-mérhetd figguény, A € A
és (A) = 0. Ekkor f integralhato A felett, tovabbd [ fdu = 0.
A

Bizonyitds. [(fXa)Tdu=[ftXadu=[fTdu =0 az 5.5. tétel miatt. Hasonl6an
A
[(fX4)~ dp = 0. Igy definicié alapjan kapjuk a tételt. O

5.21. Tétel. Legyen (X, A, n) mértéktér és f,g: X — Ry, p-mérhetdek.

® Ha f=g mm. és3[ fdu, akkor 3 [gdu és [gdu = [ fdpu.

@ Az f pontosan akkor integrdlhatd, ha |f| integrdlhato, tovabba ekkor |[ fdu| <
< JIfldp.

® (homogenitds) Ha 3 [ fdu és a € R, akkor 3 [afdp és [afdu=af fdpu.

@ (additivitdas) Ha az [ fdu+ [gdu értelmezett, akkor 3 [(f + g) du, tovdbbd
J(f+g)dp=[fdu+ [gdu.

® Ha f<gés3[fdu> —o0 (vagy 3 [gdu < o), akkor 3 [ fdu, I [gdu és
Jfdu < [gdpu.

® (majordns kritérium) Ha |f| < g m.m. és g integrdalhato, akkor f integralhato.

@ Ha f? és g* integrdalhatéak, akkor fg is integrdlhato.

Bizonyitds. ™ @ feltételeivel f* = ¢" m.m. és f~ = g~ m.m., tovabba [ fdu = [ f*
tdp—=[frdp = Jgtdp—Jgmdu=Jgdp= .

5.6. tétel @
> || integrdlhatd <= B3 [ |fldu= [(/* + [ )dp = [ fFdu ]S dp e

5.9. tétel
[fTdueRés [ f~du € R <= [ integrdlhat6. Mdasrészt, ha f integralhatd, akkor

[ fdul = [ frdp—[fmdu| < |ffPdul+ [ f~dul = [frdp+[f~dup =

i

5.9. tétel
=T+ f)dp=[|fldp = @.
» Tegyiik fel, hogy 3 [ fdu és a € R. Ha a > 0, akkor az 5.6. tétel ® pontja miatt
flaf)yTdp=faffdu=a [ fTdu < oo, ha [ fTdu < oo, illetve
Jaf)~dp=[af~dp=a[f du<oo, ha [ f~du < co.
[ fdu, azaz [ fTdu < oo vagy [ f~du < oo =
flaf)Tdu < oo vagy [(af)"du < co = I [afdu. Méasrészt ekkor szintén
az 5.6. tétel ® pontja miatt

Jafdp=[(af)*du— [(af) " dp=[affdu— [af du=
—afftdu—af i dp=a(ffrdp— [ du) =af S

Ha o < 0, akkor (af)t = —af™ és (af)” = —af™, melybdl az el6z6hoz hasonldan

bizonyithato, hogy 3 [ af du, mésrészt

Jafdp= [(af)"du— [(af)”dp=[(-af7)dp— [(—afT)du =
—affrdu—affdp=a(ffrdp— [ du) =af s

Ezzel @ bizonyitott.
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» Tegyiik fel, hogy S := [ fdu + [gdu értelmezett. S € R esetén [ fdu € R és
fgdpeR = [ftdueRés [gtdueR = oco> [fTdu+ [gdu=
= [(fT+g")du > J(f+9)tdp = 3[(f +9)dp.

5.11. lemma
S = o0 esetén [ fdu > —o0 és [gdp > —o0 = az 5.15. megjegyzés miatt
co> [frdu+ g du=[(f"+g7)du > J(f+g)dp=3[(f+g)dpu
5.11. lemma
S = —o0 esetén [ fdu < oo és [gdu < oo = az 5.15. megjegyzés miatt
oo > [ frdu+[gtdp=[(f"+g7)du > J(f+9)tdp=3[(f+g)du. A®

5.11. lemma
bizonyitasahoz még az egyenldséget kell belatni.

(f+9) =U+9) =Ff+9=f"—F+9" -9 —

o)+ +9g =U+9) +[T+9" =

JU+g) T du+ [fdu+ g dp=[(f+g) dp+ [fTdu+ [gTdp = @.

> f<gesetén [T < gt és [ > g, {gy az 5.15. megjegyzés miatt,
Hha3ffdu>—-c0o=o00>[f"dp>[g du= T [gdp,
2)hadfgdp<oo=o00> [gtdu > [fTduy =3[ fdu.

Az ® bizonyitdsdhoz még az egyenltlenséget kell beldtni. Mivel [ ftdu < [gtdu

és — [ f7dp < — [ g du, igy a két egyenlotlenséget osszeadva kapjuk ®-06t.

> ® feltételeivel gt > g7 — g~ =g > |f| mm. = [|f|dp < [¢g" du € R, hiszen g
integralhaté = [ |f|dp € R = @ miatt f integralhaté, azaz ® teljesiil.

> @ feltétele és @ miatt 2+ ¢? integralhaté = @ miatt 1(f? + g*) integralhato,
masrészt | fg| < (f2 + ¢?) = ©® miatt fg integralhatd. O

5.22. Tétel. Legyen (X, A, u) mértéktér, f: X — Ry, A; € A (i € I C N) diszjunk-
tak és A= \J A;. Ha 3 [ fdu, a/fkorEIffdu esElffdu Vi € I, tovdbbd

el

/fdu > [ ran

ZEIA

Bizonyitas. [(fXa)Tdpy = [fTXadp < [fTdp < oo vagy [(fXa) dp =
= [fXadp < [f7dpuy < 00 = 3 [ fXadu = [ fdu. Hasonléan lathatd, hogy
A

3 [ fdu Vi € I. Ezutan azt bizonyitjuk, hogy
A;

A= ZgXAi, (59)

el

ahol g: X — Ry, tetszoleges fiiggvény. z € A esetén létezik pontosan egy iy index,
melyre x € A;; = 3 g(2)X4,(z) = g(¥)Xa, (z) = g(x)Xa(2), illetve z ¢ A esetén
i€l

r g A Viel = Y glao)Xa,(z) =0 = gx)Xa(z) = (5.9). Most ratérink az
i€l
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egyenldség bizonyitasara. [ fXadu = [ fTXadu — [ f~Xadpu = > (f ftXa, dp —
il
(5.9)

X, du> — 5 [ X du —> 4llitds. 0
i€l

5.23. Tétel (Lebesgue majoralt konvergencia tétele). Legyen (X, A, ) mértéktér és
9 [y fu: X = Ry (n € N) u-mérhetd figguények. Ha g integralhato, |f,| < g m.m.
Vn € N-re és lim f, = f m.m., akkor f, f, és \fu — | integrdlhaté figgvények
Vn € N-re, tovabba

Jm [1fa = fldu=0 é lm [fidu= [ rdu

Bizonyitds. B =X\ X(|fa| <g), C:= X\ X(lim f, = f) és A:= BUC. Ekkor
u(A) < p(B) + pu(C) = 0 = pu(A) = 0. Legyenek

f = fXZ7 .fn = anZ7 g = gXZ
» Belatjuk, hogy

f=fmm., f,=fomm, g=gmm., |fo—fl=]|fo—flmm (5.10)

x € Aesetén f(r) = f(2) =2 X(f=f) = AcCX(f=f) =
X\X(f=flc A= ,u(X\X( = f)) =0= f=f m.m. A tébbi hasonléan
bizonyithato.

» Ha z € A, akkor = € B és x € C, igy |fu(x)] = |fu(z)] < g(z) = g(z) illetve
Jim fu(x) = lim fu(z) = () = f(2). Ha 1 € A, akkor fu(z) = f(z) = §(z) =
Igy

N——

[ful <g & lim fu=f. (5.11)

> fn. a majordns kritérium miatt integralhaté. Most tegyiik fel, hogy | f(x)] >
> g(x) valamely x € X-re. => (5.11) miatt |f(x)] > §(z) = |fu(z)] ¥n € N, amely
Jim | 2] = |f] miatt nem lehet. Igy

f1<3. (5.12)

Mivel § (5.10) miatt integralhaté, igy (5.12) és a majordns kritérium szerint f
integralhaté, amibél (5.10) miatt f is integralhaté. Végul (5.11) és (5.12) miatt

‘Jgn_ﬂ |fn|+‘f’ 2g, (5.13)

amibél a majorans kritérium szerint |f, — f| integralhaté. Igy (5.10) miatt | f, — f|
is integralhato.

> (5.13) miatt 29 — | fu— f| >0, igy erre alkalmazva a Fatou-lemmat:
lim [(2G — |f, — /1) dp > [im(2g — |, — /1) d = J2gdp=
(5.11)
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0> [2gdp—tm [(25 — |fu— f)dp= J 25 dp+Tim [(|fo = f| = 29) dp = [ 29 dpu+

+lim (f [ fo = fldp = [25dn) = [25du+Tim [ |f,—Fldu—f 2§ dp =T [ |f,—
1.8. megj.

= fldp > T (fu = ) du| =Tl fovdp— [ fdps| > 0 = Tl f fodpu—J f du| = 0

ésTim [ | f, — f] dp = 0 = 1.10. tétel miatt JL%‘ffndu—ffdu’ :OésT}Lrgof|fn—

— fldp =0 = (5.10) alapjan kapjuk az allit4st. O

5.24. Tétel (Az integrél abszolut folytonosséga). Legyen (X, A, n) mértéktér és
f: X — Ry integrdlhato figgvény. Ekkor Ve € R,.-hoz 36 € R, hogy A € A,
p(A) <6 esetén [|f|du <e.

A

Bizonyitds. Legyen f, := min{|f|,n} (n € N). Ha |f(x)| € R, akkor 3n, € N,
hogy 7o > |f(2)] = fu(z) = |f(2)] ¥n > no esetén = lim fo(z) = |/(2)] Ha
£(@)] = 00, akkor fu(x) = n ¥ € N= I fi(2) = 00 = |f(2)]| = lim fu = |f].
Masrészt f1 < fo < ..., ezért a Beppo Levi tétel miatt JLI& [ fodp = [|f|du. Mivel
f integralhaté, ezért |f| is az = f,, < |f| és a majorans kritérium miatt f,, is integ-
ralhaté Vn € N-re. Mindezekbdl nh%ngOf fodp — [|f]dp = Jim ([ fodp— [1f]du) =
:nli_{Igof(fn— |f]) dup =0 = € € R, esetén Im € N, hogy

5> | [ G =100 @l = [ (51 = f) du 0 (5.14)

2

+ mu(A) ? 5+ md=e. O

(5.14)

Legyen ¢ := 5= és A € A olyan, hogy u(A) < 0. Ekkor [|f[du = [|f[Xadu =
A

5.3. Komplex értéki fiiggvények integralja

5.25. Definicié. Legyen (X, A, p) mértéktér, f,.g: X — R, h: X — C, h(x) =
= f(z) + ig(z). Ha f és g p-mérhetéek, akkor azt mondjuk, hogy h p-mérheté. Az
f figgvényt a h valds részének (jele Rh), a g fiiggvényt pedig a h képzetes részének
(jele Sh) nevezziik.

5.26. Definicié. Legyen (X, A, p) mértéktér, hy,ho: X — C p-mérhetéek. Azt
mondjuk, hogy hy = he m.m., ha a valos és képzetes részeik rendre m.m. megegyeznek.

5.27. Definicié. Legyen (X, A, u) mértéktér. Azt mondjuk, hogy h: X — C integ-
ralhato, ha a valés és képzetes része is integralhaté, azaz 1étezik az integraljuk és
azok végesek. Ekkor

/hdu:/h(a:)d,u(:z:) ::/é)?hdqui/%hdu.
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Ha h valés és képzetes része is integralhato A € A felett, akkor azt mondjuk, hogy h
integralhato A felett, és

/hdu /h e /%hd/ﬂrz/\shdu

5.28. Tétel. Legyen (X, A, n) mértéktér, h: X — C p-mérhetd figguény, A € A és
w(A) = 0. Ekkor h integrdlhato A felett, tovdbbd [ hdu = 0.
A

Bizonyitas. Az 5.20. tétel kovetkezménye. ]

5.29. Tétel. Legyen (X, A, u) mértéktér és h, hy, hy: X — C p-mérhetdek.

@ Ha hy = hy m.m. és hy integrdlhato, akkor hs is integrdlhato és [ hydp =
= [ hydpu.

@ A h pontosan akkor integralhato, ha |h| integrdlhato, tovabbd ekkor |[ hdp| <
< [ || dp. (Emlékeztetdil, ha a,b € R, akkor |a + 4b| = Va? + b2.)

® (homogenitds) Ha h integrdlhaté és o € C, akkor ah is integralhato, tovabbd
Jahdpy=a [hdpu.

@ (additivitds) Ha hy és hy integralhatoak, akkor hy + ho is integrdlhato, tovdbbd
J(hi + ho)dp = [hydp + [ hedp.

® (majorans kritérium) Ha z: X — Ry, integrdlhato és |h| < z m.m., akkor h is
integralhato.

® Ha h integralhato, akkor minden A € A esetén h integralhato A felett is.

Bizonyitds. ™ Az ©® @ @ allitasok az 5.21. tétel ® @ @ pontjaibdl kovetkeznek.

> @ bizonyitasidhoz el6szor tegyiik fel, hogy h integralhaté. = |Rh| és |Sh| integ-
ralhatéak = || = \/(Rh)? + (Sh)? < [Rh| + |Sh| miatt 7] is integralhato.

Megforditva, ha |h| integralhatd, akkor |Rh| = /(Rh)? \/ Rh)? + (Sh)? = |h|
miatt A is integralhaté. Hasonléan Sh is integralhaté, igy h mtegralhato

Ha |[ hdu| = 0, akkor [Rhdp = [Shdpy = 0 = Rh = Sh = 0 mm. —
|h] =0 mm. = |[hdy| < [|h|du.

Most tegyiik fel, hogy |/ hdp| € R,. Kénnyen lathato, hogy

lab + cd| < Va? + 2V +d® Va,b,c,d €R,

hiszen ekvivalens a 0 < (ad — bc)? egyenlétlenséggel. Ebbdl kovetkezben

’/hdf: (/?th,u)2+ </%hdu>2:

— ‘/ (%h/%hdu+%h/%hdu) du‘ < /‘?Rh/?thqu%h/%hdu‘ du <

< [@mne+ \/(/mdu) +</%hdu)2dﬂ:
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:/|h|-]/hdu\ du:]/hdu\-/mmu,

melybél kapjuk, hogy | [ hdu| < [ |h|du. Ezzel @ bizonyitott.
> ® feltételével [RA] = \/(Rh)? < \/(Rh)? + (Sh)? = |h| < 2 mm. = Rh integrdl-
haté. Hasonléan &h is integralhaté, igy h integralhaté. Ezzel ® bizonyitott.

» Ha h integralhat6 és A € A, akkor |Rh| integralhaté = |Rh|X4 < |Rh| miatt RA
integralhato A felett. Hasonloan Sh is integralhato A felett — ® O

5.30. Tétel. Legyen (X, A, n) mértéktér, h: X — C, A; € A (i € I C N) diszjunktak
és A:= U A;. Ha h integrdlhato, akkor

iel

/hdu:Z/hdu.

iGIAi

Bizonyitas. Az 5.22. tétel kovetkezménye. m

5.4. Riemann-integral

A kovetkez6 szakaszban definidlt Lebesgue-integral a Riemann-integral altalanositédsa.
Ezért el6szor ismételjilk at a Riemann-integral fogalmat.

5.31. Definicid. Legyen a,b € R, a < b. A D :={xg,x1,..., 2} halmaz beosz-
tasa az [a, b] intervallumnak, ha a = zg < 1 < --- <z, = b. Jeloljik || D||-vel a D
finomsagat, azaz

| D := max{x; —x;—1:i=1,... k}.

Legyen Dy, az [a,b] Osszes beosztdsanak halmaza. Legyen f: [a,b] — R korldtos
fliggvény és

I

@
Il
—

s(f, D) :

(x; — ximq)inf{ f(x) : ;01 < x < 24},

Il
M»

S(f,D) : (x; — ximq)sup{f(x) : ;-1 < x < 24}

1

.
Il

Vegyiik észre, hogy

s(f, D) <

-

I
—

(x; — z;_1)sup Ry = (b — a) sup Ry, (5.15)

7

VR

Il
—

S(f, D) 2 (331 — .Clﬁi_l) inf Rf = (b — (Z) inf Rf. (516)

)

Legyenek

L(f) :=sup{s(f,D): D € Dy}, (Darbouz-féle also integral)
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I"(f) == inf{S(f, D) : D € Dy} (Darbouz-féle felsd integral)

Mivel (5.15) miatt {s(f, D) : D € Djqp} feliilr6l korlatos halmaz, ill. (5.16) miatt

{S(f,D) : D € Dy} alulrdl korlatos halmaz, ezért I.(f) € R és I*(f) € R. Azt

mondjuk, hogy f Riemann-integralhato, ha I.(f) = I*(f). Ekkor ezt a kézos értéket
b

b
az f Riemann-integraljanak nevezzik. Jele: [ f = [ f(z)dx.

5.32. Tétel. Legyen f: [a,b] — [0,00) (a,b € R, a < b) korldtos figgvény és
H:={(ry)eR:a<2<bés0<y< fx)}

Az f pontosan akkor Riemann-integralhato, ha H Jordan-mérhetd, tovabbd ekkor H

b
Jordan-mértéke [ f.

Bizonyitds. A Darboux-féle alsé ill. fels6 integral és a Jordan-mérték definicidjanal
hasznalt jeloléseket fogjuk hasznalni. Legyen ¢ := sup f(z) és T := [a,b] x [0,].

alz<b
Ekkor H C T. Legyen tovabba

A :={s(f, D) : D beosztésa [a, b]-nek}
B := {m.(H, D) : D beosztasa T-nek}.

Legyen D; x Dy egy tetszOleges beosztasa T-nek. Ekkor koénnyen lathatd, hogy
m«(H, D1 x Ds) < s(f, D1). Vagyis B-bél tetszélegesen kivalasztva egy elemet, az
A-ban taldlhatunk ennél nagyobb elemet. Igy m, (H) = sup B < sup A = L(f).

Mésrészt, ha Dy = {xg,..., 2z} (xo < --- < x) az [a, b] egy tetszbleges beosztasa,
akkor y; := inf{f(x) : 2oy <z < a;} (i=1,...,k) yo := 0 és yg1 := c jeloléssel
Dy = {yo,...,ysia} a [0,¢] egy beosztisa. Igy Dy x D, a T-nek egy beosztésa,
tovabba s(f, D1) = m«(H, D1 x D). Azaz A-bdl kivalasztva egy elemet, az benne
van B-ben is, vagyis A C B = I.(f) =sup A < sup B = m.(H) = L(f) = m.
«(H ). Hasonléan bizonyithaté, hogy I*(f) = m*(H). Ezekbdl mér kovetkezik az
allités. O
5.33. Lemma. Legyen f: [a,b] = R (a,b € R, a < b) korldtos figgvény és Dy, Dy €
€ Dioy)- Ha Dy C Dy, akkor s(f,Dy1) < s(f,D2) és S(f,D1) = S(f,D2).

Bizonyitds. Legyen Dy := {x1,...,zx}. Ha Dy egy ponttal bévebb Dy-nél, azaz Jig €
e {l,...,k} és Ja* € (x;,1,24), hogy Dy = {x1,...,2;51,2%, T4, ..., Tx}, akkor
(@iy = Tig—1) Inf{f (@) : i1 <@ <@y} =

= (x5, — ) inf{f(z) : xjy_1 < x <@y} + (& — z4y—1) Inf{ f(x) : 25,1 <z < 25} <
< (T, —2®)inf{f(z) : 2" < < a5} + (2" — mjy—y) Inf{f(2) : 241 <z < 2"} =
s(f, D1) < s(f, Dy). Hasonlbéan bizonyithaté a mésik egyenlétlenség. Ebbdl teljes
indukcioval kapjuk tetszoleges Dy O Di-re az allitast. O]

5.34. Lemma. Legyen f: [a,b] = R (a,b € R, a < b) korldtos figguény és Dy, €
€ Dpy (k €N). Ha ||Dy|| < + Vk € N, akkor

Yim (£, D) = L(f) é Jim S(F, D) = I'(9).
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Bizonyitds. Legyen € € R, . Ekkor létezik olyan D = {x¢,..., 2,41} € Djay), hogy
s(f,D)> L(f) -5 =

L(f) — s(f, Dx) = L.(f) — s(f, D) + s(f, D) — s(f, Dy) <
< §+s(f,D) ~s(f, 1) < g+s(f,DUDk) —s(f,Dy). (5.17)

5.33. lemma

Legyen K € R, olyan, hogy |f(x)| < K Vz € [a,b], és ko € N olyan, hogy

1 : € . .
— <m1n{,m1n{xi—xi_1 D= 1,...,r}}.

]ﬂo 4Kr
Legyen k > ko egész szdm. Ekkor | Dyl < ¢ < % <min{z; —x; :i=1,...,r}
= Di = {¥0,---,Yn} jeloléssel minden (y;_1,y;) (j = 1,...,n) intervallumban

legfeljebb egy lehet az x4,...,x, pontok kozil. Legyen i és j olyan, hogy y;_1 <
< x; < yj;. Ekkor of := inff((a:i,yj]) gt = inff((yj,l,xi]), Q= inff((yj,l,yj])
jeloléssel (y; xz)oz + (@ = yj-1)o)" = (Y5 — Y1)y = (of —a;)(y; — i) + (Oé;k* -
_O‘])(xz Yj— 1) < QK(y] :EJ%—QK(JZZ Yj— 1) - 2K(yj Yj— 1) < 2K||Dk” < 2Kk =

2K = 5. = s(f, DUDy) —s(f, Dy) < § = (5.17) miatt L(f)—s(f, Di) < ¢
= klgg) s( f, Dk) = L.(f). A masik 4llitas hasonléan bizonyithato. O

5.35. Tétel. Legyenek f,g: [a,b] — R (a,b € R, a < b) Riemann-integrdlhato
fiigguények és ¢ € R. Ekkor cf és f + g is Riemann-integrdlhato, tovdbbd

b b b b b
Jer=c[r & [Gra=[r+]a

Bizonyitds. Definici6 alapjn, ha Dy € Digy) (| Dkl < 1 Vk € N), akkor ¢ > 0 esetén

S(cf,Di) = cS(f, Dy), s(cf,Dy) = cs(f,Dy) és ¢ <0 eseten S(cf, Di) = cs(f, Dy),
S(Cvak) = CS(f7D/€)7 illetve S(f +gaDk) = S(f7Dk) + S(g>Dk)7 S(f +gaDk) =
= s(f, Dx) + s(g, Dx). Mindezekbdl az 5.34. lemma alapjan kapjuk az &llitast. [

5.36. Tétel. Ha f: [a,b] = R (a,b € R, a < b) Riemann-integralhatd, akkor fT,
[~ és|f] is az, tovdbbd

b

b b b b b
Jun=[fre+[r e [r=[r-[r

Bizonyitds. Vezessiikk be a kovetkezd jeloléseket :
D :={wo,...,2n} € Diay)

m; =inf{f*(z): 21 <z <
m; =inf{f (z): 21 <z <
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m; = mf{f( ) T, < T < [Bi},
M = sup{f*(z) : 7imy <z < 23},
M; =sup{f (z): ;i1 <z < 2;},

M; :=sup{f(x): ;1 <z < a;}.
Ha f(z) <0 Vz € (z;_1, x;], akkor
M+ j— 0—-0= O MZ — m;,
m; = (=my) — (=M;) = M; — m.

Ha f(z) > 0 Vo € (2,1, x;], akkor

i < M; —m,, igy

< S(f, D) = s(f, D),
S(fia ) (f D)g (f7D>_5(f7 )
Most legyen Dy, € Doy (| Dil| < ¢ Vk € N). Ekkor (5.18) miatt
S(f+7Dk) - S(f+7Dk) g S(f7 Dk) - S(f7 Dk)7
S(f_ka) _S(f_’Dk) < S(vak) _S(vak)7
igy az 5.34. lemméabdl 0 < I*(f1) — L(fT) = kli_}n;)(S(f*,Dk) — s(f*,Dk)) <
<kli_>m< (f, D) = s(f, Di)) = I*(f) = L.(f) = 0 = I*(f*) = L(f*). Hasonléan

kapjuk, hogy I*(f~) = I.(f7). Ezekbél f* és f~ Riemann-integralhaté. Igy | f| =
=fT+f", f=fT— [ és az 5.35. tétel miatt kapjuk a tovabbi allitdsokat. ]
f

(5.18)

5.37. Megjegyzés. Ha |f| Riemann-integralhat6, abbol még nem kévetkezik, hogy

is az. Példaul
1, hazeQ,

—1, kilonben,

f:0,1] =R, f(z):= {

esetén |f| Riemann-integralhaté, de f nem.

5.38. Tétel. Legyen f: [a,b] = R (a,b € R, a < b) Riemann-integrdlhato, és c,d €
€ [a,b], ¢ < d. Ekkor f-nek [c,d]-re vett lesziikitése is Riemann-integralhatd, tovdbbd

d d
ezt az integrdlt [ f = [ f(x)dx mddon jeldljik.
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Ilyenkor azt is mondjuk, hogy f Riemann-integrdlhat6 a |[c,d]| intervallumon.
Bevezetjik még az [ f = [ f(x)dx := 0 jelolést is.

L vk e N). Ekkor létezik D € Dy
d] és | Di|| < 4. Legyen g az f [c,d]-re
vett lesziikitése. Ekkor S(g, Dy) < ( Dy) és (g, Dy) = s(f,D;) = S(g,Dy) —
—S(g,Dk)<S(f,DZ) (f7Dk:):>O<[*( ) ( )—]}Lr{)lo(S(g,Dk)—s(g,Dk)) <

< Jim (S(£. Df) — s(£. D)) = I'(f) — L.(}) =0 = I'(g) = L(g) = dllitds. [

Bizonyitas. Legyen Dy € Dy g (HDkH <
minden k € N esetén, hogy Dy = N e,

5.39. Tétel. Legyen f: [a,b] = R (a,b € R, a <b) ésa <c<b. Ha f Riemann-
integralhato az [a,c] és [c,b] intervallumokon, akkor az [a,b] intervallumon is az,

tovabba , . \
[r=[r+]t

Bizonyitds. Legyen Dy € Dy és Dy € Diey). Ekkor D := Dy U Dy € Djg ), masrészt
S(f,D) = S(f1,D1) + S(f2, Ds), ahol fi az f |a,c]-re illetve fy az f [c, b]-re vett
lesziikitése. Ekkor az 5.34. lemma miatt I*(f) = I*(f1) + I*(f2). Hasonléan kapjuk,
hogy I.(f) = L.(f1) + L.(f2). Mindezekbdl kapjuk az &llitast. O

5.40. Tétel (Newton—Leibniz-formula). Legyen f: [a,b] — R (a,b € R, a < b)
Riemann-integrdlhato figguény. Ha F': [a,b] — R folytonos az [a,b] intervallumon és
primitiv figgvénye f-nek az (a,b) intervallumon, akkor

/bf = F(b) — F(a).

modon is szoktak jelolni.

Az F(b) — F(a) értéket [F(z)]b

a

Bizonyitds. Legyen Dy, := {z{", ... 2®} € Doy (|| Dk|l < £ Vk € N). A Lagrange-

) Tk

féle kozépértéktétel miatt létezik h{* € (i), z{"), hogy

FO) - Fla) = 35 (F (o) = £ (5)) = 327 (1) (o) = ).

Maésrészt

s(f, Dx) < Zf@%ﬂ — (%) < S(f, Dy).

Mindezekbél és az 5.34. lemmabdl kapjuk, hogy I.(f) < F(b) — F(a) < I*(f), amibdl
kovetkezik az allités. O
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5.41. Tétel. Legyenek f,: [a,b] = R (a,b € R, a <b, n € N) Riemann-integrdlhato
fiiggvények. Ha az f, figgvénysorozat egyenletesen konvergal az f: [a,b] — R fiigg-
vényhez, akkor f is Riemann-integralhato, tovdbbd

b b
[ 1=t [ 5

Bizonyitds. Az egyenletes konvergencia miatt €, := sup |f(z) — f.(x)| nullsorozat.
z€[a,b]

« sz

fo(2) —en < f(2) < fulz) + 6, VneN,x € [a,b],

amibdl egyrészt f korldtos, azaz létezik I,.(f) és I*(f), masrészt

b b
/fn—en(b—a)gf*(f)gf*(f)</fn+en(b—a) Vn e N,

Ebbél pedig azt kapjuk, hogy 0 < I*(f) — L.(f) < 2e,(b — a) Vn € N. Mivel ¢,
nullsorozat, igy kapjuk az allitast. O

5.42. Tétel. Legyenek f,: [a,b] = R (a,b € R, a < b, n € N) Riemann-integrdlhato
figgvények. Ha fi + --- + f. egyenletesen konvergens, akkor a § fn is Riemann-

n=1
integrdalhato, tovdabba

bOO OOb
!;n=;£n

Bizonyitas. Az s, := f1+---+ f,. egyenletesen konvergdl a > f, Osszegfliggvényhez,
n=1

b oo b n b 0o b
gy az 5.41. tételbdl [ Y f, = lim [s, = lim > [fo=> [ fr O
n—00 5 n—00 ;1 g b=1a

a n=1
5.43. Definicié. Legyen a €Rés f: H— R, ahol (—o0,a] C H C R. Azt mondjuk,
hogy létezik az f f= f f(z)dz improprius integrdl, ha f Riemann-integralhat6

a (—o00,a] minden korldtos részintervalluman, és létezik a g: R, — R, g(¢t) := [ f

fiiggvény oco-ben vett hatérértéke (akar véges vagy oo vagy —oo). Ekkor
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5.44. Definicié. Legyen a € R és f: H — R, ahol [a,00) C H C R. Azt mondjuk,
hogy létezik az [ f = [ f(x)dx improprius integrdl, ha f Riemann-integralhat6 az

a+t
[a, 00) minden korlatos részintervallumén, és létezik a g: R, — R, ¢(t) := [ f

fliggvény oco-ben vett hatérértéke (akar véges vagy oo vagy —oo). Ekkor
[ 1= )

5.45. Definicié. Legyen f: R — R. Azt mondjuk, hogy létezik az Ofof = Ofof(x) dx
improprius integrdl, ha f Riemann-integralhaté minden korlatos _igjcerval_ﬁlomon, és
létezik a g: R, — R, ¢(t) := f f fiiggvény oo-ben vett hatarértéke (akar véges vagy
oo vagy —oo). Ekkor -

[e.o]

/f = lim g(t).

t—o00
—00

5.46. Tétel. Legyen a € R és f: R — R. Ha léteznek az [ f és [ f improprius

integrdlok, és értelmezett az osszegiik, akkor létezik [ f is, tovdbbd

il

Bizonyitds. ff+ofof = tligloff%—tllgloftf = tg)%lo(fvaftf) = lim ff

i a I
_ 7; 3 0
A Riemann-integral fogalma is kiterjeszthet6 komplex értéki fliggvényekre.
5.47. Definicié. A h: [a,b] — C (a,b € R, a < b) fuggvény Riemann-integralhato,
ha Rh és Ih Riemann-integralhatéak, tovabba ekkor &fb h(z)dx = jh = C{b Rh+1 {b Sh.

5.48. Definici6. Legyen h: R — C, tegyiik fel, hogy léteznek az ?o Rh illetve

o0

J $h improprius integralok és azok végesek. Ekkor azt mondjuk, hogy h-nak létezik

az [ h improprius integralja és [ h(z)dz = [ h:= [ Rh+1i [ Sh.
5.49. Megjegyzés. Ertelemszer(i médositésokkal értelmezhetd a tovabbi improprius
integralok is komplex értéki fiiggvényekre. Konnyen lathato, hogy a komplex értéki
figgvények Riemann- illetve improprius integrélja is additiv és homogén.
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5.5. Lebesgue-integral

5.50. Definicio. A Lebesgue-mérték szerinti integralt Lebesque-integralnak nevezzik.
Ha egy fiiggvénynek l1étezik Lebesgue-integralja és az véges, akkor azt mondjuk hogy
a fliggvény Lebesque-integrdalhato.

5.51. Megjegyzés. Legyen X a A-nak B(R)-re vett leszlikitése és f: R — Ry, Borel-
mérhetd fuggvény. Ekkor az 5.19. tétel szerint f A-mérheté is, és [ fdN = [ fd)
B B
VB € B(R).
Ebben a szakaszban bizonyitjuk, hogy a Lebesgue-integral altalanosabb fogalom,
mint a Riemann-integral, tovabbd megadjuk a Riemann-integralhatésag sziikséges és
elégséges feltételét is.

Megmutatjuk, hogy Lebesgue-integralhatdsaghdél nem koévetkezik a Riemann-
integralhatosag. Legyen példaul
1, haxzeQ,
[0 =R, f(z):=
0, hazx¢Q.
Ekkor
h 0,1 1, h N10,1
ff"R=>R, f(x) = 1), axe[,]: ’ axe@ [0.1]
0, ha z ¢ [0, 1] 0, kiilénben

jeloléssel

/fd/\:/f*dAzl-)\(@ﬂ[O,l}) +0-AM@n.1) =0.
[0,1] v

Masrészt s(f, D) =0¢és S(f,D) =1VD € Djyy) = L(f) =0¢é I"(f) =1 = f
Riemann-szerint nem integralhato.

Ratériink annak belatasiara, hogy a Riemann-integralhatésagbol kovetkezik a
Lebesgue-integralhatosag. Ehhez sziikségiink lesz néhany segédfiiggvényre.

5.52. Definicié. Legyen f: [a,b] — R (a,b € R, a < b) korlatos fuggvény, x € [a, b],

ms(x) : mf{ (y) : ye[a,b]ﬂ(x—6,x+5)}, JeR,,
Ms(x) == sup{f(y) sy € [0, N (x — G2 +0)}, TER,,
m(z) = 51%207715( x), (f alsé Baire-fiigguénye)
M(z) := lim Ms(w). (f fels6 Baire-figguénye)

Az ms(z) ill. Ms(z) a 6 valtozd szerint monoton csokkend ill. névekvé, igy az m(x)
ill. M (z) definicidja korrekt. Mésrészt az f korldtossdga miatt mgs(z) € R és Ms(x) €
€ R. Mivel rogzitett = € [a,b] esetén ms(z) < f(x) Vo € Ry, ezért m(z) < f(x).
Hasonléan Ms(x) > f(z) V§ € R, ezért M(z) > f(x). Osszefoglalva

—o0o < mg(x) <m(z) < f(r) < M(x) < Ms(z) < oo Vr€la,b VoeR,. (5.19)
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5.53. Lemma. Legyen f: [a,b] — R (a,b € R, a < b) korldtos figgvény és x € [a,b).
Az f pontosan akkor folytonos az x pontban, ha m(x) = M(x).

Bizonyitds. ®» ,=" Legyen € € R,. Ekkor 3§ € R, hogy y € [a,b] N (x — d, 2 + §)
esetén |f(z) — f(y)| < 5. Mésrészt Jyr,y2 € [a,b] N (x — d,2 4+ 9), hogy f(y1) <
< ms(x) + 5 és f(y2) > M;s(x) — 5. Ebbdl kapjuk, hogy
5 > 1 (y2) = F(@)[+[f(x) = fly DI 2 1fl) = F@)+ F(2) = Fly)l = |F) = Flu)] >
= f(y2) = f(y1) > Ms(x) —ms(x) — 5 ? M(z) —m(z) — § =

(5.19)
0 < M(z) —m(z) < e = ¢ | 0 hataratmenettel kapjuk, hogy M (z) = m(x).
» <7 Az (5.19) miatt f(x) = m(x) = M(z). Legyen ¢ € R,. Ekkor 307,02 € R,
hogy Mjs, (x) — M(x) < e és m(x) —mg,(z) < €. Ekkor § := min{dy, d,} vélasztassal
Yy € [a,b] N (x — 6,2 + §) esetén mg,(z) < f(y) < M, (x). Mindezekbél
—e < me,(x) =m(x) < fy) — f(2) < M5, (z) = M(z) <e = |f(z) - fly)| <e =
az f x-ben folytonos. m

5.54. Lemma. Legyen f: [a,b] — R (a,b € R, a < b) korldtos figgvény. Ekkor

u/m& és ng:/mmx

[a,b] [a,b]

Bizonyitds. Legyenek Dy = {ziF, ... ,2{¥} € Djyy (k € N) olyan beosztasok, me-
lyekre ||Dy|| < ¢ Vk € N és Dy C D, C ... teljesiil. Ekkor legyenek

?W—mqﬂ)-<“ z<a®} (keN i=1,... ),
M® = sup{f(x) : P <$<$§k)} (keN, i=1,...,ng),
Ag: (a,b] = R, Ag(z) = mgk), ha ¥ <x<$§k), i=1,...,n (k €N),
<

1 B
Fi: (0,0 > R, Ag(z) = M"Y, ha 2™ <2 <™, i=1,.. n, (keN).

]

Mivel az Ay, F}, fuggvények értékkészletei megszamlalhaté szamossaguak, ezért
barmely Borel-halmaz ezek altali 6sképe is megszamlalhato, azaz Lebesgue-mérhet6
halmaz. Igy ezek a fiiggvények A-mérhetéek. A konstrukciobdl lathato, hogy

ng

=1

. ot vk € N, (5.20)
S(f, D) = (2 — 2 /z%u

=1 [a,b]

méasrészt Ap(r) < Api(z) < f(2) < Fe(z) < Fi(z) Vk € N és Vo € (a,b] =
Ay () és Fi(z) konvergens sorozatok minden x € (a, b]-re.

» Adott k € N esetén legyen z € [a,b] \ Dy. Ekkor 3i € N és 30 € R, , hogy

(x=b8,0+6) C (z%,al") c (e - f.o+ ),
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hiszen xz( ) xﬁﬁ)l < % -
mi(z) <m® <ms(z) < mz) < M(x) < Ms(z) < MP < My (2) =
N~ —— k
A (z) Fy ()
Ha z € [a,0] \ U D, akkor minden k& € N esetén m;(aj) < Ag(z) < m(zx) és
=1
M(z) < Fp(z) < 1(z) <
—00 k

M%(x) = Vz € [a,b]\ U D, esetén m(z) = klim m
x) és M(z) < klggoFk() hli():M(x):>

lim Ay =m ¢és  lim F =M AMm.m. az [a, b] intervallumon. (5.21)
k—o0 k—o0

» Legyen g: R — R, g(z) :=sup Ry, ha x € [a,b] és g(z) :== 0, ha x ¢ [a,b]. Ekkor

g Lebesgue-integralhaté és az 5.18. definicioban bevezetett jeloléssel A; < Fy < g

Mésrészt (5.21) miatt klim Ap =m* A-m.m. és klim Fp = M* A»m.m., igy a 4.22. tétel
—00 —00

miatt m* és M* A-mérhetoek. Mindezek alapjan az A} és F} fiiggvénysorozatokra

alkalmazhaté Lebesgue majoralt konvergencia tétele:
J mdX = [m*d\ = hm JARdN = hm J ApdA = klim s(f, D) = L.(f) és
—00

[a,b] b 2] (5.20) 5.34. lemma
[ Md\=[M*d\= hm JEFrdN = hm [ Fpd\ = lim S(f,Dy) = I*(f). O
o} ke (520)16%00 5.34 {r

5.55. Tétel (Lebesgue-kritérium). Legyen f: [a,b] — R (a,b € R, a < b) korldtos
figgvény. Az [ pontosan akkor Riemann-integralhato, ha folytonos A\-m.m. [a,b]-n

Bizonyitds. ® ,=" Az 5.54. lemma miatt [ (M —m)d\ = 0 = az 5.6. tétel ®
[avb]

pontja miatt M —m = 0 A-m.m. [a, b]-n = 5.53. lemma miatt f folytonos A-m.m.

[CL, b]_n

> <" 5.53. lemma miatt M = m A-m.m. [a,b]-n = 5.21. tétel ® pontja miatt

[ md\= [ Md\ = 5.54. lemma miatt f Riemann-integralhato. O
[a,b] [a,b]

5.56. Tétel. Ha f: [a,b] — R (a,b € R, a < b) Riemann-integrdlhatd, akkor f
Lebesque-integralhato is [a,b] felett és

/fdA /f

Bizonyitds. A Lebesgue-kritérium miatt f folytonos A-m.m. [a, b]-n = 5.53. lemma
miatt M = m A-m.m. [a,b]-n. Igy (5.19) miatt m = f A-m.m. [a, b]-n = 5.54. lemma

b
alapjan [ fdA= [ md\=L(f)=[f. O
[a,b] [a,b] a
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5.57. Megjegyzés. A Lebesgue-integral hasonlé kapcsolatban van a Lebesgue-mérték-
kel, mint a Riemann-integral a Jordan-mértékkel (lasd a 6.29-6.31. tételeket).

5.58. Tétel. Ha f: R — R olyan figguény, melyre létezik az [ f improprius

integral, akkor f-nek létezik a Lebesque-integrdlja és

/fd)\: ff.

Bizonyitas. A feltétel miatt minden n € N esetén létezik }l f, tovabba Ofo f=
= lim _Z f = 5.56. tétel miatt f Lebesgue-integralhat6 [—n,n]| felett minden
n € N esetén, és ]; = . 7{”} Fdr — Z’; f = lim . 7{”] FdX = lim [ FXC 0 dA,
ami a majoralt konvergencia tétel miatt egyenld [ 7}1_)1210 Xz dA = [ fdA-val. O

A kovetkezd két allitas hasonléan bizonyithato.

5.59. Tétel. Legyen a € R, f: H — R, ahol (—o0,a] C H C R és létezik az f f

improprius integral. Ekkor f-nek létezik a Lebesgue-integralja (—oo, a| felett és

/ fd)\:/af.

(70070']

5.60. Tétel. Legyen a € R, f: H — R, ahol [a,00) C H C R és létezik az Cj)’of

improprius integral. Ekkor f-nek létezik a Lebesgue-integrdalja [a, o) felett és

/ fdA:7f.

[a,00) a

A kovetkezo tétel az Uin. helyettesitéses integralas egy specialis esete. Az alta-
lanos tétel bizonyitasa hosszadalmas, igy csak azt az esetet taglaljuk, amelyre a
kés6bbiekben sziikséglink lesz.

5.61. Tétel. Legyen a,b € R, a # 0, f: R — Ry, melynek létezik Lebesque-integrdlja.
Ekkor

/fdA: |a|/f(a$—|—b) ().
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Bizonyitas. Legyen el6szor f nemnegativ, és vezessiikk be a kovetkezo jeloléseket :
h:R — Ry, h(z) := f(ax+b),9: R = R, g(z) := f—g, 0SSy <y < <yp <0,
Y= (yla s 7y'ﬂ)7

A ={reR:y < f(x) <y} i=12,....n—1 (n=>2),
<

(x)<yi+1} i:1727"'7n_1 <n>2)7

s(h,y) == AN(By) + - + yn A(Bn).

Haie{l,....,n—1} ésx € B;, akkor y; < f(ax +b) < yir1 = ar + b€ A, =
r = glax +b) € g(A;)) = B; C g(4;). Hai € {1,...,n— 1} és = € g(4;), akkor
ar +b =g '(x) € g7 (g(A)) = A, = y; < flar +b) < Yy = = € B, =
9(A;) C B; = B; = g(4;). Hasonléan kapjuk, hogy B, = g(A,).
lgy s(h,y) = yiA(g(A)) + -+ yuA(g(An)) = aA(ALD) + -+ YA (Ay)) =
2.51. tétel
= ﬁs(f, y), amibél mér kovetkezik az allités. Altaldnos esetben [ fd\ = [ fTd\ —

—[fmdx=la| [ ft(ax+b)d\(x)—|a| [ f~(ax+b) d\(x) = |a| [ flax+b)d\(z). O



6. fejezet

Mértékterek szorzata

6.1. Kétszeres integral, Fubini-tétel

6.1. Definicid. Legyenek (X, A, u) és (Y, B, v) mértékterek és
v:{AxB:Ac€A BeB}—[0,00], v(AxB):=uAv(B).

A y-hoz tartozo kiils6é mértéket jeloljik p®@v-vel. A p®v-mérheté halmazok rendszerét
jeloljitk A®B-vel. A p®v-nek AR B-re vett lesziikitését a p és v mértékek szorzatdinak
nevezzik, és ezt is u @ v-vel jeloljik. Az (X x Y, A® B, u ® v) teljes mértékteret az
(X, A, ) és (Y, B,v) mértékterek szorzatterének nevezziik.
6.2. Definicié. Legyen n > 3 egész és (X, A;, ;) mértékterek (1 = 1,2,...,n).
Rekurzioval definidljuk a
@ @ pn = (1 ® - @ 1) @ fhn
kiils6 mértéket az Xy x -+ x X, = (X7 x -+ x X,,_1) X X,-en. Legyen
A1®"'®An = (A1®"'®An_1)®./4n.
A p®- - @y, kilsé mérték lesziikitését A; @ - - - ® A, -re a p;-k szorzatanak nevezzik
és szintén (g ® - - - @ py-nel jeloljik. Ha Xy = =X, Ay =---=A, éspy; =--- =
= i, akkor a p" = g1 Q@ - @ py és A" = A1 ® -+ - @ A, jeloléseket hasznaljuk.
Ugyanezt a jelolést hasznaljuk n = 2 esetén is.
6.3. Definicid. Legyenck (X, A, u) és (Y, B,v) mértékterek és f: X x Y — Ry,.
Tegyiik fel, hogy a
gy X = Ry, gy(x) = f(z,y)
figgvénynek v-szerint majdnem minden y € Y esetén létezik az integrélja p-szerint,
és a
dp, ha 3 dy,
hY SRy, hiy) = J gy dp f_}ufgy 1
0, kiilonben

fiiggvénynek 1étezik az integralja v-szerint. Ekkor azt mondjuk, hogy f-nek létezik az

//fdudu—/fxydu ) dr(y /hdl/

kétszeres integralja. Hasonléan értelmezhetd [[ fdvdu = [[ f(x,y) dv(y)du(x) is

98
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6.4. Lemma. Legyenek (X, A, p) és (Y, B,v) mértékterek,

Py:={AxB:Ac A Bc B},
P] Z:{USZ'ISZ'EPQ},
i=1

P, :—{ﬁﬂ:ﬂepl},
=1

F={SCXxY:3f[Xsdudv},
0(S) = [[Xsdudy, ahol S € F.

Ekkor teljestilnek a kévetkezdk :
® Ha S; € F (j € N) diszjunktak, akkor () S; € F és 5 o(S;) = g< 0 Sj).
j=1 j=1 j=1

@ Ha S; € F(j €N), St DSy D ... é o(S1) < oo, akkor F]OS]- e F és
j=1

Jlim o(S;) = @(j@l Sj)~

Ha A x B € Py, akkor A x B € F és o(A x B) = u(A)v(B).

Py C F.

Ha 51,52 S ,P(], akkor Sl N 52 S ,P(].

Ha S € P(), akkor 351, SQ € Po, hOgy Sl N SQ = @ és g = Sl U SQ.

P C F.

HaT,,T5 € Py, akkor T'NTy € P;.

Ha S C X XY, akkor (n®@v)(S) =inf{o(T): S CT € P:}.

Ha S C X XY, akkor 3W € Py NF, hogy S C W és (n@v)(S) = (p®
Rv)(W) = o(W).

CHCRONSNCRONON®)

Bizonyitas. » @ feltételével és 5™ .= OLj S; jeloléssel az 5.9. tétel miatt teljesiil, hogy
j=1

SIS Xs, dpdy = ff(f xsj> dudv = [f Xs- dpdy — @,
j=1 j=1

diszjunktsag

> @ feltételei esetén legyen S** := F]o S; és (xz,y) € X x Y. Ha 3jp € N, hogy
i=1
(z,y) € Sjy = (x,y) € S; Vi = jo és (x,y) € S = Xg,(x,y) = 0Vj = jo
és Xg==(z,y) = 0. Ha (z,y) € S; Vj € N = Xg,(7,y) = 1 Vj € N és Xg=(2,9) = 1.
Mindezekbdl lim X5, = Xgw, masrészt Xg, < Xg Vj € N. Igy a majoralt kon-
Jj—oo
vergencia tétel miatt lim [Xg (2,y)du(z) = [ Xge(2,y) du(z) Yy € Y. Ezenkiviil
Jj—oo
I Xs, (z,y) du(z) < [ Xs, (z,y) du(z) ¥j € N. Igy ismét alkalmazva a majoralt kon-
vergencia tételt lim [ Xg, dudv = [[ Xg« dudv = @.
j—o0

» AXx B € Py esetén [[Xaxpdudr = [[XaXpdudr = fXB<fXAd,u)d1/ =
——

w(A)
= p(Ay(B) = @ és @.
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A

> 51,5, € Py esetén JA, Ay € A és dB;, By € B,

hOgy 51:A1X81 és SQZAQXBQ:S]_HSQ: By (A1 NAy) x (B1 N By)

= (Al X Bl>ﬂ(A2 X BQ) = (Al N AQ) X (Bl N Bz) €
f —— ———

Bo

lasd abra cA eB Ay
ePy = ®.
XAxE > S € Pyesetén 3A € A és 3B € B, hogy S = Ax B =
v Axy [ § = AxY)U(dxB)=6.
lasd abra =51 =52

» Legyen T € Py = 3S; € Py (1 € N), hogy T = OLj S;. Ekkor ® miatt EIS{i), Séi) €
i=1

€ Py (i € N), hogy SV NS =0 és 5; = 519 U S Teljes indukeiéval belatjuk,

hogy Vn € N esetén

S1N...NS, elédll véges sok Py-beli diszjunkt halmaz uniéjaként.  (6.1)

n=1reS = S§ U S(I) miatt igaz az allitas. Tegyiik fel, hogy n = k-ra teljesiil

(6.1), azaz Ay, ..., A, € Py diszjunkt rendszer, hogy S1N...N Sy = A U...UA,.

Ekkorsi NS = (A U...UA)N S = (AU UA )N (S us’““ ) =
-0 U {A NS¢

Jj=1i=1 \—/—’
@:E'Po

T1::Sl és ﬂ:EﬂﬂSZ_lﬂSz(@>2)

. Ezzel (6.1) bizonyitott. Legyen

Ekkor T; (i € N) diszjunkt rendszer és T' = U T;. Mésrészt (6.1) és ® miatt 7; el6all

véges sok Pp-beli diszjunkt halmaz unlojakent Mindezekbol
T € P; megszamlalhatéan végtelen sok Py-beli diszjunkt halmaz uniéja.  (6.2)

Ebb6l @ és © miatt 7' € F = @.

> 70,7, € Py esetén 351, P € Py (1,5 € N), hogy Ti = U SV és T = U SP
i=1 j

J

7j=1
:TlmTzz(odel))ﬂ<oLjS§2)) U SV nsPyep, = ®.
i=1 j=1 ZJEN%/—/
®:>€770
» Legyen S C X xY és H {%/L( Jv(B;) I CN, Ay xB;ePy (i €l), SC

c UAixBi} — (u@v)(S) = infH. Ha I C Nés A, x B, € Py (i € I), akkor

el

legyen A; x B; ;=0 Vi e N\ = U A; x B, = UAxBesZu( Ov(B;) =

i€l i€l
— S (Aw(By) — H = {§ WA(By) : Ay x Bie Py (i €N), 5C U A x Bz}.
i=1 i=1 i=1
Ha T € Py, akkor @ miatt T € F, azaz 3o(T). Igy definidlhaté a kovetkezé halmaz:

H :={o(T):SCTeP}.
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Legyen T € Py = 3A; X B; € Py (i € N), hogy T = UA x B;. Ha (z,y) € X xY
esetén Xp(z,y) = 1, akkor Jig, hogy (z,y) € A;, X Bm, azaz XA, xB,, (T,y) =1 =

TS ;XAiXBi — Q(T) = ffXTd,UdV x ff ;XA'LXBZ' d,udy ?

- = AixB;eF

= > [J Xa,xB, dudr =3 0(A; x B;) = Z w(A;)v(B;) = inf H* < inf H.

i=1 i=1 =1

®

(6.2) szerint A} x By € Py (i € N) diszjunkt rendszer, hogy T' = U Af X Bf =
Xp = Z XaxxB:, {gy az el6z0hoz hasonléan kapjuk, hogy o(T) = Z M(A*) (B}) =
H* C H = inf H* > inf H. Mindezekbdl inf H* = inf H —> @

» Legyen S C X xY. Ha (u®v)(S) = oo, akkor legyen W := X XY = W &€ Py és
W e P, C F. A kils6 mérték monotonitdsa miatt (u®@v)(W) = oo, illetve @ alapjan
oo =inf{o(T) : SCT € P} = oT) =00,ha S CTeP = oW) =00,
hiszen S C W € P; — @©.

Most tegyiik fel, hogy (1 ® v)(S) < oco. Ekkor @ miatt Vn € N-hez 3T, € Py,
hogySCT és o(T,) < (n@v)(S)+ . Legyen V; :=T,N...NT,; (i € N) &

ﬂ Vi. Ekkor S C W és ® miatt V; € P; Vi € N, azaz W € P,y. Mivel

(Vl) < oo ViDVoD ..., és @ miatt V; € F, ezért @ szerint W € F és
lim o(V;) = o(W). (6.3)

S CV; = @ miatt (u®v)(S) < o(Vi) S oTi) < (nev)(S)+ ;= (nev)(S) =

int. mon.

= lim o(V;) ?Q(W) Masrészt W C V; = @ miatt (u @ v)(W) < o(V;) < o(Ty) <
(2 o0 ﬂ«
(6.3) int. mon.
<(p@v)(S)+1 % (@v)W)+1 = (nev)(W) = Jim o(V;) ?Q(W) Ezzel ©
kiilsé mérték mon. (6.3)
bizonyitasat is befejeztiik. O

6.5. Tétel. Legyenek (X, A, u) és (Y, B,v) mértékterek. Ho A € A és B € B, akkor
AxBe A®B és (n@v)(Ax B)=pu(A)v(B).

Bizonyitds. A bizonyitasban a 6.4. lemma jeloléseit hasznaljuk. El6szor az egyenlosé-
get latjuk be:
(p®v)(Ax B) = inf{o(T): AxBCT e P} <o(AxB) =
f
® AxBEP: ®

az egyenlGtlenségben <7 helyére ,.>” is frhatd, mert A x B C T € P; esetén
o(Ax B) < o(T). Igy (n®@v)(Ax B) = u(A)v(B).

Még azt kell belatni, hogy V := A x B € A® B. Legyen S C X x Y. Ekkor @
miatt Vn € N-hez 3T, € Py, hogy S C T, és (n@v)(S)+ L > o(T;,) = o( T, NV ) +

n ,ﬂ N P ;
5.9. tétel €P1

u(A)v(B). Ebben
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+o(T,\V) = (pav)(SNV)+ (nev)(S\V) = n — oo hatardtmenettel kapjuk,
—— 1

Py ©)
hogy V 1 ® v-mérhetd, azaz V € A® B. H

Ebbdl a tételbdl teljes indukcioval kapjuk a kovetkezd allitast.

6.6. Tétel. Ha (X1, Ay, 1), ..., (Xn, An, in) mértékterek és A; € A; (i=1,...,n),
akkor Ay x-+-x A, € A1®- @A, s (1@ - @pup) (A1 x - xAp) =1 (A1) - - o (Ay).

Ennek specialis esete a kovetkezd tétel.

6.7. Tétel. Ha (X, A, p) mértéktér és By, ..., B, € A, akkor By X --- x B, € A"
és p"(By X -+ X By) = p(B1) -+ pu(Bn).

A kovetkezdkben a kétszeres integrélok egy fontos tulajdonsagat taglaljuk.

6.8. Tétel (Fubini-tétel). Legyenek (X, A, ) és (Y, B,v) teljes mértékterek, tovabbd
f: X XY — Ry egy olyan fiigguény, mely eqy o-véges halmazon kivil eltinik, azaz
JH € A® B o-véges halmaz, hogy f(x,y) = 0 Y(x,y) € H-ra. Ha f-nek létezik az
integralja p @ v-szerint, akkor léteznek az alabbi integrdlok és

/fd(u@u) z//fdudy://fdz/d,u. (6.4)

Bizonyitds. A 6.4. lemma jeloléseit fogjuk hasznélni.
» Legyen S € A® B. Ekkor @ szerint AW € Py, N F, hogy o(W) = (n @ v)(S) =
=(uev)(W)és ScCW.

a) Tegyiik fel, hogy (n ® v)(S) = 0, azaz o(W) = 0. A W 1n. felsé metszete
legyen WY := {x € X : (z,y) € W} (y € Y). Ekkor « € WY pontosan akkor
teljesill, ha (z,y) € W, azaz Xy (z,y) = Xwyw(z) Y(z,y) € X XY = W € F
miatt Xy p-mérhetd, igy a 4.29. tétel miatt WY € A = [ Xy (z,y)du(z) =
= [Xwydp = p(W¥) Vy € Y = o(W) = [[Xwdpdv = [ p(WY)dv(y) =0 =
H:={yeY :uWv) # 0} jeloléssel H € B és u(H) = 0. Méasrészt p teljessége
és SY .= {r € X : (z,y) € S} % WY miatt y € H esetén SY € A és u(SY) =0

SCW
= h:Y — Ry, h(y) := p(SY) jeloléssel h = 0 v-m.m. = 4.18. tétel szerint h
v-mérhet6 —> 5.6. tétel ® pontja miatt 0 = [ u(SY)dv(y) =

SY € A = Xgy p-mérhetd
= [/ Xsv dpudr(y) = Jf Xsdpdv = o(S).
Xs(z,y)=Xsy (z)

Ezzel bizonyitottuk, hogy S € A®@ B és (n®@ v)(S) =0 esetén S € F és o(S) = 0.

b) Tegyiik fel, hogy (1 ® v)(S) < co. A 6.5. tétel szerint Py C A® B, igy A® B
o-algebra volta miatt P, CAQB =W € AQB = W\ S € A® B. Mésrészt
(nev)(S) = (nev)(W) < oco. Igy (1@ v)(W\ S) =0 = a) miatt W\ S € F és
o(W\S) =0. Mivel S C W, ezért Xy s = Xy — Xg. Osszefoglalva tehat W, W\ S €
€ F, Xs = Xw — Xung és o(W\ S) =0. Igy az integral homogenitésa és additivitdsa
miatt S € F és o(S) = o(W) — o(W\ §) = o(W) = (p ® v)(S). Tehat

SeA®Bés (p®v)(S) < oo esetén /ng(u@) V) :/ Xgdpdv. (6.5)
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» Legyen S € A® B o-véges = JA, € A® B (i € I CN), hogy (n®v)(4;) < o0
VielésSC UA = B;j:=S5NA;jeloléssel S = U B; és (L@v)(B;) <ocoViel

el iel
i—1
= S5, = B, \ U B, jeloléssel S = U 5; diszjunkt felbontas és (n ® v)(S;) < oo
j=1 i€l
Viel = [Xsd(p®v) =% [Xs, d(p®v) = > X dpdy = [ 30 X, dpdv =
il i€l i€l
(6.5)

= [[ Xgdudv. Tehat
ha S € A® B o-véges, akkor /XS dp®v) = / Xgdpdv. (6.6)

» Legyen f: X XY — [0,00) u ® v-mérhetd egyszerti fiiggvény, mely H-n ki-
vill eltlinik, és tegytk fel, hogy Ry = {v1,...,yn}. Ekkor S; := X(f = v;) je-

loléssel f = i yiXg, s S; o-véges = [ fd(p ®@v) = i yi [ Xg, d(pn @ v) =
i=1 i=1
(6.6)

= L yiJ/ Xs,dpdv = JJ 3 yiXs, dudv =[] fdpdv.

» Legyen f: X XY — [0, 00] p® v-mérhetd fiiggvény, mely H-n kiviil eltlinik. Ekkor
az approximacios tétel, az el6z6 pont és a Beppo Levi tétel miatt teljestil (6.4) els6
egyenlosége.

» Ha az f: X x Y — Ry, fiiggvénynek 1étezik az integralja és H-n kiviil eltiinik,

« sz

A (6.4) mésodik egyenl6sége hasonléan mutathaté meg. O

6.9. Tétel. Ha (X1, Ay, 1), .-, ( Xy, An, pin) mértékterek, akkor
J({A1 X o x A, A€ A, izl,...,n}) CA® --®A,.

Bizonyitds. {A; x - x A, : A€ A, i=1,....n} C A ® - ® A, a6.6. tétel
miatt, melybdl adodik az allitas. n

Ezen tétel kapcsan felmeriil a kovetkezd kérdés. Tekintstik p1y ® -+ - ® p,-nek
Ho=o({Aix - x Ayt A€ Ay i=1,...,n})

halmazra vett leszlikitését. Az igy kapott fliggvény (az el6z6 és a 6.6. tétel szerint)
olyan mérték az (X; x --- x X, H) mértéktéren, ami

yi{A; X XA A €A i=1,...,n} = Ry, (A x - X Ay) 3:HM1‘(A@')
i=1

kiterjesztése. De vajon létezik-e masik ilyen tulajdonsdgu mérték? A kovetkezo tétel
szerint o-véges esetben nem.
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6.10. Tétel. Legyenek (X1, A1, 1), ..., (X, An, i) o-véges mértékterek,

vi{A; X XA A EA i=1,... n} 5 Ry, y(A; X X Ay) = lﬁ[,ui(Ai),
=1

és H = 0({A1 X x A, A€ A, 1= 1,...,n}). Ekkor pontosan eqy mérték
létezik az (X1 X -+ X X, H) mértéktéren, mely v-nak kiterjesztése. Ez a mérték
1 Q- @ pp-nek H-ra vett lesziikitése. A tovabbiakban ezt a mértéket puq X -+ X i,
modon fogjuk jelélni.

Bizonyitds. A 6.9. és 6.6. tételek miatt pq X - -+ X u, valéoban v-nak mértékké vald
kiterjesztése H-ra. A 2.19. tétel miatt v értelmezési tartoméanya félgytri, amely
tartalmazza az X X --- x X, halmazt, tovabbé ~ o-additiv (hiszen a py X -+ X i,
mérték lesziikitése) és a feltétel miatt o-véges is. fgy a Caratheodory-féle kiterjesztési
tétel miatt py X - - - X p, az egyetlen olyan mérték H-n, amely y-nak kiterjesztése. [

A pg X -+ X, mértéket rekurziv moédon is definidlhatjuk a kovetkezd tétel miatt.

6.11. Tétel. Legyenek (X;, A;, p;) (i € N) o-véges mértékterek. Ekkor
i X X g = (X X ) X g
minden n € N esetén.

Bizonyitds. Azt kell belatnunk, hogy a két fiiggvény értelmezési tartoméanya meg-
egyezik, azaz

H = {Al X - x A, A GAl,...,AnEAn}
K = {A X An+1 A€ O'(H) An+1 S An+1}
8::{A1><---><An+1 AleAl,... n+1€An+1}
jelolésekkel o(K) = o(S). Legyen
K:={A€o(H): Ax A1 € 0(S) VA1 € A, esetén}.
Ekkor teljesiilnek a kévetkezok.
1) Xy x---x X, €K".

2) Ha B, € K* (i € N) = Bi € (M) és By x Auy1 € 0(8), hia Ay € Aupr =
U Bi € o(H) és (fj BZ-> X A = U (Bi x Aps1) € 0(S) = U B, € K.
i=1 i=1 i=1

3) HoAeK* = Aco(H)és Ax A, 1 €0(S),had,1 € Ay = Aca(H)
bs Ax Apy1 = AX At \ (X1 x - x X, X Apyy) € 0(S) = A e K~

Tehat K* o-algebra. Ebb6l H C K* C o(H) miatt K* = o(H), azaz K C o(S).
Masrészt S C K miatt 0(S) C 0(K) = K C 0(S) C 0(K) = o(K) =0o(S). O
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A tovabbiakban azt vizsgaljuk meg, hogyan modosul a Fubini-tétel, ha a szorzat-
mezot leszlikitjilk az el6z6 értelemben. Ehhez elszor szitkség van egy lemmara.

6.12. Lemma. Legyenek (X, A, ), (Y, B,v) mértékterek és
H=0c({AxB:Ac A BeB}).
Ha E € H, akkor
E, ={yeY:(zv,y) e E} e BVre X,
EY ={zeX:(r,y e E} e AVyeY.

Bizonyitds. Legyen y € Y rogzitett és S := {E € H : EY € A}. Ekkor kénnyen
lathato, hogy
{AxB:Ac A, BeB}CSCH,

tovabbd, hogy S o-algebra. Ebbdl azt kapjuk, hogy S = H — EY € AVE € A és
Vy € Y esetén. A lemma maésik allitasa hasonléan adédik. n

6.13. Tétel (Fubini-tétel sziikitett mezében). Legyenek (X, A,u) és (Y,B,v) o-
véges mértékterek, tovabbd f: X XY — Ry olyan figgvény, melynek Iétezik az
integralja p X v-szerint. Ekkor léteznek az alabbi integrdlok és

/fd(uxz/)://fdudz/:/ Fdvdpu. (6.7)

Bizonyitds. A 6.4. lemma jeloléseit fogjuk hasznalni.
» Legyen S € H. Ekkor a 6.4. lemma @ pontja szerint IW € P, N F, hogy o(W) =
=(pxv)(S)=(uxv)(W)és S CW. Mésrészt P, C H miatt W € H.

a) Tegytik fel, hogy (uxv)(S) =0, azaz o(W) = 0. Ekkor az el6z6 lemma jelolésé-
vel z € WY pontosan akkor teljestll, ha (z,y) € W, azaz Xy (z,y) = Xy (z) V(z,y) €
€ X xY = W € H miatt WY € A az el6z6 lemmabdl, igy [Xw(x,y)du(zr) =
= [Xwydp = p(WY) Vy € Y = o(W) = [[Xwdudv = [ p(WY)dv(y) = 0 =
5.6. tétel ® pontja miatt u(WY) =0 v-m.m. y € Y esetén. Masrészt S € H, igy SY €
€ A, tovabba SY C WY. Ebbél u(SY) < u(W¥) =0 v-mm. y € Y-ra = pu(SY) =0
v-mm. y € Y-ra = 5.6. tétel ® pontja miatt [ u(SY)dv(y) = [[Xsdudv = 0.
Tehét bizonyitottuk, hogy S € H és (u x v)(S) = 0 esetén S € F és o(S) = 0.

b) Tegyiik fel, hogy (u x v)(S) < co. Ekkor W\ S € H és (u x v)(S) = (p X
x v)(W) < oo, igy (uxv)(W\S)=0= a)miatt W\ S € F és o(W\S5) =0.
Mivel S C W, ezért Xyng = Xw — Xs. Osszefoglalva tehat W, W\ S € F, Xg = Xy —
— Xyng és oW\ S) = 0. Igy az integral homogenitésa és additivitdsabél S € F és
o(S) = o(IV) — oW\ 8) = (W) = (1 x 1)(S). Tehit

S eHés (uxv)(S) < oo esetén /Xg d(p xv) = //Xg dpdw. (6.8)

» Legyen S € H. Ekkor a o-végesség miatt létezik A; € H (¢ € I C N), hogy
(uxv)(4) <ocoVielésSC UA = B; :=8SnNA, jeloléssel S = U B; és

il i€l
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(uxv)(B;) <ooViel = S;:=DB;\ U B, jeloléssel S = U S; diszjunkt felbontas

icl
és (uxv)(S;) <ooViel = [Xsd (MXV) > [ Xs, d(pxv) = = 2 JJ Xs, dpdv =
i€l il
(6.8)
= [[ > Xs,dpdv = [[ Xgdpdv. Tehat
il
ha S € H, akkor /XS (1 xv) / Xgdpdv. (6.9)

> Legyen f: X XY — [0,00) p x v-mérheté egyszert fliggvény, és tegyiik fel, hogy
Ry ={y1,...,yn}. Ekkor S; := X(f = y;) jeloléssel f = > yiXg, = [ fd(p xv) =
i=1

= Sy Xsd(pxv) = 3 4] Xs dpudv = JT 2 yiXs, dudy = JJ f dud.
(6.9)

» Legyen f: X XY — [0, 00] p® v-mérheté fiiggvény. Ekkor az approximéacios tétel,

az el6z6 pont és a Beppo Levi tétel miatt teljesiil (6.7) els6 egyenlésége.
> Ha az f X x Y — Rb ﬁiggvénynek létezik az integrélja akkor az elézé pontbél és

c /s

hasonléan mutathaté meg. O

A kétszeres integral fogalma és a Fubini-tétel kiterjesztheté komplex értéki
fiiggvényekre is.

6.14. Definicié. Legyenek (X, A, u) és (Y, B, v) mértékterek és h: X x Y — C. Ha
léteznek az [[ Rhdudr és [[ Shdr du kétszeres integralok, és azok végesek, akkor azt
mondjuk, hogy h-nak létezik az [[hdudv = [[ h(x,y)du(z) dv(y) = [ Rhdpdr +
+ ¢ [[ Shdv du kétszeres integrélja.

Ebbdl a definicidbdl és a 6.13. tételbdl azonnal adddik a kovetkezd allitds.

6.15. Tétel (Fubini-tétel komplex értéki fliggvényekre). Ha (X, A, pu) és (Y,B,v)
o-véges meértékterek, tovabba h: X x'Y — C integralhato figguény p x v-szerint,
akkor léteznek a kovetkezd integrdalok és

/hd,uxy //hdudu_/ hdv dp.

6.2. Tobbdimenziés Lebesgue-mérték

6.16. Definicié. Az (R", L™, \") (n > 2 egész) mértékteret n-dimenzios Lebesque-
meértéktérnek, \"-net pedig n-dimenzios Lebesque-mértéknek nevezziik. A Lebesgue-
mértéket szokas egydimenzios Lebesque-mértéknek is nevezni. Geometriai értelemben
A2 a teriiletet, \* pedig a térfogatot jelenti.

A kovetkezd tétel a 6.7. tétel specialis esete.
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6.17. Tétel. B, € L (i =1,...,n) esetén By X --- x B, € L™, tovdbbd
AN'(By X -+ x By) = XNB1) - AM(By).

6.18. Tétel. Az R™ (n € N) minden Borel-mérhetd részhalmaza \"-mérheté.

Bizonyitds. A 6.6. tétel alapjan H := {(a1,b1) X -+ X (an,by) : a;,b; € R, a; <
<b (i=1,...,n)} C L Igy o(H) C L", hiszen L" o-algebra. A 3.14. tétel miatt
viszont o(H) = B(R"), melybél kévetkezik az allitas. O

A 3.17. tétel a tobbdimenziés Lebesgue-mérheté halmazok rendszerére nem
teljesiil. Errol szél a kovetkezo allitas.

6.19. Tétel. 0({A1 XX A, A €L, 1=1,... ,n}) valddi részhalmaza L™-nek,
han > 2.

Bizonyitas. Csak n = 2 esetén bizonyitunk, tetszoleges n > 2 egészre hasonld a
gondolatmenet. Legyen

R =R x {0},
H::U({AXB:A,BGE}),
H* ::{HEH:{xER:(Jc,O)EH}EE}.

Ekkor {AxB: A, Be L} CHé{AxB:A BeL}CL?miatt H C L2 Mésrészt
H* o-algebra az aldbbiak miatt:
) RxReHésRe L= R*cH"
2) Ha H €e H* = H € Hés{z e R: (2,0) € H} € L = H € H és
{reR:(z,0)eH}={z€R: (z,0)e H} € L = H € H".
3) Hao H,e H* (i e N) = H, e Hés {x € R: (2,0) €e H;} € LYie N=
P HeHés{xreR: (2,0) e U, H;} = U2 {r eR: (2,0) € H;} € L
= UX, H; € H".
Tehat H* o-algebra, masrészt {Ax B: A,Be€ L} CH* CH = H" =H.

Most legyen V' C R olyan, hogy V & L. Ekkor V x {0} C R, mésrészt A\*(R) =0
és A% teljes mérték, igy V x {0} € L2 De V x {0} € H*, hiszen {x € R: (z,0) €
eV xXx{0}} =V &L=V x{0} ¢&H, amib6l H C L£? miatt kovetkezik az
allités. ]

6.20. Tétel. B(R") valodi részhalmaza L"-nek minden n € N esetén.

Bizonyitds. A 6.18. tétel szerint B(R) C L. Ebb6l és a 3.17. tételbdl B(R™) = a({A1 X
XX Ay A €BR), =1, n}) Co({Arx- - x Ay A€ L, i=1,...,n}),
ami a 6.19. tétel szerint valédi részhalmaza £"-nek, ha n > 2. Igy ebben az esetben
a tétel bizonyitott.

n =1 esetén jelolje C' a Cantor-féle triadikus halmazt. Ekkor C' € £ és A\(C') = 0.
Igy A teljessége miatt P(C) C L. Viszont C' kontinuum szdmossagu, igy P(C) és
vele egyiitt £ szamossaga nagyobb kontinuumnal. Ezzel ebben az esetben is kész a
bizonyitas, hiszen B(R) kontinuum szamossagu. O



108 6. fejezet. Mértékterek szorzata

6.21. Tétel. Ha H C R™ (n € N) Jordan-mérhetd, akkor \"-mérhetd is, tovdbbd a
Jordan-mértéke \"(H)-val egyenld.

Bizonyitas. A tételt csak n = 2-re bizonyitjuk, de tetszéleges n-re analdg az eljaras.
» Legyen

{ZA TN, ABie L{iel), Ho J(Aix B},

1€l i€l

« /ey

{m*(H, D) : D beosztasa T-nek} C X(H)

= N(H) = inf X(H) < inf{m*(H, D) : D beosztésa T-nek} = m*(H).

M4srészt, ha D beosztdsa T-nek, akkor A* monotonitdsa miatt m.(H, D) <
< AN(H) = m.(H) = sup{m.(H, D) : D beosztésa T-nek} < A\?(H). Tehdt azt
kaptuk, hogy m.(H) < \*(H) < m*(H) VH C R®. = Mivel H Jordan-mérhet6, a
Jordan-mértéke A\?(H).

» Jelolje 0H a H hatarpontjainak halmazat és H° a H belsé pontjainak halma-
zat. Mivel H Jordan-mérhetd, ezért az 1.33. tétel miatt OH is Jordan-mérhetd és
Jordan-mértéke 0. = \?(OH) = 0 = 2.5. megjegyzés miatt IH ¢és annak minden
részhalmaza A2-mérhets. Mésrészt H® nyilt, igy H° € £L? = H € L2, hiszen H
eléall a H° és a OH valamely részhalmazanak unidjaként. O]

6.22. Tétel. \"(B) = inf{ \"(N): BC N CR", N nyilt}, ha B CR" (n € N).

Bizonyitas. A tételt csak n = 2-re bizonyitjuk, de tetszéleges n-re analdg az eljaras.
Legyen

{Z)\ ICN, B,CieL (iel) BCUBXC)}

el el

Ha A\?(B) = oo, akkor B C N esetén A\?(N) = oo = allitds. Most tegyiik fel, hogy
A (B) < oo. Ekkor X(B) # 0 miatt, ¢ > 0 esetén létezik I C N, B;,C; € L (i €
€l), BC U(B; x (), melyre

i€l

STAMBHAC;) < inf X(B) +& = N*(B) +¢. (6.10)

il
Legyen 6; > 0 az 22 + ()\(Bi) + NG )):C = £ egyenlet megolddsa. Ekkor a 2.58. tétel
miatt létezik B; C B C R nyilt halmaz, hogy A(B;) < A(B;) + 6;. Hasonléan létezik
C; C Cf C R nyilt halmaz, hogy A\(C}) < A(C;) + §;. Igy N; := B x Cf jeloléssel
B;xC; C N; C R? és N2(NV;) = A(BH)A(CF) < (A(Bji)+8;)(MCi)+6;) = M(B)MNC) +
+ 62 + 6:(A(B;) + M(Cy)) = A\(B; ))\(C) +5 =
>\2<UNZ-> < X R(N) < S AB +Z < N(B)+ 2 Mivel BC U N,

I+ el T

i€l =2 icl
szubadd. ~—— (6.10)
€
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és U N; nyilt, igy azt kaptuk, hogy barmely ¢ > 0 esetén létezik N D B nyilt
i€l

halmaz, hogy A*(N) < A*(B) + 2. = {A*(N): BC N C R?* N nyilt} halmaznak

A?(B)-nél nem lehet nagyobb alsé korldtja. Mdsrészt viszont A\?(B) alsé korlat, hiszen

B C N C R? esetén \2(B) < A\?(N). Ebbél kapjuk az allitést. O

6.23. Tétel. Z = {8 Zi: Z; CR" zart} és N = {ﬂ N; : N; CR" nyzlt} jelo-

léssel H € L™ pontosan akkor, ha 372 € Z és N € N, hogy Z C H C N és
AN\ Z)=0.

Bizonyitas. ®» ,<” N\ Z Borel-mérhet6, igy Lebesgue-mérheté is. Masrészt H \
\Z CN\Z N'(N\Z) =0¢és \" teljes = H\ Z € L" = Z € L" miatt
H=(H\2Z)UuZe/L"

> 7,:>” Legyen H; := H N [—i,i|" (i € N). = H,; € L" és véges mértékil, tovabba
H = U H;. A 6.22. tétel miatt 1étezik minden k.7 € N esetén Uy ; C R" nyilt halmaz,

hogy H C Uy, és
1

o
Legyen Uy == U Ups (k € N). Haw € Uy \ H = (DO Uk) NAH = o€ U
i=1 =1 Jj=1

A (Upa) < AM(H;) +

(6.11)

valamely igra és o & H; Vj € N = 2 € Upyy \ Hyy = 2 € U (Ups \ Hi) =
i=1

U\ H C U(Up: \ Hy), igy a szubadditivitas és (6.11) miatt
i=1

o0 o o)

MU\ H) < 3N (U \ Hi) = 30 (A" (Urs) — N"(H3)) <

i=1 i=1 i=1

Legyen N : ﬂ Ug. Ekkor N € N, hiszen Uy nyilt. Ha z € H, akkor = € H;,

valamely 7g-ra :> x € Uy, minden k-ra = z € U; minden k-ra = G N —
H C N. Mésrészt N C Uy minden k-ra = A"(N\ H) < \*(Uy \ H) < + Vk € N
— N (N\ H)=0.

H € L, igy az el6zéek alapjan AN* € N, hogy H C N* és \*(N*\ H) = 0. Ekkor
Z=N*e€Z, ZCH¢éN'(H\Z)=\'(H\N*) =\X"(HNN*)=\"(N* \ H)=0.
foy A"(N\ Z) = \"((N\ H)U (H\ Z)) = \(N\ H) + \"(H \ Z) = 0. O

6.24. Tétel. Minden H € L" esetén létezik A € B(R™) és B € L™, hogy

H=AUB és A"(B)=0.

Bizonyitds. A 6.23. tétel jeloléseivel 37 € Z és N € N, hogy Z C H C N és
AN\ Z)=0. Legyen A:=Z7Z és B:=H\ Z. Ekkor A€ B(R")és H\ Z C N\ Z
miatt B € L" és \"(B) = 0 (hiszen \" teljes mérték), tovabba H = AU B. O
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A kovetkezo6 tétel szerint a n dimenziés Lebesgue-mérték nem csak az egydimenzids
Lebesgue-mérték n-szeres szorzataként értelmezhetd, hanem a n dimenzios téglak
térfogatahoz tartozé kiilsé mértékeként is.

6.25. Tétel. Legyen
T:: {[alabl) X X [anabn) : aiabi ER? Q; < bi7 (Z = 17"'7”)}7

ahol b; = a; esetén [a;,b;) :== 0. Ekkor

mf{Z)\” ICN, TLeT (iel), BCUT}

el el

minden B C R" esetén. Masképpen fogalmazva, ha
v T = [0,00), v(lap,by) x -+ x [an,by)) = (by — ar) -+ (by — ay),

akkor \" a v-hoz tartozo kilsé mérték.

Bizonyitas. Legyen B C R™,

{Z)\” ICN, T,eT (iel), BcUT;},

el iel
Yo(B) :={\"(N): BC N CR", N nyilt},
Z3(B) = {Z )\(Alz) s /\(Am) I C N, Ah’, PN 7Ani eL (l S ]),
iel
iel
Legyen N C R" nyilt. Ekkor léteznek N; (i € N) nyilt tégldk, hogy N = U N;.
iel
Masrészt minden N; esetén van olyan megszamlalhatéan végtelen sok 7T-beli halmaz,
melyek uniéja N;. Igy létezik T; € T (i € N), hogy N = U Tj;. A T n = 1 esetén
i=1
trividlisan félgytri, igy a 2.19. tétel miatt tetszdleges n pozitiv egészre is az. Ebbdl
a 2.18. tétel miatt 1étezik D; € T (i € N) diszjunkt rendszer, hogy U T; = U D;.
i=1 i=1

— A(N) = (L_J T) - (U D) zv( D,) — ¥5(B) C S1(B) —
inf 5, (B) < inf Sa(B) = X(B). Masrésat $1(B) C Sy(B) és definicié szerint

6.22. tétel

A"(B) = inf £3(B) = \(B) = inf ¥3(B) < inf 1 (B) = 4llitas. O

A kovetkezo6 tétel szerint a Lebesgue-mérték a Lebesgue—Stieltjes-mérték specialis
esete.

6.26. Tétel. \" = A\p, ahol F: R" - R, F(xq,...,2,) := 21" Tp.
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Bizonyitds. A 41. oldalon lattuk, hogy ekkor

1 n
A‘(ll)rbl e AEL7L)7bTLF = (bl - a’l) U (bn - an)‘
gy Ap definiciéja és a 6.25. tétel miatt kapjuk az allitést. n

6.27. Tétel. Legyen a € R, a #0, b€ R", g: R" - R", g(x) :=ax +b és A C R".
Ekkor
N (g(A)) = [al"A"(A), (6.12)

tovabbd, ha A € L™, akkor g(A) € L™.

Bizonyitds. n = 1 esetén ldsd a 2.51. tételt. Altaldnos esetben teljes indukci6val
bizonyitunk. Tegytik fel, hogy n = k esetén igaz az allitas, és vizsgaljuk n =k + 1
esetén.

:{ZA’“ ):ICN,BielF CieL (iel), ACUBXC}

el i€l

Ha X(A) # 0, akkor legyen I CN, B; € LF, C;e L (i€ l), AC U B; x C; =

i€l
g(A) Cg (lelgZ X Cz) = UIg(BZ X Oz) = 'U[gl( ) X 92(0) ahol b = (bl, .. 7bk+1)
1€ 1€ (S
esetén g1: R" — R"™, g1(t) = at + (b1, ..., bg) és ga: R > R, go(h) = ah + by =
Nt (g(A)) < LA (g1(B) x g2(C1)) = X N (g1(B:))A(92(C)) =
el T el

fr
szubadd. 6.5. tétel ind. felt. + 2.51. tétel

-z |al" IAR(BON(Cy) = AR+ (g(A)) alsé korlatja S(A)-nak, melybél kovet-
kezden |k+1)\k+1 (g(A)) <inf (A) = M+1(A). Tehat

N (g(A)) < Jaf* IR (A). (6.13)

Ha X(A) = 0, akkor \*F1(A) = oo, igy (6.13) ekkor is teljesiil. A kapott ered-
ményt alkalmazzuk A helyett g(A) -ra és g helyett g~'-re (¢7'(z) = tx — 1b).
Ekkor )\k+1< ( )) ’ ‘ )\kH( ), melybél (6.13) miatt adédik, hogy

A
Nt (g(A)) = JalHIAR+I(A). Ezzel bizonyitott (6.12).

Ha A € L7 ésT C R", akkor (6.12) miatt Hn ()\" (T N g(A)) + A" (T \ g(A))) =

_ (g—l(ng(A))) FAn (g_1<T\g(A)>) = 2 (g @)NA) X (g HTNA) =
AeLln

= \(g7H(T)) = 1] A(T) = g(A) € L. O

Ennek a tételnek kovetkezményeként, az n-dimenziés Lebesgue-mérhetoség és
-mérték — hasonléan az egydimenziés esethez — invarians az eltolasra.
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6.28. Tétel (Eltolds-invariancia). Legyen r € R™, g: R" — R", g(z) :== x + 1 és
A C R". Ekkor
N (g(A)) = A"(A),

tovabbd, ha A € L™, akkor g(A) € L™.

A Riemann-integral nemnegativ fliggvény esetén a fiiggvény alatti sikidom Jordan-
mértékével egyezik meg. A kovetkez6 két tétel ezt fogalmazza meg altalanosabban.

6.29. Tétel. Legyen (X, A, n) mértéktér, f: X — [0,00) p-mérhetd figguény és
T, :={(z,y) e X xR:0< y < f(x)}. Ekkor T, € A® L, tovdbbd

(neN(T) = [ fap

Bizonyitds. Az approximéciés tétel szerint léteznek s,: X — [0,00) p-mérhetd
egyszerl fiiggvények, hogy s; < so < ... és lim s, = f. Legyen s, értékkészlete

(™ w87,y és Sy i={(2,y) € X xR:0 <y < su(2)}
Ha (z,y) € U Sy, akkor valamely no-ra (z,y) € Sy, azaz ¢ € X és 0 < y <

< Spp () < Jim sp(x) = f(z) = (z,y) € T
Ha (Ly) E T,, akkor x € X ¢ 0 < y < f(x) = lim su(x) = Ino, hogy
0< Y < snp(w) = (2,) € Sy = (w,9) € U S

n=1
o0 My

gy kapjuk, hogy T, = OLj Se=U UX(s, = yl.(")) X [O,yin)) %A ® L, hiszen
n=1 n=11:=1
6.5. tétel

X(sn—yl )E.Aes [0, yl )GE
Mivel S; C Sy C S5 C ..., igy a mérték folytonossdga miatt (u ® \)(7%) =

— (&N (U S0 ) = lim (e N(S) = lim 5 (wen) (X5, =4") x 0,5) =

— lim Zu( (8n =y§")))A([0,yi"))) = lim [s,dp = J(lim sp)dp = [ fdp.
—_———

ﬂ* n—0o0

6.5. tétel (n) mon. konv. tétel

Ezzel bizonyitottuk az allitast. l O

6.30. Tétel. Legyen (X, A, u) o-véges mértéktér, f: X — [0,00) u-mérhetd korldtos
figgvény,

T :={(x,y) e X xR:0<y< f(z)} és T :={(z,f(x)):xe X}
Ekkor T*, T € A® L, tovdbbd

(h@ (T = [ fdu és (@ X)(T) =0,



6.2. Tobbdimenzids Lebesgue-mérték 113

Bizonyitds. Az approximéciés tétel szerint léteznek h,: X — [0,00) p-mérhetd
egyszerii fuggvények, hogy hy < he < ... és lim h, =sup Ry —f.
n— oo \ y

€R
Legyen g¢,, := sup Ry — h,,. Ekkor g,: X — [0,00) p-mérhetd egyszerii ﬁiggvé—

nyek, g1 > go > ... és nh_}rxolo gn = f. Legyen g, értékkészlete {tl ,t } és
Gni={(z,y) e X xR:0<y < gn(x)}.

Ha (z,y) € ﬂGn,akkor(my)EGn‘v’nGN:xGXésogyggn(x)
VneN = 0<y< lim g,(z) = f(z) = (z,y) € T".

Ha (z,y) € T*, akkor z € X és 0 <y < f(z) = lim gn(2) < gu(2) Vn €N =
(r,y) € G, Vn e N = (z,y) € oﬁ G,.
n=1

3 00 oo kn
gy kapjuk, hogy T = N G, = N U X(g, = tl(")) X [O,tl(»")] %A@ L, hiszen
n=1 n=11i=1
6.5. tétel

X(gn=t") e Aés [0,t"] € L.
A o-végesség miatt létezik A; € A (1 € I C N), hogy X = U A4; és u(A;) < oo

i€l
i—1
Vi € I. Feltehetjiik, hogy I = {1,...,n} vagy I = N. Legyen B; := A; \ U A;
j=1
(i € I). Ekkor B; € A (i € I) diszjunkt rendszer, X = U B; és B; C A; miatt
i€l
w(B;) < u(A;) < oo Vi € I. Legyen

GV .= (B;xR)NG, és Tr:=(B;xR)NT".

Bidor (1 N(GY) = (o 4) 0 Bl =t§”>><[o,t§~”1)=
’“z (n® N (Bilgr = t1) x [0,4"]) = j;u (Bilgr =) A ([0,£8]) <

]:

Z (B ) ) < 0. Masrészt G D GS) D ..., igy a mérték folytonossaga miatt
(1 N(@) = (@ X) (A 6Y) = lim (u© N(G) =

k k
_ e (o — ) W) _ i o _ )y ) _
= Jim 3% p (Bilgn = /) A ([0.7]) = Jim 2 e (X (g0 = 1)) " =
= lim [Xp,gndp = lim [Xp, (sup Ry — hy,)dp =
= lim (sup Ry [ Xp, dp — [ Xp,hn dp) = sup Rppu(B;) — lim [ Xphydp =

mon. konv. tétel

= sup Ryu(B;) — fhm Xp,hy dpp = sup Rep(B;) — [ Xp,(sup Ry — f)dp =
= sup Rpu(B;) — fXB suprd/L—i-fXde,u—Bffd,u:>

VT = (e (UT) = Se @) = 5 f fn =1 fa

Még azt kell belatni, hogy T'€ A® L és (u®@ N)(T) = 0. A 6.29. tétel jelolésével
T =T"\T. =T € AR L é T. C T* miatt (u @ N)(T) = (p @ \)(T*) —
— (e N)(T) =0 a
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Ha f nemnegativ Lebesgue-mérhet6 fiiggvény, akkor az f gorbéje alatti sikidom
teriilete az f Lebesgue-integraljaval egyezik meg. Ezt fejezi ki a kovetkezd tétel.

6.31. Tétel. Ha f: [a,b] — [0,00) A\-mérhetd, akkor T, := {(z,y) € [a,b] x R: 0 <
<y < f(x)} jeloléssel T, € L? és N2(T,) = [ fd\. Ha az f még korldtos is, akkor
[a,0]
T* :={(z,y) € [a,b] x R:0 <y < f(n)} jeloléssel T* € L? és N2(T*) = [ fd).
[a,b]

Bizonyitds. A 6.29. és a 6.30. tételeket kell alkalmazni a Lebesgue-mértéktér [a, b]
intervallumra vett alterére. [

6.32. Tétel. Minden K C R? kérlap Jordan- és Lebesque-mérhetd, tovdbbd ha r a
K kérlap sugara, akkor \*(K) = r?m.

Bizonyitas. Legyen

A={(z,y) eR*: r<a<r, 0<y<Vr2—a2+r},
B::{(x7y)€R2I—T<x<r, <y —r2 — x2—|—r}

Ekkor K := A\ B a (0, r) kézépponti r sugaru kor. Igy az el6z6ek értelmében K € L2

s N(K)= [ (Vr2—a22+7r)d\— [ (=vVr2—22+r)d\=2 [ Vr2—z2d)\=

[=rr] [—r7] [—rr]
=2 f Vr? —22dz = (z = rsint helyettesitéssel) = r?m. A K Jordan-mérhetésége

az b. 32 tételbol kovetkezik. Ebbdl tetszdleges korre az eltolas-invariancia miatt igaz
a tétel. ]

6.33. Tétel. Legyen f: [a,b] — [0,00) A-mérhetd korldtos figguény, és
T={(r,y) ER*:a<w <, —fz) <y< fa)}

Ekkor T € L* és NX2(T) =2 [ fdA.
[a,b]

A={(r,y)eR*:a<a<b 0<y< flz)+k},
B:={(z,y) eR*:a<o<b 0<y<—f(x)+k}.
Ekkor NM2(A\B) = [ (f+k)d\— [ (=f+k)dAx=2 [ fd\ Mivel A\ BaT
[a,b] [a,b] [a,b]
eltoltja, ezért kapjuk az allitast. O]

Az eddigiekben a felszin kivételével minden geometriai mértékrol szé esett mar.
Az ivhosszat annak alapjén deﬁniéltuk a g2 ill. %3 1 Hausdorff—mértékkel hogy

« sz

kozott A tovabbiakban ezzel foglalkozunk.
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6.34. Lemma. Legyen H C R? Jordan-mérheté, N>(H) > 0 és 0 < a < 1. Ekkor
léteznek Ny, ..., N, C H diszjunkt négyzetlapok, hogy a *(H) < znj A(N;).
i=1

Bizonyitas. Legyen a < [ < 1. Ekkor léteznek Ti, ..., T, C H diszjunkt téglalapok,

hogy BN*(H) < Z A\2(T;). Méasrészt 1éteznek Ny, ..., Ny, C T; diszjunkt négyzet-
t;

lapok, hogy 3X*(T;) < Y. N*(Ny) = BA*(H) < z z EX2(Ny) = aX(H) <
j=1 i=1j=

koot
ézz 2(N;;) = allitas. O

i=1j=1
6.35. Lemma. Legyen H C R? Jordan-mérheté, N>(H) > 0 és 0 < n < 1. Ekkor
léteznek Ny, ..., N, C H diszjunkt négyzetlapok, hogy \? (H\ CJ NZ-) <A\ (H).
i=1

Bizonyitds. A 6.34. lemma szerint léteznek Ny, ..., N, C H diszjunkt négyzetlapok,

hogy (1= n)X(H) < £ N(N:) = nA3(H) > N(H) = £ (V) = X1\ 0 V)
i=1 i=1

—> allitas. O

A kovetkezd tétel szerint minden téglalap , kimerithet6” diszjunkt korlapokkal.
6.36. Tétel. Legyen T C R? tetszbleges téglalap. Ekkor léteznek K; C T (i € N)

diszjunkt kérlapok, hogy N2 (T\ OLj Ki) = 0.
i=1

Bizonyitds. ®» Legyen H C R? Jordan-mérhetd, )\Q(H )>0¢ésn:= 2/\2(( )) ahol N

egy négyzetlap és K az N-be irt korlap. (Nyilvan n = %.) Ekkor a 6.35. lemma szerint
léteznek Ny, ..., N, C H diszjunkt négyzetlapok, hogy \? (H\ U Ni) < A% (H).
i=1

Legyen K; az Ni-be frt kérlap. Ekkor A2 (H\ () Ki) )2 (H\ ¥ NZ-) ISP A
i=1 =1 =1

V) <A ) + 3 (1= 5 ) XN = nX(H) 4 (1= 20) 32 N(N) < nA2(H) +
+ (1= 2n)\*(H) = ( mA*(H).

@» AT Jordan-mérhetd, igy a bizonyitds @ pontja szerint léteznek K, ..., K; C
C T diszjunkt korlapok, hogy Hy := T\ ]Llj K; jeloléssel A2(Hy) < (1 — n)AX(T).
Mivel a korlapok Jordan-mérhetoek, ezért zfzfl 1 is az, vagyis erre is alkalmazhatd @.

J
= Léteznek Kj 1,...,K;, C Hy diszjunkt korlapok, hogy Hy := H; \ Lj K;
i=j1+1
jeloléssel A\2(Hy) < (1 —n)A2(Hy) < (1 —n)?M%(T). Ezt az eljarast folytatva kapunk
egy H1 D Hy D ... és K; (i € N) diszjunkt korlapsorozatot. Alkalmazva a mérték

folytonossiagat, kapjuk, hogy )\2( Oﬁ Hk) = lim N(H,) < lim (1 —n)"\A(T) =
k:]. n o0 n o0

=0= )\2( N Hk) = 0. Masrészt teljes indukciéval konnyt megmutatni, hogy

H,=1TnN ﬂ K;, melybdl kapjuk, hogy ﬂ H, =T\ U K;. Fzzel bizonyitottuk a
tételt. O
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A felszin definicidéjahoz sziikség lesz még annak ismeretére is, hogy az azonos
atméroji halmazok kozott a korlapnak legnagyobb a teriilete. Azt hihetnénk, hogy ez
egyszeri, mert egy d atmérdji halmaz mindig ,belefér” egy d atméroju zart korlapba.
De ez nem igaz, példaul egy d oldali szabalyos hiaromszoglap minden d atméréji
korlapbdl | kilog”. Ahhoz, hogy beleférjen egy ilyen korlapba, el6szor szimmetrizalni
kell az adott halmazt.

6.37. Definicié. Legyen v € R? || =1, H C R? és
T..={teR:s+tve H} (s€R?.

Jelolje E, az origdén atmend v-re merdleges egyenest. Ekkor a H halmaz v irdnyu
Steiner-szimmetrizaltjin az

Sy(H) = {s+tv:se B, T.#0, [t| < IAT)}
halmazt értjiik.

6.38. Definicié. A H C R? halmazt tartalmaz6 konvex halmazok metszetét a H
konvex burkdnak nevezzik. A H konvex burkanak lezartjat ¢o(H) mddon jeloljik.

6.39. Lemma. Minden H C R? esetén diamco(H) = diam H.

Bizonyitds. co(H) D H = diamco(H) > diam H. Igy azt kell beldtni, hogy
diamco(H) < diam H. Ha H nem korlitos vagy tres halmaz, akkor az &allitas
trividlis. Most legyen H korlatos, nem fires és x,y € ¢o(H ).

E; (t € R) jelolje a t(x — y) ponton atmend, = — y vektorra merdleges egyenest.
Legyen A :={t € R: E;NH # 0}, t; := inf A és t5 := supA. Az E,, és Fi,
egyenesek a H halmaz x — y vektorra merdleges in. tamaszegyenesei. Legyen K ezen
tamaszegyenesek altal hatarolt zart sav és d ennek a savnak a szélessége.

K konvex, zart és tartalmazza H-t —=co(H) C K =,y e K =z —y L E,,
miatt |z —y| < d.

Most legyen p és q két torlédasi pontja H-nak. Ekkor 1éteznek p,,q, € H
pontsorozatok, hogy p, — p és ¢, — q. 1gy |pn — qu| < diam H miatt |p — | <
< diam H. = H lezartjanak atmérdje diam H.

A H lezartjanak az Ey, és E;, tamaszegyenesekkel vannak kézos pontjaik, igy
d < diam(H lezartja) = diam H = |z — y| < diam H = Allitas. O

6.40. Tétel (Izodiametrélis egyenlStlenség). Bdrmely korlitos H C R? halmaz
esetén N2(H) nem nagyobb, mint a diam H dtméréji kirlap Lebesque-mértéke, azaz

N(H) < Z(dlam H)?.

Bizonyitds. Ha H = (), akkor az allitds trividlis. Most legyen H # (), A := co(H),
vy = (1,0), vy := (0,1) és B := S,,(S,,(A)). Ekkor B szimmetrikus az origora, azaz
p € B esetén —p € B = |p (—p)| = |2p| < diam B =

1
pl < jdiam B Vp € B, (6.14)
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Legyen y; := s; + tivy € Sy, (A), I; .= An{s;+tvy : t € R} (i = 1,2) =
T := co(l, U Iy) olyan trapéz, mely A-ban van = diam 7" < diam A = diam H.
Mésrészt az yy,y2 pontok az Sy, (T') szimmetrikus trapéz alapjain vannak = |y; —
— o] < diam S,,(T) < diamT = |y; — y2| < diam H = diam S, (A) < diam H.
Hasonléan kapjuk, hogy diam B = diam S,,(S,,(A)) < diam H = (6.14) miatt
lp| < 3 diam H Vp € B = B részhalmaza az orig6 kozépponti diam H atmérdjii
zart korlapnak —

M (B) < —(diam H)?. (6.15)

>J>\>1

Az A korlatos, zart, konvex = Létezik [a,b] C R, hogy

Su(A) = {(z,y) € R? 12 € [0, 8], Iy < 3X (Teo) }-

Az A zirt = A € L? = X4 A-mérhet6 = Létezik [ X, d\? = Fubini-tétel
miatt az

T = /XA(x,y) dA\(y) = A (T($70)> (x € R)

fiiggvény A-szerinti integrdlja létezik és az megegyezik [ X4 dM\%-el. = 6.33. tétel
miatt Sy, (A) € L2 és N2(S,,(A) = 2 [ 3A(Two)) dA@) = [ A (Tiwo) dA(z) =
[a,b]

= [ Xa(z,y) dA(y) dA(z) = [ X4 dA? = N*(A).
Hasonléan bizonyithaté, hogy A2(S,,(Sy, (A))) = A3(S,,(A4)). = A3(B) = N\?(A)
= \(H) ? N (A) = X\*(B) % (dlamﬂ)2 O
HCA (6.15)

Az el6z8ek alapjan mar meg tudjuk hatérozni a A\? és g2 5 kapcesolatat.

6.41. Tétel. Legyen g2 a kétdimenzids Hausdorff-mérték az (R* d) metrikus
téren, ahol d a szokdsos metrikdt jelenti. Ekkor \* = T2 5.

« sz

@®» Ha B C R?, az izodiametralis egyenlétlenség és A\? szubadditivitdsa miatt

j1ea(B) = inf{Z(diam A ICN, A eD.(ieN)Bc |/ Ai} >

el i€l
{ZAZ . ICN, A €D. (i €N) BCUA}
el el
4 4
> {Az(B):ICN, A eD.(ieN)BC UAZ-} — 2B —
T i€l T

H2 2(B) = sup pe2(B) > %/\2(3) = N(B) < §425(B).

e>0
@» Legyen T C R? téglalap és ¢ > 0. Bontsuk fel T-t e-ndl kisebb atmérdjii
téglalapokra, majd ezek mindegyikére alkalmazzuk a 6.36. tételt. Igy léteznek e-nél
kisebb &tmérdift diszjunkt K; C T korlapok (i € N), hogy A2 (T\ 0 K) — 0 —
A 6.25. tétel miatt T\ U K; lefedhet6 barmilyen kicsi 0ssztérfogatu téglalapokkal.

=1
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Viszont egy téglalap eloall legfeljebb megszamlalhatoan végtelen sok négyzetlap
uni6jaként. Igy T\ U K; lefedhetd barmilyen kicsi ossztérfogati N; (i € I € N)
i=1

négyzetlapokkal, masrészt (diam N;)2 = 2X2(N;). Igy pieo (T\ OLj KZ) = () =

pe2(T) % ;M572(Ki) + e (T\ 'L_Jl K}) % ; veo(K;) = ;(diam K;)? =
szubadd. 2.7. tétel

=1 N(K,) < ANHT) = Mo o(T) = sup pieo(T) < 2NX(T) = Ha B C R? és
=1

e>0 4

Ty (i € I C N) B-t lefeds téglalapok, akkor 3. A2(T}) > = 3 o 5(T}) > = e o(B)
=1 =1

— A 6.25. tétel miatt \2(B) > T o(B) —> @ miatt kapjuk az allitdst. [

6.42. Megjegyzés. Az €el6z6 tétel tetszbleges n-dimenziéra is kiterjesztheto. Esze-
rint \* = 27"\*(G,,) &, ahol G, az n-dimenzids egységsugari gdémb. Ebbdl
kovetkezden, ha g: R" — R™ olyan fiiggvény, hogy valamely L € R, esetén |g(z) —
— g(y)| = Lz — y| Yo,y € R", akkor A C R™ esetén \"(g(A)) = L"A\"(A), tovabbi,
ha A € L™, akkor g(A) € L™ (lasd a 2.73. tételt). Ebbdl az is kovetkezik, hogy A"

nem csak az eltolasra, hanem altalanosabban, az egybevagosagra is invarians.
Az el6z6 tétel alapjan a kovetkezdképpen definidlhatjuk egy feliilet felszinét.

6.43. Definicié. Legyen B C R? egy s o-mérhetd feliilet. Ekkor a T.%s o(B)
értéket a B felszinének nevezziik.

Ez a definicié geometriailag tigy értelmezheto, hogy az adott feliiletet lefedjiik
minden lehetséges moédon e-nal kisebb atmérdji gombokkel, vesszitk a gombokhoz
tartozo f6korok osszteriiletének infimumat, majd az ¢ — 0 hataratmenetet.



7. fejezet

Meértékek derivaltja

Az 5.5. és 5.22. tételekbdl kovetkezik az alabbi allitas:

7.1. Tétel. Legyen (X, A, u) mértéktér, f: X — [0,00] p-mérhetd figgvény és
v: A—[0,00], v(A) := [ fdu. Ekkor (X, A,v) mértéktér.
A

Kérdés, hogy ennek milyen feltétellel igaz a megforditésa, azaz egy mérték mikor
allithato el6 egy nemnegativ mérheto fiiggvény integraljaként? Pontosabban fogal-
mazva, ha p és v mértékek az (X, .A) mérhetd téren, akkor milyen feltétellel létezik
olyan f: X — [0, 00| p-mérheté fiiggvény, hogy v(A) := [ f du teljesiiljon minden

A

A€ A esetén?

Ennek egy sziikséges feltételét adja az 5.5. tétel, miszerint ha A € A esetén u(A) =
= 0, akkor v(A) = 0. A Radon—Nikodym-tétel kimondja, hogy o-véges mértékek
esetén ez elégséges feltétel is. Ennek a tételnek a bizonyitasdhoz sziikségiink lesz a
negativ ill. pozitiv halmaz fogalmara és azok tulajdonsigaira.

7.2. Definicié. Legyenek u és v véges mértékek az (X, .A) mérhetd téren, és legyen
v:=pu—v.Az A€ A pozitiv (ill. negativ) halmaz ~-ra vonatkozdan, ha

YWANF)>0 (L vANF)<0) VFeA

7.3. Tétel. Legyenck u és v véges mértékek az (X, A) mérhetd téren. Ha A; € A
(1 € I C N) negativ halmazok (p — v)-re nézve, akkor U A; negativ (u — v)-re nézve.
i€l

Bizonyitas. Legyen v := pu — v.

@®» Legyen A, B € A, A negativ halmaz v-ra nézve, F € A és F' :== BN F. Mivel
F’' € A és A negativ v-ra nézve, igy 7((14 \ B)N F) =v(ANF)<0= A\B
negativ vy-ra nézve.

@» Legyen B; € A (i € I) y-ra nézve negativ halmazokbdl 4ll6 diszjunkt rendszer,
il

el i€l i€l
negatlv y-Ta nezve.

119
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©» Ha I =, akkor U A; = (), ami negativ halmaz. Ha I # (), akkor 4tindexelés
miatt [ valaszthaté N—sze]i{ vagy {1,...,n}-nek valamely n € N-re. Legyen B; := A; \
\ lL_Jl A; (i € I). Ekkor B; @ miatt negativ y-ra nézve = @ miatt U Bi= U A,
négaltiv y-ra nézve. < “ O

7.4. Tétel. Legyenek p és v véges mértékek az (X, A) mérhetd téren. Ekkor létezik
A€ A, hogy A pozitiv ill. A negativ halmaz (u — v)-re nézve. Az X = AUA az X
un. Hahn-féle felbontésa (u — v)-re nézve.

Bizonyitds. Legyen v = u—v és H := {y(B) : B € A negativ -ra nézve}. Ekkor
~v(0) € H miatt H # 0, és p ill. v végessége miatt H alulrdl korlatos, pl. —v(X) alsé
korlit = g :=inf H e R = 3B, € .A (1 € N) negativ halmazok v-ra nézve, hogy

v(B;) < B+ 1 Vi € N. Legyen A := ﬂ B =— A= U B;, amely a 7.3. tétel miatt

= =1

negativ halmaz ~-ra nézve.

» A negativ halmaz y-ra nézve = (A)
Jig € N, hogy v(4) > S+ = 7(By,) = 0

> (. Tegyiik fel, hogy v(A )7 B
<@ -~(B,) = AA\B

Zo) =

f
- o 1.22. tétel @
=v(AN B;, ) = A nem negativ y-ra nézve, ami ellentmondas = y(A4) = f.
~~
cA

» Most legyen C' € A olyan, hogy ANC = 0 és v(C) < 0. Tegyiik fel, hogy C
negativ v-ra nézve. Ekkor a 7.3. tétel miatt A U C negativ +-ra nézve. Mésrészt
(AU CO) = v(A) + ’y(C) v(A) = 8, ami f definicidja miatt nem lehet. Ezzel

~v add. <0
bizonyitottuk a kovetkezot :

HaC e A ANC =0 és v(C) < 0= C nem negativ y-ra nézve.  (7.1)

» Ratériink annak bizonyitasara, hogy A pozitiv y-ra nézve. Tegyiik fel, hogy ez nem
igaz, vagyis 3K, € A, hogy Ey := AN K jeloléssel v(Ey) < 0. Ekkor (7.1) miatt Ej
nem negativ v-ra nézve = 3K € A, hogy v( Ey N K ) > 0 = létezik

CEy
ki :==min{k € N: 3E C E,, hogy E € A és v(E) > 1}

gy 3F, C Ey, hogy Ey € A és y(E,) > 1711 Az FEy valédi részhalmaza Ey-nak, hiszen
v(E1) # v(Ep) miatt Ey # Ey, és v(E1) # 0 miatt By # 0. Az 1.22. tétel @ pontja
miatt v(Ey \ E1) = v(Eo) — v(E1) < v(Eo) — ﬁ < 0. Igy Ey \ Ei-gyel csinalhat-
juk pontosan ugyanazt, amit az elébb Fy-val. Ekkor kapjuk FEs-t és ko-t. Ezutan
(Eo\ Ey) \ Ea-vel csindljuk ugyanezt. Ekkor kapjuk Fs-t és ks-t. Folytatva az eljarast,
kapjuk az F; (i € N) diszjunkt halmazokat ill. k; (i € N) szdmokat.

Tegyiik fel, hogy ki nem nullsorozat —> 7(6 E,L> § v(E;) = = 00,
i i=1 i=1

1
ks

I:IMsz

f
~v add.

ami p és v végessége miatt nem lehet =— f nullsorozat = lim k; = oo.
2 1—00
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Legyen Fy := Ej \ U E; és F € A. Tegyiik fel, hogy v(FoNF) >0 = In; € N,

hogy v(Fo N F) > Tl és dny € N, hogy k,, < ky,,. De Fb, N F C Fy C Ey \ (4 U

U...UE,,_1), ami k,, definiciéja miatt nem lehet = v(Fy N F) < 0 = Fj

negativ y-ra nézve = 0 < y(Fo N X) = ~v(Fy) = 7<E0 \ ;le El> = v(Epy) —
1.22. tétel @

— 7(1'601 El> = v(Ep) — § v(E;) < 0, ami ellentmondés. Igy A pozitiv halmaz

—— =] N———
v add. <0 >0

~y-ra nézve. O]

7.5. Definicié. Legyenek p ill. v mértékek az (X, A) mérhets téren. Ha A € A,
p(A) =0 esetén v(A) = 0, akkor azt mondjuk, hogy v abszolit folytonos p-re nézve.
Jele: v < p.

7.6. Tétel. Legyenek p és v véges mértékek az (X, A) mérhetd téren, v < [ és
v # 0. Ekkor létezike € R, és A € A, hogy u(A) > 0 és A pozitiv halmaz (v —ep)-re
nézve.

Bizonyitds. Legyen v, := v — %u, X = A, UA, az X Hahn-féle felbontésa ,-re

nézve, ahol A, pozitiv v,-re nézve (n € N), tovabbd Ag := U A,. Ekkor A, C A

— Ay C A, = 3F, € A, hogy 4y = A, N F,, = mivel A negatlv Vn-T€ nézve,

fgy m(An N E,) < 0= 7(4y) < 0= v(A) — ;u(Ay) < 0= 0 < v(4d) <

< Lp(Ao) Vn e N = v(4y) =0 = v # 0 miatt 0 < v(X) = v(AgUAy) = v(Ao) +

+v(4y) = v(Ay) = v < p miatt p(Ag) > 0= 0< u(oLj An> < %O: w(Ay)
n=1 I n=1

szubadd.
= Jdng € N, hogy p(A,,) > 0. Ekkor A := A, és e := nio valasztassal teljesil a

tétel. O

7.7. Tétel (Radon—Nikodym-tétel). Legyenek j és v o-véges mértékek az (X, .A)
mérhetd téren. Ha v < pu, akkor létezik ¢: X — [0,00) u-mérhetd figgvény, melyre

:ngdu VA e A

A @ p-m.m. egyértelmiien meghatdrozott, azaz ha ¢ is hasonlo tulajdonsdgi, ak-
kor ¢ = ¢ p-m.m. A STVL = @ fiigguényt v-nek p-re vonatkozo Radon—Nikodym-
derivaltjanak nevezzik.

Bizonyitds. @ » Eloszor feltessziik, hogy p és v véges mértékek. Legyen

:{f;X—>[0,oo]:£fdu<1/(E) VEEA}.
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I # (0, mert pl. f = 0 esetén f € K. Legyen « := sup{/ fdu : f € K}. Ekkor
f, € K (n € N), hogy nli_}rroloffnd/ﬁ = «. Legyen g, := max{fi,..., f.} (n € N).
E € A esetén legyen
(n) ._ PN A ) -
EY =FE(@g,=f)\UZE", neN, j=1....n
i=1

J

Ekkor £ = E%") .U EM diszjunkt felbontas és = € E(n) esetén g,(x) = f;(x)
— fgn dp = Z f gndp = Z [ fidu < Z I/(E(n)) = v(F) = a monoton
1 =15

konvergencia tétel mlatt i li_)m Jn du = li_)m Jgndp < V(FE) = li_>rn gn € K =
E n—oo n OOE n—oo
S/ lim g, dp = S/ lim g, dp < v(X) < oo = 5.6. tétel @ miatt lim g, <00 p-m.m.
n—oo X n—oo n [e.e]
— G := X(lim g, = o0) € A és p(G) = 0. Legyen

¢ =g lim g,

Ekkor ¢ p-mérhetd, ¢ = lim g, p-m.m., R, C [0,00), p € K és @ > J lim g, dp =
= lim [g,dp > lim [ f,dp=ao = [ lim g,du=a = [pdu=a. Legyen

v: A= Ry, 1(B):=v(B)— /(pd,u.
B

Ekkor ¢ € K és a 7.1. tétel miatt vy véges mérték az (X, A) mérhetd téren. Ha
B e Aés pu(B) =0, akkor [@du =0, és v < p miatt v(B) =0 = 1n(B) =0
B

= 1y < p. Tegyiik fel, hogy vy Z 0 = 7.6. tétel miatt e € R, és A € A, hogy

p(A) > 0 és A pozitiv halmaz (vy — ep)-re nézve = (1y —eu)(ANE) > 0VE € A

— cu(ANE) < w(ANE)=v(ANE) - fgod,uVEE.A:>g—g0+5XA
AN

Jelolesselfgdu f(pdu+5fXAd,LL f@du—k&?p(AﬁE) fgodu+1/(AﬂE)

- f god,u— / <pdu+y(AﬂE) < (E\A)+V(AOE)_V(E)VEEA:>
ANE E\A ﬂK
e

g €K = [gdu < a. Méasrészt [gdu = [pdu+e [ Xadp = a+eu(Ad) > a. Ez
ellentmondas, igy 1y = 0 = ¢ megfelel a tétel allitasanak.

Tegytik fel, hogy a ¢ is teljesiti a tétel allitasat. Ekkor G := X (¢ > @) jeloléssel
0< Jedu = Jodu=v(G) <00 = 0= [edu—[odu= J(p—p)dn =

=[(¢—P)Xeg dp = (¢—¢)X¢ =0 p-m.m. — H = X(((p—gE)XG + 0) jeloléssel
>0

p(H) = 0. Masrészt © € H <= (p(x) — ¢(2))Xg(z) # 0 <= Xg(z) = 1 <=

x € G. Vagyis H = G — /L(X(gp > gE)) = 0. Hasonléan M(X(gO < cﬁ)) =0=

,u(X (p # gB)) =0, azaz ¢ = ¢ p-m.m. Ezzel a tétel véges mértékekre bizonyitott.

@» Most ratériink az altaldnos eset targyalasara, azaz feltessziik, hogy u és v
o-véges mértékek. Ekkor 3A; € A (i € I C N) rendszer tgy, hogy p(4;) < oo Vie I
és X = U A;. Feltehetjik, hogy I = {1,...,n} valamely n € N-re, vagy I = N.

el
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Legyen B; := A; \ U Ay, (i € I) = X = U B, diszjunkt felbontas, és B; C A; miatt

i€l

wu(B;) < u(A;) < oo ‘v’z € I. Hasonléan 3C; € A (j € J C N) diszjunkt rendszer gy,

hogy p(C;) < oo Vje Jés X = U Cj. EkkorD” =B,NC; € A(iel,je J)olyan
jeJ

diszjunkt rendszer, melyre X = U D;j, u(D;;) < 0o és v(D;;) <ooVie I, je J.
i€l
jeJ

Az 1.23. tétel jeloléseit hasznalva up,, és vp,, véges mértékek, és vp,, < pp,;,

igy @ miatt Jp;;: D;; — [0,00) p-mérheté fiiggvények, hogy vp, (A) = [ @i dup,,
4 .
VA € Ap,;. Legyen

p: X = [0,00), ¢(z):=y;(x), hax e D;.

Ekkor A € A esetén v(A) = I/(A nu Dij> = Y v(ANDy)= X vp, (AN D;;) =
8B £

=> | wijdup, = > [ edu=[edu = ¢ megfelel a tétel allitdsanak.
zg]}AﬁD” ;EJAQD” A
j

Tegyiik fel, hogy a ¢ is teljesiti a tétel allitasat, és M(X(go + gE)) > 0. Ekkor
létezik 7 és j, hogy M(Dz‘j NX(p# @)) > 0. Legyen f a @-nek ill. f a @-nek D-re

D=
vett leszilikitése. Ekkor A € Ap esetén vp(A) = v(A) = [pdu = [ fdp, illetve
A A
hasonléan vp(A) = [ fdu. Mivel vp és up véges mértékek, tovibba vp < up,
A

ezért a bizonyitds @ pontja értelmében f = f pp-mm. = 0 = up (X(f + f)) =

= /L(D NX(p # @)) = p(D), amely ellentmondds —> u(X(go + gB)) = 0, azaz
Y = @ p-m.m. O

7.8. Megjegyzés. Ha F: R — R differencidlhaté és f(z) = dF(x , akkor f f(z)de =

= [F(z)]’. Ennek mintajara vezettiik be v(A) = f @pdp esetén a 7 1= ¢ Jelolest

7.9. Tétel. Legyenek y és v o-véges mértékek az (X, A) mérhetd téren, p < v és
f: X = Ry egy p-mérhetd fligguény. Ekkor A € A esetén a kévetkezd két integral
eqyszerre létezik vagy nem létezik, tovabba ha léteznek, akkor

A/f@:f[f‘i’;‘@.

Bizonyitds. ™ Legyen f egyszeri p-mérhetd figgvény, melynek {cy,...,c.} az érték-
készlete. Ekkor f = Z ¢iXa,, ahol A; = X (f = ¢;), tovabba [ fdu = Y cu(4;) =
i=1
= Yo [ $dr= Ve Xagdr =] X e fdv = J v

> Legyen f nemnegatlv p-mérheto. Ekkor az approximacios tétel szerint léteznek
fi1 < fo < f3 <... nemnegativ u-mérhet6 valds értékii egyszeri fiiggvények, hogy
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lim fn = f. Ekkor Beppo Levi monoton konvergencia tétele alapjan [ fdu =
hm J fodp = lim [faddy = [ lim fnd“ dv = [ fedv.
> Ha f tetszoleges p-mérhetd, akkor ffd,u = [ftdu— [f~du = ff“j—‘; dv —

—[f®dv=[(ft — f)%dv = [ f¥ dv. Ezutan f helyére fX, frva, adédik az
allitas. O

7.10. Tétel (Lancszabdly). Legyenek p, v és k o-véges mértékek az (X, A) mérhetd
téren. Ha p < v ésv <K K, akkor p < K és
dp  dp dv

c—— R-M.m.

dk  dv dk

Bizonyitis. Ha k(A) = 0 = v < k miatt v(A) = 0 = p < v miatt pu(A4) =0
— 1 < k. Igy létezik Ji Legyen A € A. Ekkor a 7.9. tétel miatt pu(A) = [ & di gy =
A

f di, d” = dk. Ebb6l a Radon-Nikodym-tétel alapjan kapjuk az allitast. O



8. fejezet
Valo6sziniliség

Az eddigi példak leginkabb geometriai jelentésti mértékekre terjedtek ki. A legismer-
tebb példa nem geometriai mértékre a valdszintliség.

8.1. Valé6szintliségi mezo

8.1. Definicié. Legyen (2, F, P) olyan mértéktér, melyre P(Q2) = 1 teljesiil. Ekkor ezt
a mértékteret valdsziniségi mezonek, F elemeit eseményeknek, (-t biztos eseménynek
és P-t valosziniiségnek nevezziik.

A kovetkezo tétel azt mutatja, hogy a Kolmogorov-féle axiomarendszer ekvivalens
az eloz6 definicioval.

8.2. Tétel. Legyen (2, F) mérhetd tér és P: F — [0,00). Az (2, F,P) pontosan
akkor valdszintiségi mezd, ha P(2) =1 és P o-additiv.

Bizonyitas. Az ,=" irany trividlisan teljesill. Megforditva, ha P o-additiv, akkor

P(Q)=PQ)+ >XP®) = P(Q) < comiatt > P(0))=0= 0= ILm > P(0) =
i=1 i=1 n—00 {21

= JgrrolonP(@) — P(0) = 0, amibdl mar kovetkezik az allités. O

8.3. Megjegyzés. Ha (Q, F, P) valdsziniiségi mez8, akkor
® P(A)=1-P(A) VA € F, hiszen P(A) + P(A) = P(AUA) =P(Q) =1,
@ P(A) <1VAe€ F, hiszen A C Q2 miatt P(A) < P(Q2) = 1.

8.4. Tétel. Legyen (X, A, u) mértéktér, Q € A, 0 < pu(2) < oo,

F={AcA:ACQ} é P:F—-R, P(A)::MEA;

Ekkor (2, F,P) wvaldsziniiségi mezd. Ha p geometriai mérték (hosszusdg, teriilet,
térfogat, thossz, felszin), akkor (2, F,P)-t geometriai valoszintiségi mezonek, illetve,
ha p szdmldlo mérték, akkor (2, F,P)-t klasszikus valdsziniiségi mezének nevezziik.

=
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Bizonyitds. ™ Az F trividlisan olyan o-algebra, mely részhalmaza A-nak.
> P(0)) = 48 =0.

» Ha A; € F (i € N) diszjunkt rendszer, akkor P (8 Al) = ﬁ . u(ﬁj AZ-> =
i=1 i=1

= Zi:'fl (A = Zi:'fl P(A,). Mindezekbdl kovetkezik az allités. O

8.5. Definicid. Legyen (2, F,P) valdszintiségi mezé. Az A, B € F eseményeket

figgetlenek nevezzik, ha P(AN B) = P(A) P(B).

Ebbdl kézenfekvének tiinik az (Qy, F, P1) és (Qq, Fa, P2) 6.1. definici6 értelmében
vett szorzatat fliggetlen kisérletek valdszintiségi mezojének nevezni, hiszen

(P1@P2)(A x B) = Py(A)Po(B) = (P, @ Pa)(A x Q) - (P1 @Po)(Q x B) (8.1)

teljestil minden A € F; és B € F, esetén. De Py ® Py teljes mérték, fiiggetlentil
attol, hogy P illetve Py az volt-e. Viszont semmi sem indokolja, hogy nem teljes
valoszintiségekkel leirhato kisérletek egytittesen teljes mértékteret alkossanak. Ezért
ezt lesziikitjiik a kiilonbozo kisérletekhez tartozo események Descartes-szorzatai altal
generalt o-algebrara. A kovetkez6 tétel szerint ez az egyetlen valdsziniiség, amire
(8.1) teljesiil.

8.6. Tétel. Legyenek (1, F1,P1), ..., (Q, Fn, Pn) valdszindségi mezdok,

QZ:§21X"'XQH
HI:{A1X"'XATL:A1Efl,...,Antn}
F :=0(H).

Ekkor egyértelmiien létezik eqy olyan P: F — R wvalosziniség, melyre
P<A1XXAH):P1(A1)PH(ATL) VA1X><AnEH
Ez a valésziniség Py ®--- @ P, F-re vett leszikitése, amit Py x --- x P, moddon

jelolink. Az (Q, F,P) valdszintiségi mezdt fiiggetlen kisérletek valoszintiségi mezdjének
nevezziik.

Bizonyitds. A 6.10. tétel miatt az egyetlen olyan P: F — R mérték, melyre
P(A; x---x A,) =P1(A))---Py(A,) VA x--- XA, eH
teljesiil, P; x - -+ x P,,. De ez valdszintiség, hiszen
P(Q)=P(Q x -+ x Q) =P1(Q) - Pr(2,) = 1. m

A kovetkezd tétel szerint — amit mar kozépiskolaban is felhasznalnak —, két egydi-
menzids geometriai valoszinliségi mezébol képzett fliggetlen kisérletek valdsziniiségi
mezoje egy kétdimenzids geometriai valdszintiségi mez6. Azonban ez csak akkor igaz,
ha a Lebesgue-mértéket lesziikitjiik a Borel-halmazok rendszerére.
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8.7. Tétel. Legyenek (2, F1,P1) és (2, F2, Ps) olyan geometriai valdsziniiségi
mezdk, melyekre Qy, s € B(R),

Fi={AeBR): AcCQ}, Fo={AcBR): AC D}
tovdabba
A(A) A(B)

esetén. Ekkor ezen két valdszinidségi mezd dltal adott (2, F,P) figgetlen kisérletek
valdsziniiségi mezbje olyan geometriai valdsziniségi mezd, melyre Q € B(R?), F =

= {AeBR?):ACQ} é P(C >_§2<(g VC € F.

Pi(A) =

és PQ(B) =

VAE.Fl,VBG.FQ

Bizonyitds. ®» Q= Q; x Qy € B(R?) a 3.16. tétel miatt.

@» A 6.17. tételbSl A2(Q) = A()A(s), ami pozitiv valés szdm, hiszen A\(€) és

A(€2y) is az.

@» Legyen H := {By X By : By, By € B(R)} és H* azon halmazok rendszere, melyek

eléallnak véges sok diszjunkt H-beli halmaz uni6éjaként. Ekkor H a 2.19. tétel miatt

félgytirt, igy H* a 2.27. tétel miatt halmazalgebra. = A 2.33. és a 2.35. tételekbdl

o(H*NQ) =0(H*)NQ. Nyilvin 0(H) = o(H*) és c(HN Q) = o(H* N Q), igy
o(HNQ)=0(H)NQ. (8.2)

Ekkor

F=0({A1 x Ay: Ay € Fi, Ay € Fo}) =

=o({(BinQ) x (ByN ) : By, B, € BR)}) =
= o({(By x B2) N ( x Q) : By, By € BR)})
=o(HNQ)

=0 cH)NQ={ANQ:Aco(H)} =
(8:2)

={ANQ:A€co({BixBy: B, By € B(R)})} = (3.17. tételb])
={ANQ: AcBR*)} ={AcBR?:AcCQ}.

@» A 8.6. tételbdl P a y-hoz tartozo kiils6 mérték F-re vett lesziikitése, ahol

AMADAA
Yi{AI X Ayt Ay € Fi, Ay € Fo} = R, y(Ar X Ap) = P1(A1) Pa(A) = W
gy A\? definiciéjabdl és a v-hoz tartozé kiilsé mérték definiciéjabél P(C) = iiﬁgg

vC e F.

8.8. Megjegyzés. Ha az el6z6 tételben a Lebesgue-mértéket nem sziikitettiik volna
le a Borel-mérhetd halmazok rendszerére (azaz, ha B(R) helyett £, illetve B(R?)
helyett £? lett volna irva), akkor az allitds nem lenne igaz. Ugyanis a 6.19. tétel
miatt 0({31 X By : By, By € E}) # L2 Igy a bizonyitds ® pontjanak utolsé elStti
egyenlosége nem teljesiilne.
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Dobjunk fel egy pénzérmét egymasutan addig, amig a fej oldalara nem esik.
Konnyen lathato, hogy ha az egy dobast leird valdszinliségi mezot véges sokszor
szorozzuk 6ssze a 8.6. tétel értelmében, akkor ezzel nem kapjuk meg az eléz6 kisérlet-
sorozatot leird valdszintiségi mezot. Ehhez végtelen sokszor kell ezeket Osszeszorozni.
Ez lehetséges, a kovetkezd tétel értelmében. (Megjegyezziik, hogy a 6.10. tételt csak
valészintiségi mezok esetén lehet kiterjeszteni végtelen sok mérték szorzatara.)

A tétel elott értelmezziik végtelen sok halmaz Descartes-szorzatat.

8.9. Definicié. Ha A; (i € N) halmazok, akkor >< A; jelolje azt a halmazt, amelynek

elemei azon sorozatok, melyeknek j-edik eleme A -beli, minden j € N esetén.

8.10. Tétel. Legyenek (2, F;, P;) (i € N) valoszinidségi mezdk,

8

Ai:AiEE(iEN) éSAj:QjVj>n} (n € N)

(o)

Ekkor egyértelmiien létezik olyan P: F — R walosziniség, melyre

i
Q /—’H H

p (5’2 AZ-) —Pi(A) - Pu(A)) VneN, VX A € H.
i=1 =1

Az (Q, F,P) valoszintiségi mezdt, végtelen sok fiiggetlen kisérlet val6sziniiségi mezo-
jének nevezzik.

Bizonyitas. Legyen
Hr={A x---xA,: Ay € Fi,..., A, € Fo}.

Ekkor
an{Cx XQi:CGHZ}, (8.3)

i=n+1
tovabba a 2.19. tétel miatt H; félgytrt.

> Legyen A, B € H, — 3A*, B* € H*, hogy A= A*x X O és B=B'x X Q.
i=n-+1 i=n-+1
— ANB=(A"NB)x X Q. Mivel A* N B* € H2, hiszen . félgyiird, ezért
1=n—+1
(8.3) miatt AN B € H,.
Mésrészt A\ B = (A*\ B*) x )( Q;, és 3CY, ..., Cy € H} diszjunkt halmazok,

i=n+1

k
hogy A*\ B* = U Cj, ezért A\ B = (U C;) X ((J*x X Q)
j=1 J=1 J=1

i=n+1 i=n+1
ami (8.3) miatt véges diszjunkt H,-beli felbontas. Mindezek alapjan H,, félgytri.
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> Legyen A, B € U H,. Ekkor Hy C Hs C ... miatt létezik no € N, hogy A, B €
n=1

€ MHpy = Hy, félgytiri volta miatt AN B € H,, és A\ B felirhaté véges sok

diszjunkt #,,-beli halmaz unidjaként. = AN B € U H,, és A\ B felirhat6 véges

sok diszjunkt U H.,-beli halmaz uni6jaként. Igy U H,, félgytri. Ebbol a 2.27. tétel

n=1

miatt

H = {H1U~~UHT reNHy,...,H, € U H, diszjunktak}
n=1
halmazalgebra. Ha Hy,..., H, € U H,, akkor léteznek nq,...,n, egészek, hogy
n=1
HyeH, (k=1,...,7r). De Hy C Ho C ..., igy m := max{ny,...,n,} vilasztassal
H,eH,, VkE=1,...,r. Ebbol
H={H,U---UH,:r,meN Hy, ..., H. €H, diszjunktak} .

» Legyen
=1 =1

Legyen By,...,B, € H, diszjunktak és B; U --- U B, 6 H,. Ekkor (8.3) miatt
acCy, ..., C, € H} diszjunkt halmazok, hogy B; = C; X )( Q; (i=1,...,r). Ekkor

i=n+1

BiU---UB,=(C,U---UC,) x >< Q;, € Hy,ahol C1U---UC, e H! =
i=n+1

pn(BrU---UB,) = (Pyx--- xP,)(C1U---UC,) = (Pyx--- xPy)(Cy) + -+ +
+ (Pyx -+ x Pu)(Cy) = pn(By) + -+ + pn(B,) = pp, végesen additiv.

» Mivel H; C Hy C ... és P; valésziniiség, ezért m,n € N, m < n esetén, ha
A € H,y,, akkor A € H,, teljesiil, tovabba ju,,(A) = pn(A).
» Legyen

M%%Ra M(HIUUHT) :Z/“Lm(Hk)7
ahol Hy,..., H, € H,, diszjunktak. Belatjuk, hogy p definicioja korrekt. Egyrészt
az el6z6 pontbél ha Hy,...,H, € H,, és m < n, akkor Hy,...,H, € H, és
Masreszt ha Hl, ..., H. € H,, diszjunktak és K,..., K, € H,; diszjunktak, ahol

m<tés | H = UKj,akkoer:Hkﬂ<UHi>:Hkﬂ<UKj> — U(H.N
i=1 j=1 i=1 j=1 j=1

N K;), ami H;-beli diszjunkt felbontds. = Zr: tm (Hy) = Zr: Lt (LSJ (HyNK; ))
k=1 k=1 ]:
Z > > w(K;NHy), azaz
k=1 ]:1 k=1

ZS: +(Hj N K;). Hasonléan kapjuk, hogy ZS: e (KG) =
(

k) = Z p(K;). Tehat p definiciéja valoban korrekt. Masrészt a definicid

szerlnt L Vegesen additiv.
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» Most belatjuk, hogy p o-additiv is. Legyen G; € ‘H (j € N) diszjunkt rendszer
¢s UGy € H. Legyen E; == | G,. Ekkor E; = <°Cj G~> \ (O Gj) c H,
j=1

j=it+1

hiszen H halmazalgebra. = p ( OLj Gj> =/ ((Cj GJ> ) w(G) + p(E;)
j=1 J=1

=1 71— 00

— u(ii G) = S p(G) + lim p(E) = £ 5(Gy) + i (B, Tehit
o-additivitasihoz azt kell belatnunk hogy hm ,u(éz)

Indirekt médon tegytik fel, hogy lim ,u( ) = 0. Mivel u végesen additiv, ezért
monoton is, igy F1 D Ey D ... miattz;&’l) > u(Fy) > ... = Létezik € > 0, hogy

w(E)>e VieN

Legyen E;(wi,...,wy) = {(Wns1,Wna2,---) 1 (Wi, Wy Wnit,Wnio,-..) € B} és
p™ jelélje a p-nek megfeleld fiiggvényt abban az esetben, amikor az

(Qn—&-l, fn+17 Pn-i—l)a (Qn+27 fn+27 Pn+2)7 s

valdszintiségi mezOkbdl indulunk ki. Ha E; H,, -beli diszjunkt halmazok uni6jaként
all el6, akkor

€
Fy;= {wl € ,u(l) (Ez(w1)> > 2}

jeloléssel, a Fubini-tétel miatt

e p(E;) = (Prx-- X /XE (P1x-s x Pp,) =
://XEl PQXXPmZ)dPlz/,u (w1)>dP1(oJ1):
= /M(l)(Ez‘(Wl) /M dPl(Wl) <

T A <1 Fi %

e £
< Py(Fyy) + 3 Pi(Fi;) < Pi(Fry) + 5 =

Pi(Fi;) 2 §Vie N= F1; D Fip D Fi3 D ... é a P, folytonossdga miatt
P, (ﬁ FM) > 5 = ﬂ Fi; # 0. Legyen @, € ﬂ Fy ; rogzitett. Ekkor

i=1 i=1 i=1
Vi € N.

M(l) (Ez(afl)) > %

Legyen

~ 9
Fgﬂ' = {C«JQ € Qg : u(2) (Ei(wl,wg)) 2 4} .

Az eléz6 eljarast megismételve p helyett uM-el és E; helyett E;(@,)-el, azt kapjuk,
hogy N Fi; # 0. Legyen @y € N Fy; rogzitett. Ekkor
i=1 =1

pO(Ei@1,@)) > < VieN

W~ ™
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Rekurziv médon, ha mar @; € Q; (i = 1,...,n) rogzitettek, akkor
~ ~ € .
Legyen

N N £
Fot1i = {wn+1 € Qg pmtY (Ei(wla . 7wnawn+1)) > 2n+1}

Az eljarast megismételve © helyett p+1-el és E; helyett E;(@q,...,0,)-€el, azt
kapjuk, hogy ﬂ Foi1: # 0. Legyen @y,41 € ﬂ F, 41, rogzitett. Ezzel megadtunk

egy W = (wl,wz, ...) € Q sorozatot. Ha E 7-[ ~-beli diszjunkt halmazok unio-
jaként &ll eld, akkor u(mz)(El(wl,...,wmiD > 2%2 — Ei(01,...,0m;) # 0 =
(&1,.. s Wiy Wing+1, W42, - - - ) € E; minden wp,,+; € Qi (7 € N) esetén. =

W E ﬂ E; = (), ami ellentmondas. Ezzel bizonyitottuk, hogy u o-additiv.
=1

» Legyen

U’H — R, 7<><A>;:P1(A1)---PH(AN) VneN, VX A; € H.
=1

n=1

oo
U H. C H, tovabba i az egyetlen olyan kiterjesztése y-nak H-ra, mely végesen
n=1
additiv. Masrészt p o-additiv is, véges és H halmazalgebra, ezért a Caratheodory-féle

kiterjesztési tétel szerint pu-nek egyetlen P mértékké vald kiterjesztése van p-nek
o(H)-ra. Mindezek alapjan, F = o(H) és P(2) = 1 miatt kapjuk az allitast. O

8.2. Valészintliségi valtozo

8.11. Definicié. Legyen (92, F,P) valészinliségi mezs. A &: Q — R fliggvényt
valdsziniségi valtozonak nevezzilk, ha P-mérhet6, azaz ha minden B € B(R) esetén

&Y(B) e F.

Legyen (€2, F, P) valoszintiségi mez6 és £: Q) — {igaz, hamis} egy logikai fiiggvény.
Ekkor a 4.11. definici6 szerint Q(¢) = {w € Q : ¢(w) = igaz}. Vezessiikk be az
{¢} := Q) illetve P(¢) := P({¢}) jelolést, amennyiben Q(¢) € F. Példaul, ha
&: Q — R valdszinliségi valtozo és x € R, akkor {£ < x} jeloli azon w € Q elemekbdl
all6 eseményt, melyekre {(w) < x teljesiil. (Ez nyilvan esemény, hiszen & mérhetd
fiiggvény.) Masrészt P(€ < x) jeloli ennek az eseménynek a val6szintiségét.

Val6szintiségi mezoben a ,,majdnem mindeniitt” tulajdonsagot majdnem biztosnak
nevezziik (jele: m.b.).

A kovetkezd allitas a 4.17. tétel kovetkezménye.

8.12. Tétel. Legyen (2, F,P) valdsziniiségi mezd. A £: Q — R figgvény pontosan
akkor valosziniiségi vdltozo, ha {{ < x} € F minden x € R esetén.
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8.13. Definicié. Legyen (2, F,P) valosziniiségi mez6 és £: Q — R valdszintiségi
valtozo. Ekkor a

Qe: B(R) = R, Q¢(B):=P( € B)

fliggvényt & eloszldsanak nevezzik.

8.14. Tétel. Ha (2, F,P) wvaldszintiségi mezd és £: Q0 — R waldszindségi vdltozo,
akkor (R, B(R), Q) valdsziniiségi mezd.

Bizonyitds. Q:(R) = P(§ € R) = P(Q2) = 1. Ha B € B(R), akkor Q;(B) = P({ €

€ B) > 0. Ha By, By, ... € B(R) diszjunktak, akkor Qg(oLj Bi> (f € U B)
i=1

_PQ_@GBD_§¥KEBQ_§QN%.

8.15. Tétel. Ha (R,B(R),Q) waldsziniiségi mezd, akkor van olyan valdsziniségi
valtozo, melynek Q az eloszldsa.

Bizonyitds. Legyen £: R — R, {(w) := w. Ekkor B € B(R) esetén £71(B) = £(B)
= B € B(R), azaz { val6szintiségi valtoz6, masrészt Q.(B) = Q(§ € B) = Q(B).

co

8.16. Példa. Legyen H € B(R), A(H) € R, és

A(BN H)

Q:B(R) 5 R Q(B) ="y

Koénnyen lathaté, hogy ekkor (R, B(R), Q) valoszintiségi mez0, igy a 8.15. tétel miatt
létezik olyan valdszintiségi valtozo, melynek Q az eloszlasa. Az ilyen valdszinliségi
valtozoét egyenletes eloszlasunak nevezzilkk a H halmazon.

8.17. Megjegyzés. Vegyliik észre, hogy ha £ egyenletes eloszlasii a H halmazon és
(H, F,P) geometriai valosziniiségi mez6, akkor

Q:(B)=P(BNH) VBEeBR).

8.18. Definicié. Legyen (2, F,P) valosziniiségi mez6 és £: Q — R valdszintiségi
valtozo. Ekkor az
Fe:R—=R, Fez)=P¢<x)

fliggvényt & eloszldsfiigguényének nevezzik.
8.19. Tétel. Legyen & és n két (nem feltétleniil ugyanabban a valdsziniiségi mezében

értelmezett) valdsziniségi valtozo. Ekkor Q¢ = Q,, pontosan abban az esetben teljesiil,
ha Fg = FW'
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Bizonyitds. » =" F¢(r) = Q¢((—00,7)) = Q,((—00, 7)) = F,(x).

» <7 Legyen H := {[a,b) : a,b € R, a < b}U{D}. Konnyen lathatd, hogy H félgyfirii
és R eloall megszamlalhatéan sok H-beli halmaz uni6jaként. Masrészt Qé( [a, b)) =
= Fe(b) = Fea) = Fy(b) = Fyla) = Q,([a,b)), azaz Q¢(H) = Q,(H) VH € H.
Végiil a 3.14. tétel miatt o(H) = B(R), tovabba a 8.14. tételbdl Q; és Q, o-véges
mértékek az (R, B(R)) mérhet6 téren. Mindezekb6l a 2.47. tétel (Caratheodory)
miatt Q = Q,. n

8.20. Példa. Legyen H € B(R), \(H) € R,. A ¢ valésziniiségi valtozé pontosan
akkor egyenletes eloszlast a H halmazon, ha

Fe:R—R, Fez)=

Specidlisan, ha H = [a, b], ahol a,b € R, a < b, akkor

0, ha z < a,
Fe:R—= R, Fe(r) =142 haa<z<b,
1, ha z > b.

Bizonyitas. Ha & egyenletes eloszlasu a H halmazon, akkor x € R esetén

)\((—oo, x)N H)
A(H) '

Fy(z) = Q¢((—oe, 7)) =

Az allitas megforditasa a 8.19. tétel miatt igaz. O]

8.21. Definicio. A £ valdszintiségi valtozét abszolut folytonosnak nevezzik, ha
¢ eloszlasa abszolut folytonos a Lebesgue-mérték Borel-mérheté halmazokra vett
leszlikitésére, azaz ha Q¢(B) = 0 minden esetben, amikor B € B(R) és A\(B) = 0.

8.22. Tétel. A & wvalosziniségi vdltozo pontosan akkor abszolut folytonos, ha \-m.m.
egyértelmiien létezik fe: R — [0,00) Borel-mérhetd figguény, melyre

Qe(B) = / fed\ VB € B(R). (8.4)
B
Az fe fligguényt a & stirliségfiiggvényének nevezziik.

Bizonyitds. » ,=" Legyen X\ a A-nak B(R)-re vett lesziikitése. Ekkor Q, < X', igy

a Radon-Nikodym-tétel szerint N'-m.m. egyértelmtien létezik olyan fe: R — [0, 00)

N-mérhetd, azaz Borel-mérheté fliggvény, melyre Q.(B) = [ fe dN' VB € B(R). Ekkor
B

fe= 5% Nomm. Az 5.19. tétel alapjén B € B(R) esetén [ fe aN = [ fedn fgy fere

(8.4) teljesiil. Még a A-m.m. egyértelmiiséget kell belatni.
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Tegyiik fel, hogy valamely g: R — [0, 00) Borel-mérheté fiiggvényre Q(B) =
= [gd\ VB € B(R) és A(R(fe # g)) > 0 teljestl. Mivel f¢ és g Borel-mérhet6ek,
B

ezért R(fe # g) € B(R) = AMR(fe # g)) = N(R(fe # g)) > 0. Mésrészt [gd\ =
B
= [gdXN (B € B(R)), igy azt kaptuk, hogy fe nem N-m.m. egyértelmiien meg-
B
hatarozott, melyre Q.(B) = [ fed\N VB € B(R) teljesiil. Ez ellentmondas, igy
B

AMR(fe #9)) =0, azaz fe = g A-m.m.
> <" Legyen B € B(R) és A(B) = 0. Ekkor az 5.5. tétel miatt Q.(B) = | fed\ = 0.
B

fgy ¢ abszolut folytonos. m

8.23. Megjegyzés. A bizonyitasbol tehat kideriil, hogy abszolut folytonos £ valdszinii-
ségi valtozd esetén fe = i—?? (Qgnek N-re vonatkozé Radon-Nikodym-derivaltja),
ahol X a A-nak B(R)-re vett lesziikitése.

8.24. Tétel. A £ wvalosziniségi vdltozo pontosan akkor abszolut folytonos, ha létezik
olyan fe: R — [0, 00) Borel-mérhetd figguény, melyre

Fe(z) = / fed\ VzeR.
(_007'7:)

Ekkor fe a & sidriségfigguénye.

Bizonyitds. » =" Ha & abszolit folytonos és fe¢ a stirtiségfiiggvénye, akkor F¢(x) =
= Q¢((—00,1)) :(_o{x) fedA.

> <" A 8.19. tétel bizonyitasaban hasznalt jeloléssel Q.(H) = 1£ fed\VH € H.
Legyen Q" (B) := g fedAVB € B(R). Ekkor a 7.1. tétel miatt (R, B(R), Q") mértéktér.

Mivel Q. is mérték és Q, = Q" a H félgyfiriin, ezért a 2.47. tétel (Caratheodory)
miatt Q = Q" a o(H) = B(R) halmazon is. Ebbdl a 8.22. tétel miatt kovetkezik az
allitas. O

8.25. Tétel. Ha a £ valdszintiségi valtozohoz létezik olyan fe: R — [0,00) Borel-
mérheto fiigguény, melyre

Fe(z) = / fe(t)dt Vo eR,
akkor & abszolit folytonos és fe a sidriségfiggvénye.

Bizonyitds. Legyen X a A-nak B(R)-re vett lesziikitése, tovibba Q: B(R) — R,
Q(B) := [ fedN. Ez a definici6 korrekt, hiszen fe nemnegativ Borel-mérhet6 figg-
B

vény. Ekkor 7.1. tétel alapjan (R, B(R), Q) mértéktér. Igy a Q mérték folytonossiga
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miatt F(z) = f fe(t)dt = lim f fe(t) dt =l S S Jm T aN =

= = ol a tétel alapjan kovetkezi
[ fedN = [ fedN = [ fedA Ebbc 1 8 24. 1 al k kezik
(—o0,z] (—o0,z) (—o0,z)

az allitas. O

8.26. Tétel. Ha f: R — [0,00) Borel-mérhetd figgvény és [ fd\ =1, akkor létezik
olyan abszolut folytonos valdosziniiségi valtozo, melynek f a striségfigguénye.

Bizonyitas. Legyen Q: B(R) — R, Q(B) := [ f d\. Ez a definici6 korrekt, hiszen f
B

nemnegativ Borel-mérhet6 fiiggvény. Ekkor 7.1. tétel alapjan (R, B(R), Q) mértéktér,
masrészt Q(R) = [ fd\ = 1. Igy (R, B(R), Q) valbszintiségi mez, azaz a 8.15. tétel
miatt 1étezik olyan valdszinfiségi valtozé, melynek Q az eloszldsa. Igy a 8.22. tételbél
adodik az allitas. O

8.27. Tétel. Ha f: R — [0,00) Borel-mérhetd fiigguény és f f(z)dx =1, akkor

létezik olyan abszolut folytonos valosziniiségi viltozo, melynek f a striségfigguénye.

Bizonyitas. A 8.26. tétel kovetkezménye, hiszen ekkor [ fd\ = Ofo flz)de=1. O

8.28. Példa. Legyen a ¢ valdsziniiségi valtozd egyenletes eloszlasu a [0, 1] interval-
lumon, azaz F¢(x) =0, ha x <0, Fe(x) =z, ha 0 <2 <1és Fe(x) =1, hax > 1.
Ekkor & abszolit folytonos, és fe(xr) =1, ha 0 <z < 1 és fe(x) = 0 minden més

esetben. Valoban, konnyen lathat6, hogy Fe(x) = f fe(t)dt Vo € R.

8.29. Példa. Létezik olyan abszolit folytonos valoszintliségi Véltozé melynek st-

riségfliggvénye tetszoleges x € R helyen Valéban, hiszen f dr =

(1+ w(1+22)" 1+932

= %tlgn [arctg(x)]", = 1. Az ilyen valésziniiségi valtozot Cauchy—eloszlasunak nevez-

zuk.

8.30. Példa. Létezik olyan abszolit folytonos valdszintiségi valtozo, melynek sii-

riségfiiggvénye tetszoleges © € R helyen \/%e_%. Ehhez azt kell beldatnunk, hogy

W = _ofo ﬁe_é dx = 1. Mivel

1 [eS) - 9 L, 1 00 00 2,2
W2:2—/62 /eTydy:Q—//e_ 7 dx dy,
T T

—00 —00 —00 —00

igy x:=rcosf ésy:=rsinf (r >0, 0 <60 < 2m) helyettesitéssel kapjuk, hogy

oo 21

2t
//re 2 dfdr = /re 2 dr = lim {—6_75} =1.
27r t—00 0
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A helyettesités soran felhasznaltuk, hogy a Jacobi-determinans

or Ox :

oz oz cos —rsinf )

gr 991 =1 =rcos? 0+ rsin?d =r.
> 5 sinf rcosf

M

T

Mivel e~ > 0 minden z € R esetén, ezért W > 0. Ebbol W = 1.
Ekkor ezt a valoszintiségi valtozot, standard normadlis eloszldsunak nevezzik, a
strtiségfiiggvényét o, eloszlasfiiggvényét pedig & mdédon jeloljiik.

Amint lattuk, abszolut folytonos esetben az eloszlas Radon—Nikodym-derivaltja a
strtségfiggvény. A kévetkezo tétel azt mutatja, hogy diszkrét esetben is fontos az
eloszlas Radon—Nikodym-derivaltja, csak Lebesgue-mérték helyett szamlalé mérték
szerint kell derivalni.

8.31. Tétel. Legyen a & diszkrét valoszintiségi valtozo, azaz az értékkészlete meg-
szamldlhaté szamossdgi és p: B(R) — [0, 00] szdmldlé mérték. Ekkor Qg < pu és

Qe

4 (r) =P =2) VreR

Bizonyitds. Ha p(B) = 0, akkor B = (), igy Q¢(B) = 0 = Q; < pp = Eli%'

Legyen ¢ értékkészlete {x; : i € I}, ahol I C N. Legyen B € B(R). Vezessiik be a
kovetkez6 jeloléseket: Ip:={i €l :2z; € B}, C:= B\{z;:i € Ig} ési € I esetén

P =x;), haz=ux,

it R=R, fi(z) =X P(E=2) =
f fi(z) fey P(€ = @) {0, kiilénben.

EkkorgP(f =x)du(z) =Y [ P =2x)du(z) +gP(§ =x)du(z) =

i€lp {a;}
= ¥ [ file)du(@) + [ X P(€ = 2) du(w) = ¥ P(E =z)pu(R(fi =P =w))) =
el v el (o}

=Y Pl=x)=Pe{n:iclpg})=Pec{a;:iclpg})+Pel)=

i€lp
=P(§ € B) = Q¢(B). Igy a Radon-Nikodym-tételbdl kovetkezik az allités. (Azért
nem szerepel a p-szerint m.m., mert szamldlo mérték esetén csak az () mértéke 0.) [

8.3. Valészintliségi vektorvaltozo

8.32. Definicid. Legyen (), F,P) valdszinliségi mez6 és &;,...,&,: @ — R va-
l6szintiségi valtozék. Ekkor a £ 1= (&,...,&,) rendezett elem n-est valdsziniségi
vektorvaltozonak, illetve a

Qe BR") - R, Qg(B):=P({eB)

fiiggvényt a E eloszldsanak vagy a &1, ..., &, valoszinliségi valtozok egyiittes eloszlasa-
nak nevezziik.
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8.33. Tétel. Ha £ := (&1, ...,&) valdszintiségi vektorvdltozd, akkor (R™, B(R™), Q)
valosziniségr mezo.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy 5 az (€2, F, P) valészinliségi mezon értelmezett. Ekkor
Qe(R") = P(€ € R") = P(Q) = 1. Ha B € B(R"), akkor Q¢ (B) = P(€ € B) >

> 0. Ha B; € B(R") (i € N) diszjunktak, akkor QE<EJO Bl-) —p ({ e U Bl-) _
=1 i=1

=P (0€eB)) = £PEeB) = £ QB 0

i=1

8.34. Tétel. Ha (R™, B(R"), Q) valdsziniségi mezd, akkor létezik olyan valdsziniiségi
vektorvdltozo, melynek Q az eloszldsa.

Bizonyitds. Legyen &: R" — R, &(wi,...,wy,) = w; (1 = 1,...,n), ami nyilt hal-
mazon értelmezett folytonos figgvény, igy Borel-mérhetd, azaz £ := (&,...,&,)
valészinfiségi vektorvaltozo. Mésrészt Qz (B) = Q(§ € B) = Q(B) VB € B(R"). [

8.35. Példa (A 8.16. példa dltaldnositdsa). Legyen n € N, H € B(R"), \"(H) € R,
és

Q: BR") 5 R, Q(B):= W

Koénnyen lathato, hogy ekkor (R™, B(R"), Q) valdsziniiségi mez6, igy a 8.34. tétel
miatt létezik olyan valdszintiségi vektorvaltozd, melynek Q) az eloszlasa. Az ilyen
valoszinliségi vektorvaltozot egyenletes eloszlasiunak nevezziikk a H halmazon.

8.36. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy ha 5: (&1,. .., &) egyenletes eloszlast a H
halmazon és (H, F,P) geometriai val6szintiségi mez6, akkor

Qs (B)=P(BNH) VBeBR".

8.37. Definici6. Legyen a E:: (&1, ..., &) valoszintiségi vektorvaltozo az (€2, F, P)
valbszinliségi mezon értelmezett. Ekkor az

fliggvényt a 5 eloszlasfiigguényének, vagy a &1, ..., &, valoszinliségi valtozok egyiittes
eloszlasfiggvényének nevezzik.

Kovetkezik néhany technikai jellegli lemma, melyek az atviteli elv hasznalatat
egyszerusitik.

8.38. Lemma. Ha f: R — R monoton névekvd figguény, a € R és f(a — %)

konvergens, akkor khﬁrgo fla—1) xgzrlof(x)
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Bizonyitds. Legyen a;, € R (k € N), klim ap = a és ar < a Vk € N. Az atviteli
—00

elv szerint (ldsd példaul [8, 356. oldal, 19.37. tétel]) azt kell belatni, hogy f(ax)
konvergens és y := lim fla— l)—hoz konvergal. Legyen € € R, . Ekkor létezik ko € N,

hogy 0 < y fla— —) < e, masrészt 1étezik N € N, hogy k > N esetén a — ay, < 1,
azaz a — R < ay,. Igy

y—€<f(a—é)<f(ak) Vk > N.

Legyen [, := {afak} + 1. Ekkor [, > ﬁ, azaz ap < a — i Igy

flar) < fla— i) <y VkeN
Mindezekbél 0 < y — f(ax) < € Vk > N, vagyis hm flag) =v. ]

8.39. Lemma. Ha f: R — R monoton novekvd figgvény és f(—k) konvergens,
akkor klim f(=k)= lim f(z).
—00 T——00

Bizonyitds. Legyen a; € R (k € N), klim ar = —o0. Az atviteli elv szerint azt kell
—00
belatni, hogy f(ax) konvergens és y := klirn f(=k)-hoz konvergdl. Legyen ¢ € R,.
—00

Ekkor létezik kg € N, hogy 0 < f(—ko) —y < €, mésrészt létezik N € N, hogy k > N
esetén ap < —ko. Igy

flar) < f(—ko) <y+e Vk> N.
Legyen [, € N olyan, hogy —[; < a;. Ekkor
y < f(—=lg) < flar) VEkeN.
Mindezekbél 0 < f(ax) —y < e Vk > N, vagyis klgglo flag) =v. O

8.40. Lemma. Ha f: R"™ — R minden vdltozéjaban monoton novekvd fligguény és
f(k,... k) konvergens, akkor klim flk,... k)= ?Ln flxy, ... xy).
—00 L1—700

Ty —>00

Bizonyitas. Legyen a,(;) eER(keN,i=1,...,n), klim agf) =00 Ve =1,...,n.

Az atviteli elv szerint azt kell belatni, hogy f (a,(cl), al )) konvergens és y :=
hm f(k, ... k)-hoz konvergal. Legyen ¢ € R,. Ekkor letemk ko € N, hogy 0 <
< y— f(ko,..., ko) < e, masrészt létezik N € N, hogy k > N esetén a,(€ ko

Vizl,...,n. Igy
y—e < flko, ... ko) < f@,...,al™) Vk>N.
Legyen [, € N olyan, hogy [, > max{a,(cl), . ,a,(cn)}. Ekkor
F@D Y < fl, ) <y VkeN

foy 0 <y — f(a,(:), . 7@}(:)) < e Vk > N, vagyis klirn f(a,il), . .,a,i”)) = . O
—00
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8.41. Tétel. Ha & := (&1, ..., &) valosziniségi vektorvaltozo, akkor

Fe(z) = Jim Fe(@i, .o, @i, 2,24, .o, Tpt),
Ty 100
minden x € R ési=1,...,n esetén.

Bizonyitds. A valoszintiség folytonossaga és a 8.40. lemma miatt

Fe(z) =P ({fi <z}iNn G Mg < k}) =P (G ({& <z}n(|{§ < kf})) =

k=1 j#i k=1 i
:,}LIEOP({& <k}n..n{& i <kni{&<apn{&n <kz}ﬂ...ﬂ{§n<k}> —
- kll_>11;>gx<k7 R k) - x{ll)noo gﬂ:(xla s an—1)7
Tp_1—300
ahol g, (z1,...,T,_1) = Fg(asl, e T, T Ty ey T ). O

8.42. Tétel. Ha 5:: (&1, ..., &) valdszindiségi vektorvdltozo, akkor
@ Fe minden vdltozojaban monoton novekvd,
@ F:= minden valtozojaban balrol folytonos,
® lim Fz(xy,...,z,)=0Vi=1,...,n,

Ti—>—00 5

@ lim Fg(xl, cey ) =1,

Tr1—00

Ty —>00

® P (ﬁ{a,- <t < bl-}) = AW, AP, e Van b € R, a; < by (i =1,...,m).
=1

Bizonyitds. ™ Az @ trivialisan teljesiil.

» Legyenek a,zs,...,2, € R és B = F]{fz < z;}. Ekkor Fg(a,:@,...,xn) =
=2

_ _ 0 1 _ 1 _
=Pl <) =P (0 ({o <o-jnr)) < fmp({e<a-ijon) -
folyt.
_ (1 s . } v Lig
= lim F£ (a R T ,:L‘n> = mll_lgl_OFg (x1,29,...,2,) = Ff az elso valtozoja
8.38. lemma

ban balrél folytonos. A tobbi valtozora hasonléan jarhatunk el, igy @ bizonyitott.
> Az el6z6 jeloléssel P(D)) = P < oﬁ {& < —k}n B)) = klim P{& < —k}nB) =
k=1 —00

folyt.
= klggo Fg(—k,:r;g, ) = mlli)rgoo Fg(xl,xg, ooy Ty) = 1 = 1 esetén @ bizonyi-
8.39. lemma
tott. A tobbi i-re hasonlé az eljaras.

> = e . e 1 A . — ] . —
P@) =P (0 A& <) 3 lim P (Afe <) = Jim Fe (k... /:)4 3
olyt. .40. lemma

= Jim ez, 1) = @,
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> Xz = {Sz < iL‘i}, Al = {51 < ai}, BZ = {51 < bz} és Cl = {ai < 51 < bz}
jelolésekkel

Affi),bn 5(x1, ey X)) = Fg(xl, e T, by) — Fg(xl, e T, Ay) =
P(X;N- N Xo NBy\ (X1N-NXu 1 NA)) =
P(XiNn---NX, 1 NB,N(X;U---UX, UA,)) =

PXiNn---NX, 1 NB,NA,)=PX;N---NX, 1NC,) =
Aszill,)bn,1A((zZ),ang<x17 .. ’xn_Q) —
:P<X1mﬂangmanlan)—P(XlﬂanfgﬂAnflan) =
=P(XiN---NX, oNCriNCy).

Az eljaras folytatdasaval kapjuk, hogy AW A(Z),anf =P(CiNn---NC,), amivel

a1,by

® bizonyitott. O]

8.43. Tétel. Legyen F': R™ — R olyan fiigguény, melyre teljesilnek a kovetkezok:
@ F minden vdltozojdban monoton névekvd,

@ F minden valtozojaban balrol folytonos,
® lim F(zy,...,z,)=0Vi=1,...,n,

T;—>—00

@ I!@@F(ml,...,xn)zl,

Tp—>00

® AV, A" F >0, Va,b €R, 0 < b (i=1,...,n).

Ekkor van olyan valdsziniségi vektorvdltozo, melynek F az eloszlasfiigguénye.
Bizonyitis. A @ és ® tulajdonsiagok miatt létezik a Ap Lebesgue—Stieltjes-mérték.
Legyen @ a Ap-nek B(R™)-re vett lesziikitése. Ekkor Q((—oo, x1) X+ X (—00, xn)) =
= Q (kgl[_k7x1> X X [_ka'rn)> ? kh—{go Q([_kaxl) X X [_k7xn)) ?

folyt. 2.66. tétel

= lim A(j,l oy AE”,S o F = lim (F(z1,...,2,) + Xg), ahol X olyan 6sszeg, mely-

k—00 ’ o f  k—oo

2.62. tétel
ben a tagok +F(cy,...,c,) alakdak, és a ¢; szamok koziil legalabb az egyik —k. A
c1, ..., C, valtozdkban egyet kivéve minden —k helyére irjunk nullat. Az igy kapott
valtozokat jeloljik dy, ..., d, médon. Ekkor @ és @ miatt 0 < klim F(ei, ... 0) <
—00

< lim F(dy,...,d,) =0= lim F(c,...,c,) =0 =

k—o0 k—o0

Q((—oo,xl) X e X (—oo,:cn)) = F(x1,...,2,). (8.5)

L=l Flay,..z,) = lim Pk, k) = klggocg((—oo,k) X+ x (=00, k) =

@ x50 8.40. lemma (8.5) folyt.

Q@ ( U (=00, k) x -+ x (—oo,kz)) = Q(R") = (R", B(R"), Q) valésziniiségi mezé
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— 8.34. tételbdl létezik olyan 5 valosziniiségi vektorvaltozo, melynek @) az eloszlasa.
Ekkor (8.5) miatt &-nek I az eloszlasfiiggvénye. O

8.44. Megjegyzés. A 8.43. tételben n = 1 esetén konnyen lathatd, hogy @ < &,
igy ekkor ® elhagyhat6. Masrészt n > 2 esetén az ® feltétel kell, ugyanis a tobbi
tulajdonsagbdl ez nem kovetkezik. Példaul

0, ha T+ X2 <0,
F(z1,29) = @1 + 29, ha0 <z + a5 <1,
1, ha z1 +x9 > 1,

esetén @@ teljesiil, de ® nem, hiszen AEHA&F =—1.

8.45. Tétel. Legyenek E és 17 valdsziniségi vektorvaltozok (nem feltétlendil ugyanabban

a valésziniségi mezében). Ekkor Qg = Qg pontosan abban az esetben teljesiil, ha
F-= Fj;.
é 7

Bizonyitds. Az ,=" irany trividlis. Megforditva, legyen
T = {[al,b1> X X [an,bn) : ai,bi < R, a; < bi, (Z = 1,...,71)},

ahol b; = a; esetén [a;,b;) := 0. Ez n = 1 esetén trividlisan félgytir(i, igy a 2.19. tétel
miatt tetszOleges n-re is az. Masrészt R™ el6all megszamlalhatoan végtelen sok T -beli
halmaz unidjaként. A 8.42. tétel miatt

Qg([a1,b1) X X [anabn)> = Al(zll),bl ~ ._A(’Z)’ang:
= AL, ALY, Fy= Qg (lan,bi) X - X [an, b)),

C = an,bn M

azaz Qz (T') = Qz (T) VI € T. A 3.14. tétel miatt o(7T) = B(R"), tovabbd a 8.33. té-
telbdl Qg és Q; o-véges mértékek az (R™, B(R™)) mérheté téren. Mindezek alapjan
a 2.47. tétel (Caratheodory-féle kiterjesztési tétel) miatt Qs = Qy- ]

8.46. Példa. Legyen n € N, H € B(R"), \"(H) € R,. A £ = (&, ..., &,) valészint-
ségi vektorvaltozé pontosan akkor egyenletes eloszldst a H halmazon, ha

n 1 n
Fer R" = R, Fe(ar,...,20) = )\"(H))\ (((—oo,xl) X +oe X (—oo,xn)> DH).
Bizonyitas. Ha é’ egyenletes eloszlast a H halmazon, akkor zq,...,x, € R esetén
Fe(wy, ..o 0) = Qg((—oo,xl) X +ee X (—oo,a:n)) =

— )\n(lH>/\"(((—oo,x1) X e X (—oo,;pn)) ﬂH)_

Az allitas megforditasa a 8.45. tétel miatt igaz. O]
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8.47. Definici6é. A 5: (&1, ..., &) valészintliségi vektorvaltozo abszolit folytonos,
ha Qg abszolut folytonos a A" mérték B(R")-re vett lesziikitésére, azaz ha Qg (B) = 0
minden olyan esetben, amikor B € B(R"™) és A\"(B) = 0.

A kovetkezd tétel a 8.22. tételhez hasonléan bizonyithato.

8.48. Tétel. A E: (&1, ..., &n) valdszintségi vektorvaltozé pontosan akkor abszolit
folytonos, ha A"-m.m. egyértelmien létezik fg: R™ — [0, 00) Borel-mérhetd figgvény,
melyre

Qe(B) = / fed\* VB e B(R").
B

Az fg fligguényt a 5 striségfiiggvényének, vagy a &1, ..., &, valdsziniséqgi vdltozok
egylttes strlségfiiggvényének nevezziik.

8.49. Megjegyzés. A Radon—Nikodym-tételbol kévetkezGen fg = %, ahol \'™ a
A"-nek B(R™)-re vett lesziikitése.
8.50. Tétel. A 5: (&1, ..., &) valdszindiségi vektorvdltozo pontosan akkor abszolut

folytonos, ha létezik olyan fg: R™ — [0, 00) Borel-mérhetd figgvény, melyre

Fe(@n, ... ) = / fedX" V(1. 2,) € R

(—00,x1) XX (—00,2n)

Ekkor fg a 5 striségfigguénye.

Bizonyitas. » ,=" Ha E abszolut folytonos és 5 a striségfiiggvénye, akkor

Fg(:cl, ceyTy) = Qg((—oo,xl) X oo X (—oo,:cn)) = / fedA™.

(—00,x1) XX (—00,Zn)

> <7 A 8.42. tétel miatt Qg ([ar,b1) x -+ X [ay, bn)) = A((lll),bl . Afﬁiang, amely

a feltételbol kovetkezoen, a differencidk 1épésenkénti végrehajtasaval adodik, hogy
egyenlo az

fedA"
[al,bl)x---x[an,bn)

integrallal, azaz

Qe (T) = /fgd)\” VT €T,
T
ahol T ugyanaz, mint a 8.45. tétel bizonyitdsaban. Legyen

Q(B) = / feA\" VB € B(R").

Ekkor a 7.1. tétel miatt (R", B(R"), Q) mértéktér. Mivel Qg mérték, és Qz = Q
a T félgylirtin, ezért a 2.47. tétel (Caratheodory) miatt Qs = Q a o(7) = B(R")
halmazon is. Ebbdl a 8.48. tétel miatt kovetkezik az allitas. O
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8.51. Tétel. Ha a E: (&1, ..., &n) valdszindségi vektorvaltozohoz létezik olyan Borel-
mérhetd fz: R" — [0, 00) figgvény, melyre

1 Tn
Fg(l‘l,,l’n)://fg(tl,,tn)dtndtl \V/(ZL'h...,In)GRn,

akkor 5 abszolit folytonos és fg a gsﬁfr’ﬁségfu’ggvénye.

Bizonyitas. Legyen

:/fgd(Ax---x)\) VB € B(RY).

Ekkor a 7.1. tétel miatt (R™, B(R™), Q) mértéktér.

Fg($1,..., —kh_g)lo/ /fé t, ..y ty)dt, - dty =

= lim / / fedA--- dA = (6.13. tételbd])
[x1—k,z1] [zn—k,xn]

= lim / fed(A x -+ x A) = (Q folytonosséga miatt)
[x1—k,z1]X X [xn—k,xn]

— / Fed(A x --- x A) = (5.19. tételbs])

(—00,21) X v X (—00y2n)
— / fed™.

(—00,x1) XX (—00,Zn)

gy a 8.50. tétel miatt kapjuk az allitést. O

8.52. Tétel. Ha f: R™ — [0, 00) Borel-mérhetd figgvény és [ fdA\™ = 1, akkor létezik

olyan abszolut folytonos valdsziniiségi vektorvdltozo, melynek f a striségfigguénye.

Bizonyitds. Legyen Q(B) := [ fdA\" VB € B(R™). A 7.1. tétel miatt (R”, B(R"), Q)
B

mértéktér, masrészt Q(R™) = [ fdA™ = 1, igy (R", B(R"), Q) valdszintiségi mezo.
Ebbdl a 8.34. tétel miatt 1étezik olyan abszolut folytonos valdszintiségi vektorvaltozo,
melynek Q az eloszlasa. Igy a 8.48. tétel miatt igaz az allités. O]

8.53. Tétel. Ha a {: (&1, ..., &) wvaldszindségi vektorvaltozo abszolit folytonos,
akkor a &1, ..., &, valosziniiségi valtozok mindegyike abszolut folytonos, tovabbd

fe(z / /f£ (€1, an) A1) - - AN(@e1) AN (@ir1) - - - A (@)

mindeni1=1,...,n és x; € R esetén.
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Bizonyitds. Legyen B € B(R). Ekkor

Q. (B) = Q¢ (R x B) / fedX® = /fngn Lo AN =

R"—1xB

= \/ngRnfled(/\ X o+ X )\) =

_/(/ [ T m) ) - AN ) ) AN,

gy i = n esetén az 4llitds bizonyitott. A tobbi i-re hasonlé az eljérés. O]

8.54. Tétel. Ha f;: R — [0,00) (i = 1,...,n) olyan Borel-mérhetd figgvények,
melyekre [ fidA =1 (i = 1,...,n), akkor létezik olyan abszolit folytonos valdsziniségi
vektorvdltozo, melynek

iR = 10,00), f(x1,...,2,) = fi(z1) - fulzn)

a sturiségfigguénye.

Bizonyitds. Legyen f7: R™ — [0,00), fi(x1,...,2,) = fi(z;) (i =1,...,n). Ekkor
B € B(R) esetén f; HB) = {(v1,...,2) : ff(21,...,2,) € B} = {(z1,...,20) :
fi(z) € B} =Rx---xRx fi'(B) x Rx --- xR € B(R"), hiszen f; Borel-mérhet,
és igy f71(B) € B(R). Ebbdl kapjuk, hogy f; Borel-mérhetd, mésrészt f = fi--- f*.
gy f is Borel-mérhets. Mivel

/fd)\”:/fd)\x---x)\):/---/fd)\---d)\:

—/ /fl 1) fo(zn) X (21) - - AN (7,) =
= [ [ Bala) -l (/fl(xl)d)\(azl)) AN (12) -+ dA (1) =
—/ /fz T2) fo(Tn) AN (T2) - -+ AN (),

igy az eljaras folytatasaval kapjuk, hogy [ fdA* = 1. Ebbdl a 8.52. tétel alapjan
kapjuk az allitast. [l

8.4. Valészinliségi valtozok fiiggetlensége

8.55. Tétel. Legyen (L2, F,P) valosziniiségi mezd, £: Q — R wvaldsziniségi valtozo,
és

o(€):=={¢7(B): B € B(R)}.
Ekkor o(§) olyan o-algebra, melyre o(§) C F teljesil. A o(§)-t a & altal generalt
o-algebranak nevezzik.
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Bizonyitds. Q@ = HR) € o(€). Ha A € o(€), azaz létezik B € B(R), hogy A =

— 1(B), akkor A =0\ A=ER) \E(B) = £ (R\ B) € o(c). Ha A, € o(¢)

(n € N), azaz létezik B,, € B(R), hogy A, = £ (B,,), akkor G A, = G (B, =
n=1 n=1

=¢ ! < oLj Bn> € 0(&). Mindezekbél o(&) o-algebra. Mésrészt £ valbsziniiségi valtozo,
n=1
azaz ¢ 1(B) € F VB € B(R), igy o(§) C F. O

8.56. Tétel. Legyen & valosziniiségi vdltozo és g: R — R Borel-mérheto fiiggvény.
Ekkor g(§) is valoszinidségi vdltozd, tovabbd o(g(§)) C o(§).

Bizonyitds. A 4.14. tétel miatt g(&) valdszintliségi valtozd. Masrészt A € o(g(£))
esetén 1étezik B € B(R), hogy A = (go &) 1(B) = ¢ (g (B)) € o(£), hiszen
97'(B) € B(R) = 0(g(¢)) C o(¢)- O

8.57. Definicié. Legyen (2, F, P) valészintiségi mez6. A &,...,&,: Q — R val6szi-
nliségi valtozokat figgetleneknek nevezzik, ha

P(A;N...NA,) =P(A)--P(A) VA €a(&) (i=1,...,n).

8.58. Tétel. Ha a &1, ...,&, valdsziniiségi valtozok fiiggetlenek, akkor barmely rész-
rendszere is fliggetlen.

Bizonyitas. Legyen A; € o(&§) i =1,...,n—1és A, := Q. Ekkor P(A;N...N
NA,_1)=PAN...NA,) =P(4) ---P(A,) =P(A))---P(A4,.1) = &,..., &
figgetlenek. A &1, ..., &, mas részrendszerére is hasonléan bizonyithatunk. m

8.59. Definicié. A &, ..., &, valosziniiségi valtozok paronként fiiggetlenek, ha koziilik
barmely kett6 fiiggetlen. Végtelen sok valdszinliségi valtozéd akkor fiiggetlen illetve
paronként fliggetlen, ha barmely véges részrendszere fliggetlen illetve paronként
fiiggetlen.

8.60. Tétel. Ha a &, ... &, valdsziniségi vdltozok fiiggetlenek, és g1,...,gn: R —

R Borel-mérhetd figguények, akkor a g1(&1), ..., gn(&n) valdszindiségi vdltozok is
fliggetlenek.
Bizonyitds. A tétel abbdl kovetkezik, hogy o(g;(&)) C o(&) (i =1,...,n). O

8.61. Tétel. Legyen & = (&1, ..., &) valdszintiségi vektorvdltozo. A &y, ..., &, vald-
sziniiségi valtozok pontosan akkor fiiggetlenek, ha Qg = Qg X X Qg
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Bizonyitis. ™ =" Legyen T' =Ty x --- x T,, € T, ahol T ugyanaz, mint a 8.45. té-
tel bizonyitdsaban. Ekkor Qz(T) = P(§ € T) = P(& N (Ty) N ... N &N T,)) =
= P(ffl(Tl)) ’ "P(éﬁl(Tn)) = le(jjl) T Q§n<Tn) = (le Xoeee X an)(T) Tehat
Qg: Qg, X -+ X Qg, a T félgylirtin. Igy a 2.47. tétel miatt Qg: Qg XX Qg a
o(T) = B(R) halmazon is.

» <" Legyen A; € 0(&) (i =1,...,n), azaz létezik B; € B(R), hogy A; = & 1(By).
Ekkor P(A;)---P(A,) =P(& € By)---P(&, € B,) = Qél(Bl) Qg (Bn) = (Qg, %
XX Qe J(BiXx X By) =Qz(Bi X+ xBy) =P({ € By x---xB,) =P({& €
eBitN...n{ € B})=PAIN...NA,) = &,...,§, fliggetlenek. O

8.62. Tétel. Legyen & = (&1, ..., &) valdszintiségi vektorvdltozo. A &, ..., &, vald-
szintségi valtozok pontosan akkor fiiggetlenek, ha

Fe(@i, ..o n) = Fey(21) - Fe,(2)  Vau,... 2, €R

Bizonyitas. » =7 A fiiggetlenség és a 6.10. tétel szerint

Fg(ajl, cey ) = Qg((—oo,xl) X - X (—oo,a:n)):
= le ((_007 $1)> v an ((_007 xn)): FEl ('rl) e an(xn).

> =" Az (R, B(R"), Qg x -+ x Qg ) valésziniiségi mezd, igy a 8.34. tétel sze-
rint 1étezik 77 valoszintliségi vektorvéaltozo, melynek Qg x--- X Qg az eloszlasa.
Ekkor Fy(z1,...,7) = Qg ((—00,21)) Qg, (=00, 7)) = Fe,(z1) -+ Fe, () =
= Fg(xl,...,xn) —> 8.45. tétel szerint Qg: Q7 = Qg XX Qg = &1y, &0
fiiggetlenek. m

8.63. Példa. Legyenek &, ..., &, fliggetlen valdszintiségi valtozok, n € N és H; €
€ B(R), \(H;) € R, (i = 1,...,n). Ha & egyenletes eloszlast a H; halmazon
Vi=1,...,n esetén, akkor {: (&1, ... ,&,) egyenletes eloszlast a H := Hy X -+ x H,
halmazon.

Bizonyitds. A 8.62. tétel és a 8.20. példa miatt x1,...,x, € R esetén

n n A\ (—o0,z;) N H;
Fe(r1,...,m,) = l:lng(xl) =11 <( /\<Hi)) ) —

. ) i=1
- )\n(Hl e X Hn)/\ <<<_OO,I1) ﬁH1) X+ X ((—oo,xn) ﬂHn)) =

1

= ) A”(((—oo,xl) X oo X (—oo’xn)) ﬂH),

Ebbdl a 8.46. példa alapjan kovetkezik az allitas. O
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8.64. Példa. A 8.63. példa alkalmazasaként kiszamoljuk annak a valdszinliségét,
hogy &n kisebb %—nél7 ha & és n fliggetlen, az [%, 1] intervallumon egyenletes eloszlast
valészintiségi valtozok. Ekkor (£,71) a 8.63. példa alapjan egyenletes eloszlasi a
H = [1,1] x [}, 1] halmazon. gy

A= {(w,y) eR?:zy < 1}

2
jeloléssel
1 N(ANH) )
1
1 1
.y /—d | =2m2-1.
/22T "
2
8.65. Tétel. Legyen {: (&1, ..., &) diszkrét valdszinliségi vektorvaltozd, azaz az
értékkészlete megszamlalhato szamossagiu. A &, . . ., &, valosziniségi valtozok pontosan

akkor fiiggetlenek, ha

p (ﬁ{& = %}) =P =a1) P =a2,) Y(o1,...,2,) € Rz,

Bizonyitds. > =" P (A& = ai}) = PEe fa} x -+ x {an}) = Qg (fa} x -+ x
x{zn}) = Qe ({71}) - Qg ({2n}) = P(&1 = 21) - - - P(&n = 1)
> <" Legyen ay,...,a, € Rés A; := Re, N (—00,a;). Ekkor

Fe(ai,...,a,) =P (ﬁ{gi < ai}> =P (ﬂ {& =a:i}) -

i=1x;€A;

igy a 8.62. tétel alapjan &, ..., &, figgetlenek. O]

8.66. Tétel. Legyen 5: (&1, ..., &) abszolit folytonos valésziniségi vektorvaltozo.
A &, ... &, valoszindiségi valtozok pontosan akkor filiggetlenek, ha fg = fe, o fe
A X oo X A-m.m.

n
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Bizonyitds. » =" Legyen Q(B) = [ fe, -+ - fe,, dA\" VB € B(R"). Ekkor a 8.54. tétel
B

miatt (R", B(R™),Q) valésziniiségi mez6. Tekintsiik a 8.45. tétel bizonyitdsaban
szerepl6 T halmazt, és legyen T' =T x - - - x T, € T. Ekkor a fiiggetlenség és a Fubini-

tétel miatt Qg (T) = Q, (1) -+~ Q, (T, )fkﬂk N

= Q(T) = 2.47. tételbol Qe=Q =38 48 tétel és a Radon leodym tétel miatt
fgz f&"'f{n A X -+ X A-m.m.

> ”<:77 Fg(l.l,__.,xn) — f fgd)\n — f fél "'ffnd)\n =
(—00,@1) X+ X (—00,Tn) (—00,x1) X+ X (—00,Tn)
= [ fad\--- [ fe, dN=Fg(xq) - Fe, (z,) = 8.62. tétel miatt &;,...,&,
(_OO7$1) (—oo,zn)
fiiggetlenek. ]

8.67. Tétel. Legyenek (21, F1,P1), (Qa, Fo, Pa) valdszintiségi mezdk, & : O — R,
&1 Qo — R waloszindiségi valtozok. Ekkor létezik (Q, F,P) valdsziniiségi mezd és
m,n2: 8 = R fiiggetlen valoszinidségi vdltozok, hogy Q, = Qg €5 Q,, = Qy,.

Bizonyitds. Legyen (€, F,P) azon fiiggetlen kisérletek valdszintiségi mezdje, mely az
(Q1, F1,P1), (Qq, F2, Ps) valosziniiségi mez6kbél jon létre, ny: Q — R, ny(wy, ws) =
=&1(wr) és Mo Q= R, my(wr,wa) = &a(ws).

Ekkor F,,(z) = P(m < z) = P({(w1,w2) € Q: &(wn) < 2}) = P{& < o} X
x o) = P1(& < 2) Po(a) = Pi(§ < 1) = Fe, (7)) = Q,, = Q. Hasonléan kapjuk,
hogy Qﬁz - QEQ‘

Elp oy (21, 22) = P({m < z1}0{me < 22}) = P({& <21} x{& < x2}) =P1(& <
< 21) Po(& < x9) = Fe, (21) Fey(22) = Fy, (21) Fy, (22) = 11, 12 fliggetlenek. O

8.68. Tétel. Ha & és n fuggetlen valdsziniségi vdltozok, akkor

Fein(z /Fga:—fu dQ,(v) VreR.

Bizonyitds. Legyen x € R rogzitett és A := {(u,v) € R? : v + v < z}. Ekkor
Pery(a) = P(E+ 1 < 2) = P(Em) € 4) = [X4dQe,) = [ Xad(Qe ¥ Q)=

fliggetlenség Fubini

= [ XadQedQ, = [ dQg(u)dQ,(v) = [ Fe(z —v) dQ,(v). —~

—00,2—0)

8.69. Tétel. Ha & és n fiiggetlen valosziniségi vdltozok, tovabba & abszoliut folytonos,
akkor € + n is abszolit folytonos és

fery(x /fgx—v dQ,(v) VreR.

Ha még n is abszolut folytonos, akkor

fera(@) = [ felw = v)fy(0) dA(v) VR,
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Bizonyitas. A 8.24. és 5.61. tételek miatt

Fz=v)= [ fel@)dM@) = [ fel@)X(neo(@) dN(w) =

(—o00,2—v)

—/fgx—v)X(ooz w(z —v)dA(z /fgx—vx(ooz()d)\(x).
Igy a 8.68. és a Fubini-tétel miatt

Fey(z / Fe(z — v) dQ, (v / / Fe(@ = V)X ooy (x) AN () dQ, (v) =
= [ [ fela = X (@) dQ, () dA(a) =
= [ Xl / felw = v) dQ, (v) dA(z) =
[ [ fele = vy aq, () are).

(—OO,Z)

Ebbol a 8.24. tétel miatt kapjuk az allitast. A Fubini-tételt azért hasznalhattuk, mert
ag:R? =R, g(z,v) = fe(r — v)X(—ooz)(x) figgvény nemnegativ és Borel-mérhetd,
fgy A x Q,-szerint létezik az integrdlja.

Ha 7 is abszolit folytonos, akkor a 7.9. tételbdl fei,(x) = [ fe(z —v)dQ, (v) =

= [ felw = v) G ) AN (0) = [ fe(@ = v) f,(v) AN(v) = [ fe(w = v) f,(v) dA(v), ahol
X a A-nak B(R)-re vett lesziikitése. O

8.70. Példa. Ha 5 és 17 fuggetlen standard normalis eloszlasi valoszintiségi valtozok,
akkor f5+77( ) 7 T4 VI' € R.

Bizonyitds. Az el6z8 tételbél, t := v/2(v — ) helyettesitéssel kapjuk, hogy

[e.e] o

1 _@=w)? 2
fernl@) = [ oo =v)p)do= o [ 5 e dv=
1 22 7 212 1 2 21
= e T (-5 q ——‘T/ 5 dt =
277e Zoe v 27re 7006 V2
1 :1:2 ]_ z2
= T Hdt = ——e T 0
NG o) SN

8.71. Tétel. Ha & és n fiiggetlen valdsziniségi vdltozok, akkor
x
an(ﬂf) = / Fg <U> dQn(U) +
(0,00)

[ (=R (D) -P(6=2)) 40 + e, (0) Pl =0) VaeR

(_5070)
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Bizonyitds. Legyen x € R és A := {(u,v) € R? : wv < 2}, A, ;=R haz > 0 és
A, =0, ha x < 0. Ekkor

Fep(w) =P(n<z)=P((§n) € A) = /XA Qe =

fliggetlenség

= [Xad(Qex Q)= [[ X4aQcaq, =

Fubini
_ / /XAngdQ + / /XAngdQ +//XAdQ§dQ _
(0,00) (=00,0) {0}
-/ / AQ(0) dQ,(v) + | / AQq(u) dQ, () + [ [dQe(u)dQ,(v) =
(0,00) (—00,%) (—50.0) (2 {0} A

= [ P(e<i)dom+ / (§>U)dQn(U)+/dQ§P(77:O):
(0,00) 00,0)

(2 1 () (e age e re =i
(0,00)

(—00,0)

8.72. Tétel. Ha & ésn fiiggetlen valosziniségi vdltozok, & abszoliut folytonos ésn # 0
m.b., akkor &n is abszolut folytonos és

fa@ = [ wke(%) a0 veer
R\{0}

Ha még n is abszolut folytonos, akkor

fen(z) = / Hfg( )fn( YdA(v) Vz €R.

R\{0}

Bizonyitds. Legyen z € R. Ekkor a feltételek miatt P (é = f) = 0 minden v # 0

esetén és P(n = 0) = 0. Igy az el6z6 tétel szerint

Fo)= [ R(Z)aQw+ [ dao- [ F(2)daw =

0,00 —00,0 —00,0

A 8.22. tétel szerint [ fe dA = Q¢(R) = 1, igy hasznélva az 5.61. tételt, kapjuk, hogy

[aQ,@) = [ [ few) drw) aq, v //’ fg() (2)dQ,(v), (8.7)

(—00,0) (—00,0)

R(3)= [ dine facmnin [ () s () o =

7007

illetve
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Jite (2) X (@ dMa) = [ hfe(2) dAa), hav>0,

(—OO,Z)

Fife () Xeom@N@) = T 5fe (2) M@, hav <o,

(8.8)

A (8.6), (8.7) és (8.8) képleteket felhaszndlva kapjuk, hogy

Fanlz / /m (7) pwao //Hff() () 4Qy ()=

_ / / o — fe < ) d\(z) dQn(v) = (Fubini-tétel szerint)

(—00,0) (2,00)

/ /||f5()dQ v)dA(@ +//||f5(>dQ() A&}
_/ / <v) dQ, (v) d\(z) =

(2,00) (—0,0
/ /Iv|f§ (v) AQ(v)d / /| fe <i) ,(V) dA(z) =
/ /|v|fg (3) dQ,d / /Mfe (%) dQ,(0) di@) =
(—00,2) (000 o
-/ / Mfg( >dQ,7(v)d/\(:z:).
(—o0,2) R\{0}

gy a 8.24. tétel miatt &n abszolit folytonos és fen(z)= [ |v|f§ ( ) dQ,(v).
R\{0}

Ha még 7 is abszoliut folytonos, akkor fe,(z) = R\{O} \vlff ( ) ) dN(v) =
S Ivlff ( ) fn(v) dA(v), ahol A" a A-nak B(R)-re vett lesziikitése. O
R\{O}

Az elozo tétel alkalmazasaként megmutatjuk, hogyan lehet eléallitani egyenletes
eloszlasbol standard normaélis eloszlast.

8.73. Példa (Box—Muller-transzformacio). Legyenek a & és n valésziniiségi valtozok
fuggetlenek és a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlastak. Ekkor /—21n & cos(27n)
standard normaélis eloszlasu.

2

Bizonyitis. Ha x > 0, akkor P ( —2In¢ < :L‘) =P (f > 6_122> =1—e 7, illetve
ha x < 0, akkor P ( —2In¢ < x) =0. gy v/—2In¢ stirfiségfiiggvénye
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Ha —1 < 2 <1, akkor
1 1 1
P(cos(me) < x) =P ( arccosx < 1n < 1 — — arccos x) =1— —arccosz.
2m 2T T

P(Cos(27rn) < x) = 1, ha z > 1, illetve P(COS(27T77) < x) = 0, ha 2 < —1. Igy
cos(2mn) stirtiségfuggvénye

/
1— Yarccosz) = , ha —1<ax<1,
g(x) = ( K ) mimett
0 kilonben.

Igy /—2In¢€ cos(2mn) stirtiségfiiggvénye tetszéleges € R helyen

-G [ () o

S v
Lo [efa-—te® L [ofa- Lot
= ¢ e —ec T— | € = ez,
2m . V21 v2r S V2
Az integrélasban t = v/v? — 22 helyettesitést alkalmaztunk. O

8.74. Tétel. Ha &, n fiiggetlen valdszintségi vdltozok és n # 0 m.b., akkor
Fe(x) = / Fe(zv) dQ, (v) + / (1 — Fe(zv) —P(€ = :m))) dQ,(v) VreR.
(0,00) (—00,0)

(Ahol % nem értelmezett, ami 0 valdsziniséqgt, ott az értéke legyen 0.)

Bizonyitds. Legyen x € R és A := {(u,v) € R*: v # 0,% < z}. Ekkor
P(fn=0}n{{<a})<P(=0)=0=P({n=0}n{i<2})=0=

Fe(w)=P(S<z)=P({n=0}n{f <a}) +P({n#0}n{s <a}) =

n

=P((&n) € A) = /XA Q) = /XAd(Qs X Qn)?//xf‘ Q¢ dQ, =

figgetlenség Fubini

= [ [dwda,e)+ [ [ dQqu)dq,o) + [ [dQ(w)dQ,w) =

(0,00) (—o0,zv) (—00,0) (zv,00) {0} 0

- / P(¢ < av)dQ,(v) + / P(§ > 2v)dQ,(v) =

(0,00) (—00,0)

_ / Fe(zv) dQ, (v) + / (1~ Felv) = P(€ = 2v)) dQ, (v). O

(0,00) (—00,0)
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8.75. Tétel. Ha & ésn fiiggetlen valosziniiségi valtozok, & abszolit folytonos ésn # 0
m.b., akkor % is abszolut folytonos és

fi(w) = / (o] fe(2v) dQ, (v) Va € R.

Ha még n is abszolut folytonos, akkor

2) = [ [olfe(@v)fy() M) Vo € R.

Bizonyitds. Legyen z € R. Ekkor a feltételek miatt P({ = zv) = 0 minden v € R
esetén. Igy az elozo tétel szerint

Fe(z) = / Fe(20) dQ, (v / dqQ, (v / Fe(20)dQ,(v).  (8.9)

n
(0,00) —00,0) (—00,0)

A 8.22. tétel szerint [ fed\ = Qg(R) = 1, igy haszndlva az 5.61. tételt, kapjuk, hogy

[, = [ [rwdrwdQ,w) = [ [lulfe(ev)ar@)dQ,m), (8.10)

(—0,0) (—00,0) ( 0,0)
illetve
Feeo) = [ feah= [ FeXC oy dX = [ [0l felwv)X( oo (w0) dA(x) =
(—00,2v)
[ vl fe(2v)X (Zoo,2) () dA(2) :( Ik | 0| fe(xv) dA(z), ha v >0,
= TooE 8.11
[ o] fe(x0)X (2,00 () dA(2) :( f) 0] fe(xv) dA(z), ha v < 0. (8.11)

A (8.9), (8.10) és (8.11) képleteket felhasznalva kapjuk, hogy

= [ ] blfeav)ar@)dq,@) + [ [lolfeav) dra) dQ,v)-

(0,00) (—00,2) (—00,0)
/ / o] fe(zv) dA(z) dQ, (v) = (Fubini-tétel szerint)
(—00,0) (2,00)

= [ [ Bl arx@) + [ [ olfan) dQ, ) di@)-
(=00,0)

(—00,2) (0,00)

=[] Wlfelev) dQ,(v) d(@) =

(2,00) (—0,0)

-/ /MﬁMHM() o)+ [ [ oleer) dQ, ) dA () =

(—00,2) (0,00) (—00,7z] (—0,0)

:/ /|v|f§(xv)dQn(v)d/\(a:)+/ /Ivlfg(wv)dQn(v)de):

(—00,2) (0,00) (—00,z) (—00,0]
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= [ [ lfelev) aQ,(v) dA(@).

(—OO,Z)

Igy a 8.24. tétel miatt % abszoliit folytonos és fec(z) = [|v|fe(2v) dQ,(v). Ha n is
abszolut folytonos, akkor fe(x) = [|v|fe(zv) s (v)dN (v) = [ |v|fe(zv) f,(v) dA(v),

ax
ahol X a A-nak B(R)-re vett lesziikitése. O

8.76. Példa. Ha ¢ és n fiiggetlen standard normaélis eloszlast valoszintiségi valtozok,
akkor % Cauchy-eloszlas.

Bizonyitds. Az el6z6 tétel miatt

7 ]_ 7 z2 2 1 b z2 2
f%(x) :_/ [v|p(zv)e(v) dv = 27r_/ |v|e’1+2 Y do = ;/ve’pr2 U dv =

1
= — lim {—

T t—o0

1 _Haﬁvzr 1
0

- =" [l
1+22° i (1 + 2?)

8.5. Varhaté érték

8.77. Definicié. Legyen (92, F,P) valosziniiségi mezo és £: Q — R valdszintliségi
valtozo. Azt mondjuk, hogy &-nek [étezik varhato értéke, ha £-nek létezik integralja
P-szerint. Ekkor az

Eg::/gdp

értéket a & vdrhato értékének nevezziik. Ha £ integralhaté P-szerint (azaz 1étezik
integrélja és az véges), akkor azt mondjuk, hogy &-nek létezik véges varhato értéke.

A kovetkezo tétel az integral kordabban mar bizonyitott tulajdonsidgainak atfogal-
mazasai varhato értékre.

8.78. Tétel. Legyen (2, F,P) waldsziniségi mezd és £,m: Q — R wvaldsziniiségi
valtozok.
@ E&T és EE mindig [étezik.

@ Pontosan akkor AEE, ha EET e Rwvagy EE™ € R, és ekkor EE=E(H —E&.

® Pontosan akkor létezik £-nek véges vdrhatd értéke, ha EET € R és EE™ € R.

@ Ha dEE és & =n m.b., akkor dEn és EE =En.

® Pontosan akkor létezik £-nek véges varhato értéke, ha |£|-nek létezik véges
vdrhato értéke, és ekkor |E&| < E|].

® Ha dEE ésc e R, akkor IE(c) és E(c€) = cEE.

@ Ha E&+ En létezik, akkor IE(§ +1n) és E(E+n) =E{+ En.

Ha & <nm.b. ésIEE > —oo (vagy IEN < 00), akkor IEE és IEn, tovdbbd
E¢ < En.

® Ha |€| < 1 m.b. és n-nak létezik véges vdarhato értéke, akkor {-nek is létezik
véges vdarhato értéke.

® HaceR és&=cmb., akkor £-nek létezik véges varhato értéke és E& = c.
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RN

A @O az 5.21. tételbol kpvetkemk. A ® bizonyitasahoz legyen A := {f = c}. Ekkor
P(A) =16 P(A) =0.Igy E€ = [£dP = [EdP + [£€dP = [&€dP = [cdP =
A A A A

=c[XadP =cP(A) =c. O

A kovetkezd harom tétel szintén az integral kordbban mar bizonyitott tulajdonsé-
gainak atfogalmazasai varhato értékre.

8.79. Tétel (Fatou-lemma). Ha (£, F,P) valdsziniiségi mezd és &,: 0 — R nemne-
gativ értéki valdszindiségi valtozok ¥n € N-re, akkor imE¢,, > E(lim¢,).

8.80. Tétel (Monoton konvergencia tétel). Legyen (2, F,P) wvaldsziniségi mezd és
&n Q0 — R nemnegativ értéki valdsziniiségi valtozok Yn € N-re. Ha & < & < ...,

akkor nll_)rlolo E¢ =E ( lim fn)

n—oo

8.81. Tétel (Majoralt konvergencia tétel). Legyen (2, F,P) valdsziniiségi mezd és
n,&,&n: @ — R (n € N) valdsziniségi valtozok. Ha n-nak létezik véges varhato értéke,
1€0] < om.b. ¥n € N-re és lim &, = § m.b., akkor §-nek és &y-nek is létezik véges
varhato értéke Vn € N-re, tovdbbd nh_g)lo E&, =EE és n11_>r£10E &, — &| = 0.

8.82. Tétel. Nemnegativ & valosziniségi valtozonak pontosan akkor létezik véges

virhatd értéke, ha > P(€ > n) € R.
n=1

Bzzonyztas Legyen Ay = {k E<k+ 1}

k=0 Ay,
<Y [&dP = [£dP = E¢ = allités.
kE=0A,
> <" EE=[edP =3 [€dP< Y [(k+1)dP =3 [kdP+ > [1dP =
k=0A, k=0A, k=0A, k=0A,
=Y PE>=n)+[1dP =Y P(>n)+P(Q) =X P >n)+1— &llitdss. [
n=1 Q n=1 n=1

8.83. Megjegyzés. Az el6z6 bizonyitasbol kideriil, hogy nemnegativ £ valdszintiségi
valtozo esetén . .

Y PE=n Z (&>n)

n=1 n=1

8.84. Tétel. Ha £2-nek és n*-nek létezik véges vdarhato értéke, akkor &-nek, n-nak és
En-nak is létezik véges vdarhato értéke.

Bizonyitds. Ekkor $(&? +n?)-nek létezik véges varhato értcke, tovabbd |n| < 1(€2 +
+n?), amib6l kovetkemk hogy &n-nak 1étezik véges varhato értéke. Ha specidlisan
n =1 m.b., akkor ez azt jelenti, hogy &-nek létezik véges varhaté értéke. (Hasonlbéan
n-ra.) O
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8.85. Definici6. Legyen £ véges varhato értékii valoszintiségi valtozo. Ekkor a
D*¢ := E(¢ — E¢€)?

értéket & szordasnégyzetének nevezzik. A D& = (/E({ — E&)? értéket £ szdrasdnak
nevezzuik.

Ha & véges varhato értéki, akkor (€ — E €)? nemnegativ valdszintiségi valtozod, igy
varhato értéke, azaz £ szorasa létezik.

8.86. Tétel. Ha & véges vdrhato értéki valosziniségi valtozo, akkor
D*¢ =E& - E*¢.

Bizonyitds. Mivel €2 > 0, ezért 1étezik varhaté értéke. Igy D¢ = BE(€2 — 26 E¢ +
+E?6) =E¢ —2E¢EE+ E* ¢ =B — B¢ O

8.87. Tétel. A & wvaldsziniségi vdaltozonak pontosan akkor létezik véges szordsa, ha
E2-nek létezik véges vdrhato értéke.

Bizonyitds. » =" Lattuk, hogy D*¢ = E£2 — E?¢, igy, ha ez véges, akkor E &2 is
az.

» <" Ha &2-nek létezik véges varhaté értéke, akkor &-nek is, igy létezik szérés,
tovabbd D? & = E£2 — E? € miatt ez véges. O

8.88. Tétel (Markov-egyenlStlenség). Ha & wvaldsziniségi valtozo, & = 0 m.b. és
0<c<oo, akkor E€ > cP(€ = ¢).

Bizonyitds. £~ = 0 m.b. = 5.6. tétel ® pontjabdl EE&™ = 0 = 5.6. tétel @
pontjabdl E¢ = B¢t —E&™ =E&T > cP(EF > ¢) = cP(€ > ¢). O

8.89. Tétel (Csebisev-egyenlétlenség). Ha & véges vdrhatd értéki valdsziniségi
vdltozé és € € R,, akkor P(|¢ — E¢] > ¢) < ZE.

Bizonyitds. Legyen ¢ 1= % és n = (£ — E&)?. Ekkor cre és n-ra teljesiilnek a
Markov-egyenlétlenség feltételei, igy P(|¢ — E¢&| > ¢) =P(n > ¢) < 22 D¢ O

c €2

A kovetkezOkben azt vizsgaljuk, hogy hogyan lehet kiszamolni kiillonb6zo esetek-
ben a varhato értéket.

8.90. Tétel. Legyen & tetszoleges valosziniségi valtozo. Ekkor

Elgl= [ (1-Fg) dr= [P(el > 2)dz = [ P(¢ > 2)do.
0 0

(0,00)
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Bizonyitds. |(w)| = I X, e dA Vw € Q = E¢| = /X,y dAdP ?

Fubini-tétel

= [/ X(0,)ep AP dX = [ EX(g,j¢) dA. Mdasrészt

1, ha0<ax<[¢(w)],
0, haz <0 vagy |{(w)] < =,

X0, (%) = {

igy EXoje)(z) = P(z < [€]) = 1 — Fig(z), ha © > 0 és EX(g¢)(z) = 0, ha z < 0.
Mindezekbol kapjuk, hogy

B¢ = / (1 Fg) dn.

(0,00)

Mivel 1— Fj¢) monoton fiiggvény, ezért a szakadasi helyeinek halmaza megszamlalhato.
Ebbdl kovetkezben 1— Fj¢| Riemann-integralhaté és 1 —Fie|(z) = P(|¢] > =) = P(|¢]| >
> x) Am.m. x € R esetén. Ebbél kévetkezik az allitas. ]

8.91. Tétel. Legyen & valosziniiségi valtozo és g: R — R Borel-mérhetd fiigguény.
Ekkor g(§) wvaldszintiségi valtozd, tovabba g(&)-nek pontosan akkor létezik vdrhato

érteke, ha [ gdQg létezik. Ekkor Eg(§) = [ gdQ;.

Bizonyitds. A 4.14. tétel miatt g(&) valdszintiségi valtozo.
» Legyen g egyszerii Borel-mérhet$ fiiggvény, melynek értékkészlete {ci,...,c,}.

Ekkor B; :={z e R:g(zx)=¢} € BR) (i=1,...,n) és g = iciXBi =
i=1
Eg(6) = X aP(g(€) = ¢)) = LeP(E € B) = L eQu(B) = ¥ e[ Xp, dQ =

=/ Zf:l ciXp, dQ¢ = [ gdQ;. Tehat egyszert Borel-mérhetd g-re teljesiil a tétel.

» Most legyen g nemnegativ Borel-mérhet¢ fiiggvény. Ekkor az approximacios tétel
miatt léteznek olyan nemnegativ valés értékii Borel-mérhetd egyszert g, fiiggvé-
nyek, melyekre ¢g; < go < ... és nh_}rgo gn = ¢ teljesiil. Igy az elézé pont és Beppo
Levi monoton konvergencia tétele miatt [ gdQ, = fr}gngo In dQe = Jljﬁlofgn dQe =
— lim Egu(€) = lim [g.(6)dP = [ lim g,(€)dP = | g(€)dP = Eg(€). Tehst
nemnegativ Borel-mérhet6 g fliggvényre is teljesiil az allitas.

» Ha ¢ tetszéleges Borel-mérhetd fuggvény, akkor az el6z6 pont miatt Eg(§) =
= E(g(§)" = E(g(§))” = Eg™(§) —Eg~(§) = [g"dQc — g~ dQ¢ = [(g* -
—g7)dQ¢ = [ 9dQe. Felhasznéltuk, hogy (g(£))" = g(§)Xge)>0p = 9(§)X(g>0}(§) =
= (9X4g>01)(§) = g™ (£) és hasonléan (g(£))™ = g7 (§). O

A kovetkezd tétel a 8.91. tételhez hasonléan bizonyithato.

8.92. Tétel. Legyen £ = (&1, ..., &n) valdszintiségi vektorvdltozo és g: R™ — R Borel-
mérheto figguény. Ekkor g (5) valosziniiségi valtozo, tovdbbad g (f)-nek pontosan

akkor Iétezik virhatd értéke, ha [ gdQg Iétezik. Ekkor Eg (€) = [ gdQg.
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8.93. Tétel. Legyen a & valdszindiségi vdltozo értékkészlete {x; : i € I}, ahol I C N,
és g: R — R Borel-mérhetd fiigguény.
® Eg€) = X g(x,) P(€ = z;). Az egyenldség ugy értendd, hogy a két oldal
el

eqyszerre létezik vagy nem létezik, és ha létezik, akkor egyenloek.
@ Pontosan akkor létezik g(&)-nek véges varhaté értéke, ha Y |g(x;)| P(§ = x;) €
i€l

e R.
@ Pontosan akkor nem létezik g(&)-nek vdrhato értéke, ha > g% (x;) P(§ = ;) =

iel
=00 és > g () P(§ =x;) = o0. )
i€l

Bizonyitds. Legyen p: B(R) — [0 oo] szamlaléo mérték. A 8.91., 7.9. és 8.31. té-
telekbsl Eg(¢) = [gdQe = [ g%ge dp = [ g(x) P(§ = z)du(x) = 2 g(r:) P(€ =
= ;). Ezzel @ bizonyitott. A @ és ® abbdl kovetkezik, hogy @ miatt E gt (§) =

=L g @) PE=z)&Eg (=T g (@) PE =) O
8.94. Tétel. Ha a & wvaldsziniiségi valtozd értékkészlete {x1, ..., x,}, akkor &-nek

létezik véges varhato értéke, és EE =Y x; P(€ = x).
i=1

Bizonyitds. Alkalmazzuk a 8.93. tételt I = {1,...,n} és g(z) = x esetén. O
8.95. Tétel. Legyen a £ valdszindségi valtozo értékkészlete {z; : i € N}.
® Ha &-nek létezik vdrhato értéke, akkor EE = Z x; P& = ;).

@ Pontosan akkor létezik &-nek véges vdrhatd értéke, ha Z |z;| P(§ = ;) € R.

® Pontosan akkor nem létezik £-nek varhato értéke, ha Z z; P(§ = ;) = 00 és

ielt
> 2, P(=wx;) =—00, ahol [T ={i e N:z; 20} és [~ ={i e N:z; <0}.
iel-
Bizonyitds. Alkalmazzuk a 8.93. tételt I = N és g(x) = z esetén. O

8.96. Tétel. Legyen & abszolit folytonos valdsziniiségi vdltozo és g: R — R Borel-
meérhetd fiigguény.
® Eg(&) = [ gfed\. Az egyenldség gy értendd, hogy a két oldal egyszerre létezik
vagy nem létezik, és ha létezik, akkor egyenloek.
@ Pontosan akkor létezik g(&)-nek véges varhato értéke, ha [ |g|fedX € R.
@ Pontosan akkor nem létezik g(&)-nek vdrhatd értéke, ha [ g* fed\ = oo és
Jg fedh = .

@ Ha létezik f g(x)fe(x)dx és f lg(z)|fe(x)dz € R, akkor g(§)-nek létezik

véges varhatd értéke, és Eg(§) = f g(z) fe(z) da
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® Ha Ofo gt (z) fe(z)da = C}o g~ (z) fe(z)dx = oo, akkor g(&)-nek nem létezik

varhato értéke.

Bizonyitds. ® Legyen X a A-nak B(R)-re vett lesziikitése. Ekkor a 8.91. és 7.9. téte-
. d

lekbdl Eg(§) = [gdQ, = fgd(if dN = [gfedN = [gfed\ = O@.

> Az @ miatt EgT(§) = [¢Tfed\ésEg (&) = [g fed\ = @ és O.

> Ha @ feltétele teljesiil, akkor ofo lg(2)|fe(x)de = [|g|fed\ € R = @ miatt

g(&)-nek létezik véges varhaté értéke, és @ miatt ?O g(z) fe(x)dr = [gfed\ =Eg(§)

- @.
> Ha ® feltétele teljesiil, akkor [ ¢g* fedA = [ g~ fe X\ = o0, igy ® miatt ® igaz. [

8.97. Tétel. Legyen & abszolit folytonos valdsziniségi vdltozo.
® E¢ = [zfe(x)dN(z). Az egyenldség ugy értendd, hogy a két oldal egyszerre
létezik vagy nem létezik, és ha létezik, akkor egyenliek.
@ Pontosan akkor létezik -nek véges varhato értéke, ha [ |x|fe(x)dA(z) € R.
@ Pontosan akkor nem létezik {-nek vdrhato értéke, ha [ xfedA(x) = oo és

[0,00)
[ zfed\z) = —o0.
(_0070]
@ Ha [|z|fe(x)dz € R, akkor £-nek létezik véges vdrhato értéke, és EE =
= Jafe(x)dr.
oo 0
® Ha [zfe(r)de =00 és [ xfe(x)dr = —o0, akkor {-nek nem létezik vdrhatd
0 —00
értéke.

Bizonyitds. A 8.96. tételt alkalmazzuk g(z) := z vélasztassal. Itt @-ben nem kell
oo o0 0
kiilon feltenni, hogy [ zfe(z)dx létezik, mert [ |z|fe(z)de = [ (—z)fe(x)dz +

+ j’oxfg(x) dr e R = Ofo:r;fg(x) dz € R és }) (—z)fe(z)dax = — fo zfe(zr)dr € R,
0 0 —o0 —o00
azaz }) rfe(x)dr € R = fo xfe(x)dr + ?Ozfg(x) de = Ofo zfe(x)dr € R. O
—00 —00 0 —00

8.98. Példa. Cauchy-eloszlasu valészinliségi valtozonak nem létezik varhato értéke,
ugyanis

o0 o0

T 1 7 22 1 o 1n )
O/xff“)dxj/mﬂz)dx:zwo T1 2207 = g Jim (4 2%y =00 és

0 0

0
x 1 2x 1 5110
/xfg(x)dx_/w(l—f—xg)dx_ 27r_/ mdx: %nll_)rgo[ln(l—i—x ), = —oo.

— 00 — 00
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8.99. Példa. Ha ¢ standard normalis eloszlasi, akkor E€ =0 és D& = 1.

Bizonyitas. ™ A &-nek 1étezik véges varhato értéke, mert

7 T2 27t 2
zlo(x)dr = /a:e_T dx = lim |:—6_2] =
[ et = 7o S R

2 .
Az integralasban felhasznaltuk, hogy |x|e™2 péros. Igy xp(z) paratlansdga miatt
E{= [ zp(x)dx =0.

.2
» Legyen f(z) :=z és ¢'(x) := xe2 . Ekkor parcidlis integralassal

[e.e] o0 [e.e]
2 2 2 2211 2 22
/ 22o(z)de = —— /9326_7 dz = lim {—xe‘?} - — / —e z dr =
2 2 t—oo 0 2
—00 0 0
2 x T a2 2 1 17 .
= lim o+ /eﬁdx: lim —— + e T dr =1
V 27T T—00 6% V 27T V 27T T—00 Ie% V 277'700
Ezért E &2 véges és értéke 1. Ebbl D*¢ = E€2 — E?¢ = 1. O
8.100. Tétel. Ha &4,...,&, fiiggetlen véges varhato értéki valdsziniiségi valtozok,

akkor & - - - &, is véges varhato értéki, tovibba E& ---&, = E& - - EE,.

Bizonyitds. Legyen £= (&1,.-,&n), g R =R, gi(x) :==2 (i = 1,...,n), tovibba
g: RQ _>R7 g(xlw'wxn) =1 Ty EkkorEglEfn?fglngl fgnngn?
8.91. tétel Fubini

= [9d(Qq x -+ x Q) = J94Q¢ = Bglér,.... &) =E& €. =

figgetlenség 8.92. tétel

8.101. Tétel. Ha & ,...,&, paronként fiiggetlen véges varhato értéki valosziniségi
vdltozok, akkor DQ(S1 +. 4 &) = D?¢ 4+ -+ D%¢,,.

Bizonyitdgs. D*(& + -+ + &) =BG + -+ &) =B (& + - +&) :E<§%+...+
FE+TEG) ~ (Bat o HBEP =BG+ + B+ DEEE ~EG o
17£] v}
~E?6, - S ELEG =D+ + D26, + N (ELE -~ EGEE) = 8.100. tételbdl
i#j i#j
kapjuk az allitast. O
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8.6. Etemadi-féle nagy szamok er6s torvénye

8.102. Lemma (Borel-Cantelli-lemma). Legyen (2, F,P) valdszinidségi mezd és
minden n € N esetén A, € F.

® Ha § P(A,) € R, akkor P < ﬁ oLj Ak> =0.
n=1

n=1k=n

@ Ha Ay, Ag,... figgetlen események, tovdabbd teljesiil, hogy % P(4,) = oo,
n=1
akkor P (ﬁo oLj Ak> =1.

n=1k=n

Bizonyitdis. » P ( oﬁ G Ak) <P ( OLj Ak) < f P(Ay) Vn e N =
k=n k=n

n=1k=n
[CINe] 00 00 n—1
p ( 5 U Ak) < lim 5 P(4;) = lim (z P(4y) — 5 P(Ak)> 0= .
n=1k=n N0 f=p n00 \p=1 k=1
» Az - R = R, f(z) := e * fiiggvénynek = = 0-ban az érintéje az y = 1 — x
egyenes. lgy az f konvexitasa miatt

l—xz<e™® VreR. (8.12)
p(Oa) = p(fm) - fieam - fio-rpay < flere -
k=n k=n k=n f k=n
(8.12)
—exp( > P(Ag) :>n1Ll£%oP<G Ak> =0VneN =
nllgréOP<UAk>_1 Vn e N (8.13)
k=n

P(oﬁ GAk) - li_)mP(U Ak) lim hmP(GAk) _ 11— O
n—oo k=n

n=1k=n

8.103. Megjeqyzés. Vegytik észre, hogy a N U Ay esemény pontosan akkor kovetkezik

n=1k=
be, ha az A;, As, ... események koziil vegtelen sok bekovetkezik.
8.104. Lemma. Ha &,&, ... pdronként fiiggetlen, azonos eloszldsu, véges vdrhato
értékil valészindiségi vdltozdk, akkor mind a 5,65, ... mind a &7,&5, ... valdszindségi

valtozok paronként fiiggetlenek, azonos eloszlasuak és véges vdrhato értékiek.

Bizonyitds. Legyen i,7 € N, ¢ # j.

> Ha 2 > 0, akkor P(§ < 2) = P(§ < x) = P(§ <2) = P(§ < ). Haz <0,
akkor P(§ < x) = 0 = P(§ < x). = &' és & azonos eloszldstiak. Hasonléan
kapjuk, hogy &~ ¢s & is azonos eloszlastuak.

> Ha z; > 0 és ; > 0, akkor P(§f < 2,6 < @) = P(& < 2,§ < z;) =
=P(& < 2)P(§ < z;) = P(§" < 23) P(& < ;). Ha z; < 0 vagy z; < 0, akkor
P& < 2,8 < xj) =0 =P < 2)P(§f < z;). = & és & figgetlenek.
Hasonlban kapjuk, hogy &;” és &; is fuggetlenek.

> A 8.78. tétel ® pontja alapjan & és & véges varhato értékiiek. O
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8.105. Lemma (Toeplitz-lemma). Ha lim a, = a €R, akkor lim 1 i a; = a.
n—00 n—oo M |

Bizonyitds. Legyen e > 0 rogzitett. Ekkor ANy € N, hogy n > Nj esetén |a, —a| < 5,
méasrészt 3K > 0, hogy |a; — a| < K Vi € N. Legyen ng := maX{No [2KN°”, és

£

n > ng egész. Ekkor [2ENo) <y < n = 28N <y —
& €

1 €
- < . 8.14
1 n 1 n 1 n 1 No 1 n
Y ai—al=|rY(a—a) < Yla—al = Y |a—al+; ¥ |a;—al <
i=1 i=1 i=1 i i=1 —— i=Ng+1~~——
No<no<n <K <<
< %N0K+ %(n - No)5 < QKENONOK + § = ¢ = allitas. H
———— i
:1_&<1 (8'14)

8.106. Lemma. Legyen a,, by, cy, k, € N (n € N), a k, sorozat monoton névekvd
felilrol nem korldtos, a,c € R, lim ag, = a, lim ¢, = ¢, és ap, < b; < ¢, ha

n—oo
kn <1< kpi1. Ekkor a <limb, és hmb

Bizonyitds. Az ay, és cy, sorozatok korlatosak. Legyen A az ay, sorozat also korlatja
és C' a ¢y, sorozat felso korlatja. Ha ¢ € N tetszoleges, akkor 1étezik hozza n; € N,
hogy k,, < i < kp,41 = A < ak,, < b; < Ch,, S C' — b; korlatos sorozat —
limb,, € R és limb,, € R.

Legyen b;, a b, olyan részsorozata, melyre nhﬁrglo b, = limb,. Legyen H, := {i €
€ N:k, <l; < kny1}. Ekkor H,-nek létezik olyan H,, részsorozata, melyre Hy # ()
Vn € N. Legyen h, := min Hy,. Ekkor k;, <y, < k11 Vn € N = ag, < 0y,
Vn € N = a = lim a, < lim b, = limb,. A tétel masik allitdsa hasonléan

n—oo n—oo n
bizonyithato. |

8.107. Tétel (Etemadi-féle nagy szamok erés torvénye). Ha &1,&s, ... pdronként
fiiggetlen, azonos eloszldsi, véges varhato értéki valdszinidségi vdltozok, akkor

lim — Zfz =E& m.b.

n—oo n

Bizonyitas. Bevezetjiik a kovetkezd jeloléseket :

n n

Sy, = th ni = &X{g<iys Sy = Zm-
=1 =1

Elészor tegyiik fel, hogy &, nemnegativ minden n-re. Ekkor f,, := §X(¢,<n) jeloléssel

fi<fo<... és nh_)rglo f, = &1. Igy a monoton konvergencia tételbdl

Efl = JL%ESIX{&QI} = nlLHOlOEan{gngn} = JLH&OEUH (815)
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Ebbol és a Toeplitz—lemmébél kovetkezden

lim — ES* lim — an = lim En, = E&. (8.16)

n—oo n, n—oo n, 1
1=

Legyen o > 1 és k,, := [a"]. Ekkor € > 0 esetén a Csebisev-egyenlétlenség miatt

9] i} i} 00 D2S* 1 > 1 kn
:ZP(!Skn—ESkn|>skn)<Z 52k§ _€QZ,€2ZD2m\

n=1 n =1
1 &1 S 1
< 2Zk2ZEnz_ 2ZEnz22k2_ ZZ nzzk2 ) (8-17)
€ n =1 i—1 kn>i P €73 1=0 "+l

ahol n; € N olyan, hogy k,,_1 <i < k,,. Ha z,y > 1, akkor [[y% < A = ey}

[zy] —  [wy]
=1+ {[iz}} <2 = zy] < 2[zy] Vr,y > 1 = oli < ol[a™] < 2[ala™] = 2k, 1
(1=0,1,...) = k% <4i2a7? (1=0,1,...) = (8.17) miatt
_ =1 =1
5\82ZE77224Z 2, l:CZﬁEn?:CZZEE@%X{&@}) (8.18)
i=1 i=1 i=1

ahol ¢ = ﬁ € R. Ha w € Q esetén 0 < & (w) < 4, akkor & (w)X{o<g, <i}(w) =
= (w)Xg<ip(w). Ha §(w) = 0 vagy &i(w) > 4, akkor 61( w)Xjo<gr<iy(w) = 0 =

= 51( )X{& 7,}<w)' Tehat f%x{&éi} = §%X{0<51 51 Z X{k<£1<k+1} Igy (8 18)
miatt
o) 1 i—1 o 1
CZ Z E (le{Kglng}) =c Z D) (51X{k<£1<k+1}) Z = <
=1 " k=0 k=0 i=kt1?
2 T 1
<c Z E <§1X{k<§1<k+1} / dr =c Z B <51X{k<§1 k:—H}) 7 <
— / —
< 2¢ Z E ( 51 X{k<£1<k+1}> (8.19)

Ha w € NQesetén k < & (w) < k+ 1, akkor %Hff(w)X{k&ng}(w) = k%rl{’%(w) <

aéiWw) = &) = &)X <k (w). Ha &(w) <k vagy &(w) > k + 1,
akkOl‘ m& (W)X gh<gr <k} (@) = 0 < & (W)X kg <hiy (W) Tehdt Z7E X ey <hiny <
< & X (petr<hry- gy (8.19) miatt

n—1
A; <2c Z E (§1X{k<§1<k+1}) = 2c lim Z E (§1X{k<51<k+1})
k=0
=2c lim E (€1X{0<§1<n}) : (8.20)

E

a w

— &
&i(w

= 1

€ Qesetén 0 < & (w) < n, akkor & (w)Xjo<g, <nt (W) = &1 (W) Xqo<e, <ny (W
w)X(gr<n}(w). Ha & (w) = 0 vagy & (w) > n, akkor & (w)Xqo<g <ny(w) =
)X¢ <n}< w). Tehat &1 X(0<e,<ny = E1X(e,<ny- 1y (8.20) miatt

A, < QCJg%E (€1X{£1<n}) ? 2cE& € R.

(8.15)

) =
0
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Tehat A, definiciojabol

ad St — E ST
ZP(M}s) eR Ve>0.
n=1 n

Igy a Borel Cantelli-lemma alapjén 0 annak a valészintisége, hogy tetszélegesen

., , Sy —ES
rogzitett € > 0 esetén 1S5,

kn
hogy lim (i’? — EZ’:"> =0 m.b. = (8.16) miatt

.
o

> ¢ teljesiiljon végtelen sok n-re. Ebbdl kovetkezik,

*

S
lim =™ =E&  mb. (8.21)

n—oo
n

A 8.82. tétel miatt
S P(n #6) = Y P(6u>m) = Y PG >n) < Y P(6 >n) € R
n=1 n=1 n=1 n=1

fgy a Borel-Cantelli-lemma alapjdn 0 annak a valészintisége, hogy n, # &, végtelen

sok n-re, azaz n, # &, legfeljebb véges sok n-re m.b. = w € OLj Oﬁ {& = i} esetén
=1k=n
létezik n,, € N, hogy k > n,, esetén &(w) = np(w) =

lim %(‘”) — lim an(w)+é~+nkn(w) — lim énw(w)‘:’:”-i-&kn(w) — lim Sk};i(u}) .
oo " n—oo " n—0o0 n n—00 n
o T S .Sy .
Igy lim St = lim -t m.b. = (8.21) miatt
. Sk,
iy ko =E& mb. (8.22)
-4 ane an o
oza = a”+11 = [(;En+]1] < antli_1 — aflin —
ky, 1
lim =—. (8.23)
n—00 kn+1 a
Ha i € N és k, <i < k41, akkor
S S;
ik, < Fnsr Sty < bnin 5y = 2 < 2
/)
s s —
knS; <iS; < iSk,,, = — < %
? n
kn S Si _ knpia S ,

kn+1 kn - i h kn knJrl

Ekkor (8.24), (8.23), (8.22) és a 8.106. lemma alapjan 1 E& < lim = m.b. Va > 1
és m% <aE& mb Va>1 =

S”gmig lim aE& =E& mab.,

. 1 .
E& = lim —E& < hm; - Jm

a—1+0 ¢y



8.7. Karakterisztikus fliggvény 165

amelyb6l kovetkezik az 4llitds nemnegativ értékii valészintiségi valtozokra. Altaldnos
esetben a 8.104. lemma és az elézbek alapjan

nh_)rgonz:fr E& mb. és lim — 25_ E& m.b.,

n—o0 n

melybdl

1n
lim Z&—&m LS e im 136 —E& ~E& —E& mb. O
n—oo ni:1

n—00 N 1 n—00
=

8.108. Tétel (Nagy szdmok gyenge torvénye). Ha &1,&s, ... pdronként figgetlen,
azonos eloszldsu, véges varhato értéki valosziniségi vdltozok, akkor % > & valodszinti-
i=1

ségben konvergal E &;-hez, azaz

nll_{gloP(’ Zﬁ E& >5>—0 Ve € R,.

=1

A waloszintiségben vett konvergdldst sztochasztikus konvergencianak is nevezziik.

Bizonyitdas. A tétel kovetkezménye az Etemadi-féle nagy szamok erds torvényének és
a Lebesgue-tételnek. O

8.109. Megjegyzés. Ha a nagy szdmok gyenge torvényében még a véges szorast
is feltételezziik, akkor kozvetleniil a Csebisev-egyenl6tlenségbdl is bizonyithatunk,

ugyanis ekkor S, := f: & jeloléssel
i=1

P(‘S"—ES" ) <p(5
n n n
tovabbd E %2 = E¢&; és D* 52 = 1 D?¢) gy

D2
>e) < & Ve eR,, Vn € N.
ne2

Sn

n

D?
25) < VeeR,, VneN,

P(]S”—Efl
n

Ezt az egyenlGtlenséget is szokas nagy szamok gyenge torvényének nevezni.

8.7. Karakterisztikus fiiggvény

8.110. Definicié. Legyen (92, F,P) valészim’iségi mez6, £,n:  — R valosziniiségi
valtozok és (: Q — C, ((w) := &(w) + in(w). Ekkor a ( figgvényt komplex értékid
valoszintségi valtozonak nevezziik. Ha & és n véges varhaté értékiiek, akkor ¢ varhato
értékén a P-szerinti integréljat értjik és E ¢ modon jeloljik, azaz

Eg::/(5+in)dP:/§dP+i/ndP:E5+iE77.
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8.111. Definicié. Ha ¢ valészinfiségi véltozo, akkor a pe: R — C, ¢¢(t) := Ee!
fuggvényt a & karakterisztikus fligguényének nevezzik.

8.112. Megjegyzés. Minden & valdszinliségi valtozo karakterisztikus fiiggvénye értel-
mezett minden ¢ € R esetén, ugyanis

0e(t) = Ee™" = E(cos &t + isinét) = Ecosét + 4 Esin &,

tovabba a cos és sin fliggvények korlatosak, igy cos &t és sin £t véges varhaté értékiiek.

8.113. Tétel. () = [ ™" dQ.(x) VI € R.

Bizonyitds. p¢(t) = Ecosét +iEsinét = [cosxtdQg(v) + ¢ [sinzt dQg(x) =
= [(cosat + isinat) dQ.(x) = [ €' dQ.(x). O

8.114. Tétel. Ha & abszolit folytonos, akkor p¢(t) = [ €™ fe(x)d\(x) Vt € R.

Bizonyitds. ¢e(t) = Ecosét +iEsinét = [(cosat) fe(x) dA(z)+
+1 [(sinat) fe(x) dA(z) = [(cosat + isinat) fe(x) dA(x) = [ e fe(z) AN (). O

8.115. Tétel. Minden karakterisztikus fiigguény valos és képzetes része korldtos,
illetve egyenletesen folytonos.

Bizonyitds. ® A korlatossag abbdl kévetkezik, hogy |Ecosét| < E|cosét| < 1 és
|Esinét| < E|sinét| < 1.

> |Ecos&(t+h) —Ecosét| = | E(cos&(t 4+ h) — cosét)| < E|cosé(t+ h) — cosét| =
= E‘—Q sin@sin %‘ < 2E’sin %‘ Masrészt, ha h, nullsorozat, akkor a sin

Ehn

fiiggvény folytonossaga miatt ILm ’sin 5| = 0, igy a majoralt konvergencia tételbdl
n—,oo

ILm E |sin gth = 0. Mindezekbdl kapjuk, hogy }llirr(l] |Ecosé(t+h)—Ecosét]| =0 =
n—00 N
¢ valos része egyenletesen folytonos. A képzetes részre hasonld a bizonyitas. O]

8.116. Tétel. pueyp(t) = e®pe(at) Va,b,t € R.
Bizonyitds. paeyp(t) = Eellast0t = | eléateitt — ¢t | eitat — ¢t (qt). O

8.117. Tétel. Ha &, ..., &, figgetlen valosziniségi vdltozok, akkor

Per+tbn = P Pe
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Bizonyitas. n = & + --- + &, jeloléssel kapjuk, hogy ¢,(t) = E (e’flt e eiﬁnt) =
=E ﬁ (cos&;t +ising;t) = E(3; + 4X5), ahol X, és X is olyan Osszegek, melyek-
j=1

ben minden tag hy(&t) - - - h,(€,t) alakd, ahol hy vagy sin vagy cos = ¢, (t) =
=EX; +1EXy = X3+ 224, ahol Y3 és X4 is olyan 6sszegek, melyekben minden
tag B(hi(&1t) -+ ha(&nt)) = Eha(&t) -+ Ehy(€at) alakit a fiiggetlenség miatt =

onlt) = T (Beos 5t +iEsing;t) = o, (1) -+ 6, (0). s

=0,1,2,.

5% »2
8.118. Lemma. \/% [ a%e 7T dz = 2kk~

o0 22
Bizonyitds. Teljes indukcioval bizonyitunk. Ha & = 0, akkor \/% [ ez dr =

= [ o@dr =1 = (200),. Tegytik fel, hogy k = [ esetén teljesiil az allitas,

[e.e] IQ 12
vizsgaljuk k = | + 1 esetén. \/%7 [ 22 e=% do = \/ﬁ lim fxm“xe—T dx?

t—o0
parc.int.
t 2 o] 2
P25 2,2 1 3 P
m}H&G ] (2[—1—1)_];:1: e 2dx> (20+1) 7= {ox e 2d;1:¥
ind.felt.
= (2] + ) ), = Q(lzﬁzﬁ) — allitas. O

8.119. Tétel. Ha ¢ standard normdlis eloszldsi valdsziniségi valtozd, akkor ¢g(t) =
+2
=e 2z VteR.

Bizonyitds. (sinzt)p(z) péaros fuiggvény — [ (sinat)p(x)dr = 0 = 905(t) =

. . o0 . n tx T
= Ecosét + 1 Esinét = _{O(cosxt)go(m) de = Jgrgo_fn kgo(—l) (2;), ors + do. Az

el6z6 képletben szereplé hatvanysor konvergenciasugara oo, igy minden korlatos
zart intervallumon egyenletesen konvergens, melybdl kapjuk, hogy az integralds és a
szummazas sorrendje felcserélhet6 —

n 12
/xzke_T dz. (8.25)

m S 1kt2k 1 nzk—éd_m 1kt2k 1 oo%_%d_
ngrgoz:(—) —/xe r=> (-1 '—/xe T =

= n - 8.118. lemma
tQk
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igy a (8.25) képletben a limeszek felcserélhetéek —

M—00 N—00 = (Qk)l 27T7 1
(8.26)
m . tQk 00 (_§>k 2
S 2 W = T .

8.120. Lemma. Ha & és n fiiggetlen valosziniségi valtozok, n standard normdlis
eloszlasu és o € R, akkor & + on abszolut folytonos és

1 . 22
Jeron(a) = g/eﬂmef 2 e(u) dA(u) Yz eR.

Bizonyitdas. £ és on fiiggetlenek, igy a 8.69. tétel miatt & + on abszolat folytonos és
feron(r) = ffm,( - )ng( v). Mésrészt Fo(x) = P(on < x) =P(n < 7) = ®(7) =

z/o w2
= 7 dt = Py re 202 du = f, =1 727 —
e " o2
1 _(z=v)?
feran(@) = [ —=e™ 5 dQy() (8.27)
A 8.116. és 8.119. tételekbdl
t _ 2
pa(t) =y () = 5 (3.25)
Fu(z) = P(1 <z)=P(n <ox) =P(oz) = L} \/%76_7 dt = | Z=e du =
2u2 . o2u2 v—z)?
a(u) = -Ze 2 = pn(v—21) = [ L e~ dN\(u) = e_(zﬂ) = (8.27
Vo S Vo -
8.114. tétel (8.28)

2
o~ u
zu(v x) -2

feron(@) :/a\/ﬁ \/_We dA(u) dQg(v) =
27T / / dA(u) dQ,(v) = (Fubini-tétel)
= o / e / e dQe(v) dA(u) = (8.113. tétel)

1 : 02u2
= ﬂ/e"”e’ 2 pe(u) dA(u). O

8.121. Lemma. Legyen & és n ugyanazon valosziniségi mezon értelmezett valo-
szintségi valtozok, En = 0 és Dn = 1. Ha F; az x € R pontban folytonos, akkor

lim Feyon) = Fe(r).

Bizonyitds. Legyen e € R, és x € R az F¢ egy folytonossagi pontja. Ekkor

Feyon(z) =P({&+on <a}n{lon| <} )+ P({&+on<a}nflon >} ) <
C{é<ate} C{lonl=e}
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2

g

<F5(I+€>+P<|O'T]| 26) < Fg(iﬁ—i‘&f)—"?,
ﬂ

Csebisev-egy.
masrészt

Fevon() 2 P({€+on<a}n{lon <c}) > P({E <z —e}n{lon| <e}) =

{€<z—e}n{lonl<e}C

=P <z—c)+P(lon| <e) —P({¢ <z —e}U{lon| <¢e}) >

2

o
> Fe(zv—e)+P(lon|<e)—1=Fe(x—¢e)—P(lon| =2 ¢) > Fe(x —¢) — =
fr
Csebisev-egy.
Osszegezve tehat,
o? o?
Fe(x —¢) — = < Fepon(z) < Fe(z +¢) + 2 Vo,e € R,. (8.29)

Legyen o, pozitiv értékli nullsorozat. Ekkor lim F¢,,, ,(x) € R és lim F¢,, ,(z) € R
az Feyo,n() korldtossiga miatt. Tgy (8.29) miatt Fe(z — &) < lim Fr iy, ,(2) <
<lim Feppp(7) < Fez+e) Ve €R, = lim Feyo(2) = Fe(x), hiszen F¢ az -ben
folytonos. Ebbdl mar kovetkezik az allitas. O]

8.122. Tétel (Inverziés formula). Ha & valdszinidségi vdltozo és a,b € R az Fe-nek
folytonossdgi pontjai, akkor

b2,2 e tue _ e—zub
Fe(b) — Fe(a) = — lim / pe(we A

27r o—0+0 U

Bizonyitds. A 8.67. tétel alapjan léteznek olyan £*, n fiiggetlen valdszintiségi valtozdk,
melyekre teljestil, hogy £* azonos eloszlasu &-vel és 1 standard normalis eloszlasu. Igy
a 8.120. lemma miatt o € R, esetén

1

fervam(@) = 5 [ €773 o (u) dA(w),

melybdl a < b esetén

1 s 02u2
Feeion(b) — Fee i op(a) = / g/e”“me— 2~ e« (u) dA(u) dA(z) = (Fubini-tétel)

(a,b]
27r/ per(we 2 / e dA(z) dA(u). (8.30)

[a,0]

Mivel

b b
e T AN (x) = /COS(—UZE) dz + i/sin(—uz) dz =
[a,b] a a
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igy (8.30) és a 8.121. lemma alapjan

—tua __ ,—tub
Fee(b) — Fee(a) = — lim /<p£* T,—ed)\(u).

271- o—0+0 mu

Mivel £* azonos eloszlasu &-vel, ezért a < b esetén teljesiil az allitas. Ha a > b, akkor

71ub _ o tua
R e
melybdl ebben az esetben is kapjuk az allitast. O]

8.123. Tétel (Unicitas tétel). Két valosziniiségi valtozo eloszldsa pontosan akkor
azonos, ha a karakterisztikus fiigguényeik megegyeznek.

Bizonyitds. Az eloszlasok azonossagabdl trivialisan teljesiil, hogy a karakterisztikus
fiiggvények megegyeznek. Megforditva, tegytik fel, hogy a & és n valészintiségi valtozok
esetén ¢ = ¢,. Legyen S C R azon pontok halmaza, melyekben az Fy és az F), is
folytonos. Monoton névekvo fliggvény szakadasi helyeinek halmaza megszamlalhato
szamossagu, igy S stirtt R-ben. Legyen b € S és a,, S-beli értékii —oo-be divergald
sorozat. Ekkor az inverziés formula miatt Fe(b) — Fe(ay,) = F,(b) — F,(a,) Vn € N
— F¢(b) — lim Fe(a,) = F(b) — lim F,(a,) =

Fe(b) = F,(b) Vb€ S. (8.31)

Most legyen b € R\ S. Ekkor 1étezik b, € S (n € N), hogy lim b, =bésb, <b
Vn € N = lim Fe(b,) = Fe(b) és lim F,(b,) = F,(b) az eloszlasfiiggvény balrdl
val6 folytonossdga miatt. De (8.31) miatt F¢(b,) = F,,(b,) Vn € N = F¢(b) = F,(b)

£
Vb € R\ S. Ez és (8.31) alapjan Fy = F,, = Q, = Q,. O

8.8. Gyenge konvergencia

8.124. Definicié. Legyenek £, &, (n € N) valdszintiségi valtozok. Azt mondjuk, hogy
Q¢ gyengén konvergdl Qg-hez, ha minden f: R — R korlatos és folytonos fiiggvény
esetén

lim /fngn :/fng.

n—oo

Ilyenkor azt is szoktak mondani, hogy F¢, gyengén konvergal F¢-hez, illetve, hogy &,
eloszlasban konvergdl &-hez.

8.125. Tétel. Legyenek &, ¢, (n € N) valdsziniségi vdltozok. A Qg pontosan akkor
konvergdl gyengén Q¢-hez, ha Jim Fe () = Fe(z) minden olyan x € R esetén,
melyben F¢ folytonos.
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Bizonyitds. » =" Tegylk fel, hogy Q, gyengén konvergdl Q¢-hez. Legyen € € R,
xr € R az F; egy folytonossagi pontja, és f,g: R = R,

1, ha y < z, 1, hay <z —e¢,
fy) =10, hay>az+e, g(y):={0, hay>u,
=¥ 41, kiilonben, == kiilénben.

Fe,(x) = [ dQg, = J )fngn < [ fdQe, = lim Fe, (z) < lim [ fdQg, =

(—o0,x) (—o0,x

e e

(—o0,z+e€

hiszen F¢ az z-ben folytonos. I, (z) = [ dQg, = [ ¢dQ = [9dQ, =
) ( )

(—o0,z —00,T

lim F, (2) 2 lim [gdQ,, = lim [gdQ, = [9dQ. > [ ¢dQc= [ )ngz

(—o0,z—¢) (—o0,z—¢
= Fe(x — ) = lim Fy, () > Fe(x). Igy (8.32) miatt lim Fe (z) = Fe(x).
» <7 Tegytik fel, hogy lim Fe, (z) = F¢(z) minden olyan x € R esetén, melyben
Fy folytonos. Legyen 0 < ¢ < 1, f: R — R korlatos és folytonos, tovibba legyen
M :=sup{|f(x)| : x € R}.

F¢ monoton, igy a szakadasi helyeinek halmaza megszamlalhat6, melybdl a
folytonossagi pontok halmaza sirti R-ben. Mdsrészt lim Fe(x) =0és lim Fe(z) =
= 1. Mindezekbdl kovetkezik, hogy léteznek B < 0 és C' > 0, melyek folytonossagi
pontjai Fe-nek, Fe(B) < § és 1 — F¢(C) < 5. Ekkor véges sok n-tdl eltekintve

Fe (B) < 5és1—F (C) < 5. Legyen A := max{—B,C}. Ekkor Qg([—A, A)) =

2
= F¢(A) — Fe(—A) > F¢(C) — F¢(B) > 1 — . Hasonldan, véges sok n-t6l eltekintve
—A

Qe ([4,4) >1-c =
‘/fng— [ raaf< [ oindqe<
SV =4,
<M [ dQe =M (1-Qg(1-4,4))) < Me, (8.33)

R\[-A,A)

hasonléan, véges sok n-tdl eltekintve

|/fngn— | rdq,
[-A,4)

A

< Me. (8.34)

Az f folytonos a [—A, A] kompakt halmazon = [ egyenletesen folytonos [—A, A]-n
— 30 € R,, hogy x,y € [-A, A], |z —y| < § esetén |f(x) — f(y)] < e.

Legyen {ao,...,a} olyan beosztasa [—A, A]-nak, melynek finomséiga kisebb J-
nal és ap, ..., q; folytonossagi pontjai Fe-nek. Ilyen beosztas 1étezik, hiszen az Fg
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folytonossagi pontjai stirti halmazt alkotnak R-ben. Legyen

!
h(ZL‘) = Zf(ai_l)x[aiflyai)(x)'
i=1
Ha x € [—A, A], akkor egyértelmtien létezik ¢ € {1,... 1}, hogy z € [a,—1,a,) =
[x — ag1| < lag — ag-1| <6 = [f(z) = h(z)| = [f(z ) flag-1)| <e. Az f korldtos
¢s folytonos, a h pedig egyszerii fiiggvény, igy mindkettd integralhatod Qg és Qg
szerint is. =

[ 1r-hde<s [ dgo<e  (839)

[—A,A) [—A,A)

[ raqc- [ naqq<

[—A,A) [—AA)

hasonléan, véges sok n-tdl eltekintve

[ raq, - [ ndqq|<= (8.36)
A,4) - A,4)
Mivel
Jm [ haQg, = J%Zf ai1) Qg, ([ai-1, 1)) =
[_AaA)
l l
= lim > f(ai-1) (Fe,(ai) — Fe,(ai-1)) = Y f(ai-1) (Fe(ai) — Fe(air)) =
=1 =1
l
=Y o) Qe(lana)) = [ hdQ
=1 [—A,A)
igy véges sok n-tdl eltekintve
hdQ,, — / hdQg| < e. (8.37)
[A,4) 4.4

A (8.34), (8.33), (8.36), (8.35) és (8.37) egyenlStlenségekbdl kovetkezik, hogy

l/fngn—/fngé/fngn— | raqg+| [ raqc- [raqq+

[—A,A) [—A,A)
v / FdQ., — / hdQg | + / hdQ, — / £AQ|+
[—A,A) [—A,A) [—A,4) [—A,A)
+ / hdQyg, — / hdQg| < (2M +3)e  véges sok n-tdl eltekintve.
[-A,4) [-4,4)

Ebbdl kovetkezden Q. gyengén konvergal Q.-hez. O
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8.126. Tétel (Gyenge kompaktsagi tétel). Legyen &, valdsziniiségi vdltozé minden
n € N esetén. Ha barmely e € R, esetén létezik [A., B:] C R, hogy

1%f an([AayBe]) 2 1 - g,

akkor létezik olyan & valdszindiségi vdltozd, melyre a Qg valamely ank részsorozata
gyengén konvergdl Q¢-hez.

Bizonyitds. ® Legyen r, (n € N) olyan sorozat, mely a Q minden elemét pontosan
egyszer veszi fel. Az F, (rq) korldtos sorozat = 3h;: N — N szigortan monoton
novekvé fiiggvény, hogy Fg, . (r1) konvergens. Az Iy, . (r2) korldtos sorozat =
Jha: N = hi(N) szigortan monoton novekvé fiiggvény, hogy F, . (rz2) konvergens.
Folytatva az eljarast, kapjuk, hogy ha mar h;_; definialt, akkor thl_l - (r;) korlatos
sorozat = Jh;: N — h;_1(N) szigorian monoton névekvé fiiggvény, hogy Fe, o ()
(n € N) konvergens.

A hi(j) a hy(N) j-edik legkisebb eleme és h;.1(j) a hi1(N) j-edik legkisebb eleme,
igy hH_l(N) C hl(N) miatt hz<]) < hz—i—l(]) (l,] € N) - hl(l) < ]’Ll(l + 1) < hl+1(l +
+ 1) < hl+1(l + 2) < hl+2(l + 2) < ..., azaz hl(l) < hl+1(l + 1) < hH_g(l + 2) < ...
(l € N). De N D hy(N) D he(N) D ... miatt hyr, (I +m) € iy(N) (m=0,1,2,...),
igy hy(l), his1 (14 1), hyyo(l + 2), ... részsorozata a hy(n) (n € N) sorozatnak minden
rogzitett | € N esetén. = Az Fe, ) (r;) konvergens sorozatnak részsorozata az
Fe, (1), Fe . avn (1), Feoaso) (r7), ..., igy ez is konvergens minden rogzitett [ € N
esetén. = Fy, , (ri) (k € N) konvergens minden [ € N esetén = Fy, , (1) (k € N)
konvergens minden r € Q esetén. A tovabbiakban legyen ny := hy(k) és

L:Q—R, L(r):= lim Fg, (r).
k—oco k
Az Fg, minden k-ra monoton novekvd, masrészt 0 < Fe, (r) < 1 minden k-ra és

r-re. Igy az L fiiggvény monoton névekvs és 0 < L(r) < 1 minden 7 € Q esetén.
> Legyene € R, v < A, és k € N. Ekkor F, () < F, (Ac) < Qe,, (]R\[Ag, B5]> <
< sup Qg (R [Ae, B]) < sup Qg (R\ [, Bo]) = 1= sup Qg ([Ae, B]) < 1

— i%f Qe ([AE, BE]) < ¢ = Ha g, olyan sorozat, melynek minden tagja racionalis
¢s lim gp, = —oo, akkor F, (gn) < € véges sok n-tél eltekintve = L(g,,) < € véges
sok n-tdl eltekintve = 0 < lim L(g,) <& = lim L(g,) =0 =

Jim L(r)=0.
> Legyen ¢ € R,, > B. és k € N. Ekkor Fy, (x) > Fe, (B:) > Qg ([A:, BJ]) >
> ir]%f ank ([AE, BE]) > i%f Qe ([AE, BED > 1 — e = Ha ¢, olyan sorozat, melynek

minden tagja racionalis és ILm gn = 00, akkor F, (g,) = 1 — € véges sok n-tdl
n—oo
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eltekintve = L(gq,) > 1 — & véges sok n-tdl eltekintve = 1 > Jim L(g,) 21—¢
— lim L(gn) =1 =
lim L(r)=1.
> Legyen
F:R—R, F(x):=sup{L(r):reQ,r <z}

Mivel L monoton noévekvo, ezért
F(z) = L(z) VxeQ.

Ha x; < @9, akkor {L(r) : r € Q,r < a1} C {L(r) : r € Q,r < 3} = F(x1) <
< F(z9) = F monoton névekvé.

» Legyen x, oo-be divergdld sorozat. Ekkor létezik olyan co-be divergald racionalis
értékeket felvevé r, sorozat, melyre r, < x, minden n € N-re. Ekkor L(r,) <
<sup{L(r) : 7 € Qr < zn} = F(zy) Vn € N =1 = lim L(r,) < lim F(z,) <1
= lim F(z,)=1=

n—oo .

lim F (x) = 1.
» Legyen x,, —oo-be divergald sorozat. Ekkor 1étezik olyan —oo-be divergalo racionalis
értékeket felvevs r, sorozat, melyre r, > z,, minden n € N-re. Ekkor F(xz,) <
< F(rp) = L(ry) Vn € N = 0 < lim F(z,) < lim L(r,) = 0 = lim F(z,) =0
—

im F (x) =0.
» Legyen z € R és r, olyan z-hez konvergald, raciondlis értékii, monoton névekvo
sorozat, melyre r, < x ¥n € N. Mivel L monoton novekvé és korlatos, ezért L(r,) is
az = L(r,) konvergens, és {L(r,) :n € N} C {L(r) : r € Q,r < z} miatt

lim L(r,) =sup L(r,) < F(z). (8.38)

n—o0

Tegytik fel, hogy sup L(r,) < F(z), amennyiben x irracionélis. Ekkor létezik r € Q,
r < x, hogy sup L(r,) < L(r) = L(r,) < L(r) \n e N= 1, <rVn e N =

lim r, <7 <, ami ellentmondas. Igy (8.38) miatt

lim L(r,) = F(z), ha z irracionalis. (8.39)

n—oo

Ha 2 raciondlis, akkor lim L(r,) = lim klg& Fe, (rn) = khﬁrrolo lim Fe (rn) =

balrél folyt.
= ]}1_{20 Fe,, (x) = L(z) = F(z) => (8.39) miatt lim F(r,) = lim L(r,) = F(z) =

Minden € € R, esetén létezik k. € N, hogy

F(z) —e < F(ry,).
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Legyen x,, olyan x-hez konvergal6 szamsorozat, melyre x, < x Vn € N. Ekkor ¢ € R,
esetén véges sok n-tél eltekintve x, > ry, = F(x) > F(x,) > F(ry.) > F(x) —
— ¢ véges sok n-tél eltekintve = F(z) > 1im F(z,) > F(z) —e Ve € R, =
lim F(z,) = F(r) = F balrdl folytonos.
» Az eddigiekbdl kovetkezik, hogy van olyan { valészinfiségi valtozo, melyre Fy = F.
Legyen x € R az F¢ egy folytonossagi pontja. Ha = < r € Q, akkor

i F,, () < T F,, () = lim F, () = L(r) = Fe(r).
Ha x > q € Q, akkor

lim Fe, () > lim Fe, (¢) = lim Fe, (q) = L(q) = Fe(q)-

k—o0

Legyen ry és g, olyan racionalis értékii z-hez konvergdl6 sorozatok, melyekre ¢, <
< z < 1, Vn € N. Ekkor az eléz6ekbdl Fe(g,) < lim Fe, (z) < lim Fg, (2) <
< Fe(rn) Vn € N = lim Fe(qn) < lim Fe, (2) <limFe, (2) < lim Fe(ry). De Fg
folytonos 2-ben, gy lim Fe(qn) = Lim Fe(ry) = Fe(z) = kh_)rglo P, (v) = Fe(r) =
A 8.125. tétel miatt ank gyengén konvergdl Q,-hez. m

8.127. Lemma. Legyen & valosziniségi valtozo. Ekkor minden u € R, esetén

0<1—Q5<[—i,ﬂ) gi/@—@g dt_2/(1—smw) dQe(z) < o0

Bizonyitds. 1 — @¢ valos és képzetes része is korlatos és folytonos, igy Riemann-
integralhaté minden korlatos intervallumon. Emiatt

L aw)a=t [ aowm)on -1 [ [(1-e)aao -
[uu

—u [—u,u]

— 1/ / (1 m) dA(t) dQe(z) = 5//(1 — costr —dsintr)dt dQ.(z) =

u
[7u7u]

= 7i//u(l —costr) dt dQg(x) = i/ {t — sinxt:rru dQ,(z) =

_2/(1_ smum‘) dQ, () /(1—) dQe(r) >
> 2 / (1_u:c> dQg(z) +2 / (1_u:c> dQe(x) =

(_007_6) (E,OO)

> [ g+ [ dQﬁ(@:l_Qf([_i’iD21_1:0'

—00,—2)

u 7700)

u

Végil 1 — % korlatossaga miatt Q. szerint integralhato, azaz [ (1 — Smm’) dQ¢(z)
valos. O
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8.128. Tétel (Folytonossagi tétel). Legyenek &, &, (n € N) valdsziniiségi vdltozok és
lim @e, (t) = @e(t) YVt € R. Ekkor Qg gyengén konvergdl Qg-hez.

Bizonyitds. Legyen € € R, és u, pozitiv tagi nullsorozat. Ekkor a 8.127. lemma és
a majoralt konvergencia tétel miatt

b , sin u,x
dim [ (1) de = Jim 2 [ (1= ) aqcte) =
. sin u,x
=2 (1= 0 4 =0
uo uo
igy 1étezik ug € R, , hogy 0 < uio [ (1—905(25)) dt <e = lim uio S (1—gogn(t)) dt =
o n—00 o
uo uo
= uio _{O T}LI{}O<1 — Qe (t)) dt = uio —350 (1 - gpg(t)) dt < ¢ = Véges sok n-tdl eltekintve

0< % fo (1 — Qe (t)) dt < e = A 8.127. lemma miatt, véges sok n-tdl eltekintve
o

—e<i-L [-pamyar<a, ([F22])
= o e oo ug’ ugl/

Ha az el6z6 egyenl6tlenség minden n-re teljesiil, akkor A, := ulo Ha nem teljesiil
minden n-re, akkor azok csak véges sokan lehetnek. Jeloljik ezeket nq,no,...,ny
médon. Mivel lim Q- ([—m, m]) = 1, gy létezik m;, hogy Qg ([—mi, ml]) >1—c.

Ekkor legyen A. := max{my,...,my, %} Igy Qe ([—Ag, AE]) >1—eVneN=
inf Qg ([~ Az, A]) > 1 - (8.40)

Tegytik fel a tétel allitdsaval ellentétben, hogy Q. nem konvergal gyengén Q,-hez,
azaz létezik olyan fy: R — R korlatos és folytonos fliggvény, melyre teljestil, hogy
az [ fodQg, nem konvergdl [ fodQg-hez. Az [ fodQ,, korldtos sorozat, igy 1éteznek
torlédasi pontjai, és ezek mind végesek. Ezek koziil legalabb az egyik nem egyezik
meg [ fo dQg-vel. Igy 1étezik olyan konvergens [ fo dQénk részsorozat, melyre

Jim [ fodQq, # [ fodQ. (8.41)

Ekkor (8.40) miatt, Ve € R, esetén JA. € R, hogy infy Qénk ([—AE,AE]) >1—c.

Igy a gyenge kompaktsagi tétel miatt létezik olyan n valdszinfiségi valtozé, hogy az
ny valamely m; := ny, részsorozata esetén ngl gyengén konvergdl Q,-hoz, azaz, ha
f: R — R korlatos és folytonos fliggvény, akkor

lim / fdQe, = / £dQ,. (8.42)
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Ekkor

pe(t) = Jim e, () = lim [ Qg (2) =

l—o00

= zlggo (/ cos 2t dQy, (x) +i/sinxtdQ£ml (x)) =
(8.42)

— [ cosatdQ, (@) +i [ sinatdQ, (@) = o (0)

fgy az unicitds tétel miatt Q, = Q,, azaz (8.42) miatt llirn J fngml = [[dQ; =
—00

llim [ fodQg, = [ fodQg, ami (8.41) miatt nem lehetséges. O
—00

8.9. Kozponti hatareloszlas tétele

8.129. Lemma. Minden x € R esetén létezik hi(z), ha(x) € (0,1), hogy
. 72
e =1+1ix — §<cos(xh1(x)) + isin(xhg(x))).
Bizonyitds. A Taylor-tétel alapjan létezik xy az x és 0 kozott, melyre

cos0 cos' () cos” x COS T

0 1 1 2 1 2

xr + T+ " =1— ——ux°.
0! 1! 21 2

Legyen hy(z) := 2. Ekkor hy(z) € (0,1) és

COSX =

2
cosx =1— % cos(xhy(x)). (8.43)

Hasonléan, 1étezik z9 az x és 0 kozott, melyre

. sin 0 sin’ 0 sin” sin s
sinxy = x0+ x1+ = — — =22
0! 1! 21 2

Legyen hy(x) := 22. Ekkor ho(z) € (0,1) és
22

sinz =x — ) sin(zhy(z)). (8.44)

[gy € = cosz + isinz miatt, (8.43) és (8.44) alapjan adédik az llitas. O

8.130. Tétel (Kozponti hatareloszlas tétele). Ha &1, &, ... figgetlen, azonos elosz-
last, pozitiv véges szordsu valdsziniségi valtozok, akkor

lim F; (x) = ®(x) VreR,

n—oo  Sn

ahol Sy, =& + -+ + &, és S, = IS,
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Bizonyitds. D*S,, = D2(§1 +o &) = D*¢ +---+ D%, =nD?¢ = DS, =
= nDé&. Igy n; = & — B jeloléssel S, = Mt —

ez, (t) = EeiSnt = B+ Zng = O+t ( ) = (8.117. tétel)

ViDE
= ¥m (ﬁﬁa‘&) P (\/ﬁ%&> = %m (ﬁ%&) ‘ (8.4)
A 8.129. lemma miatt

, , Tt .
Oy =Ee™ =E (1 + @t — %(COS(UJ’M (mt)) + lSln(mthz(mt)))) =

, 2, 2 2 t?

ahol R(t) := n? (cos(mthl(mt)) + ¢ sin(nthe(mt)) — 1).
Legyen t,, egy nullsorozat. Ekkor |n? cos(nit,hi(mt,))| < n?, En? =D?& € R és
Jim. n? cos(it,hi(mt,)) = nicos0 = n?. Igy a majoralt konvergencia tételbél

,}grgoEnf cos(mtphi(mtn)) = En; = D*&,.
Hasonléan kapjuk, hogy
Tim B} sin(mit,ha(mit,)) = 0.
gy lim ER(t,) =D +i-0-En)=0—=

limE R(t) = 0. (8.47)

t—0

Vezessuk be az a,, .= ER (\/ﬁ) 51)’ b, = _t §2 a, 6és ¢, = ﬁ jeloléseket. Ekkor
(8.45) és (8.46) miatt

t2 t2 n bo\" 1\ enbn
()= [1-mRSpg - nDa ) (4] = (1 ) .
v3, (1) ( 5 DG - +— + o

De (8.47) miatt nli_)rgoan =0 = limb, = -2 = lim len| = 00 = 1}1_{20(1 +

n=sco 2 n=oo

2
+ Ly =0 = Jim oz (t) = e 7 = @e(t), ahol ¢ standard normalis eloszlast

valészintiségi valtozo (lasd a 8.119. tételt). Igy a folytonossagi tétel alapjan an
gyengén konvergdl Qg-hez. Ebbdl a 8.125. tétel alapjan adodik az allités. O]

8.131. Megjegyzés. A 8.125. tételhez analdég moédon bizonyithatd a kovetkezo allitéds:
Legyenek §,&, (n € N) wvaldsziniiségi vdltozok. Ha Fe folytonos fiigguény és Qg
gyengén konvergdl Q¢-hez, akkor nh_)rglo P(&, < ) = Fe(x) minden x € R esetén. gy
a 8.130. tételben a kovetkezo allitas is teljestil:

lim P(S, <z)=®(x) VreR

n—oo
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