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Eloszo

Ez a tananyag az Eszterhdzy Karoly Katolikus Egyetem matematikai statisztika
gyakorlataibol késziilt. Alapvetéen Témacs Tibor [13] tananyagédra épitiink, amelyben
az elméleti alapok taldlhatdoak meg. Természetesen a két miiben a jelolések és a
szohasznalat is megegyezik, igy itt alkalmazasukkor mar nem ismertetjiik az elméleti
részben bevezetett jeloléseket, csak Osszefoglaljuk a Jeldlések cimii részben.

Ez a tananyag inkdbb szamitégéppel megoldhaté gyakorlatokat, mig az elobb
emlitett mi, a sziikséges definiciokon és tételeken til, elméleti szamitasokat igényld
feladatokat tartalmaz.

A matematikai statisztika elméletének gyakorlatba valé atiiltetésére mindenekel6tt
mintarealizaciokra lesz sziikségiink. Ezeket néhany esetben mi fogjuk generalni
szamitogéppel, de lesznek olyan esetek is, amikor adott mintat kell vizsgalnunk. A
feladatoknal megadott mintak a PDF-hez vannak csatolva, igy olyan PDF-nézot
hasznéljon, amely a csatolt dllomanyok kezelését tamogatja. Ilyen példaul a Firefox
bongészd beépitett PDF-nézéje, az Adobe Reader vagy a SumatraPDF.

A mintagenerdlast és annak statisztikai elemzését is a Microsoft Office Ezcel
program magyar nyelvii valtozataval végezziik. Az Excel alapfoki hasznélatat ismert-
nek tételezziik fel, ennek ellenére a példak megoldasat olyan részletesen mutatjuk
meg, amennyire csak lehet. Itt jegyezziik meg, hogy tovabbi szamos programcsomag
késziilt statisztikai adatok feldolgozasara (SPSS, SAS, MatLab, Maple, R-nyelvii
statisztikai rutinok, stb.).

Minden fejezet tartalmaz mintapéldakat részletesen megoldva. A fejezetek végén
gyakorlatokat talalhatunk, melyhez sziikség szerint itmutatot is adunk.

A statisztikdban szokasos tabldzatokat ebben a tananyagban nem mellékeljiik,
mert az ezekben taldlhato értékeket szamitogép segitségével fogjuk kiszamolni.

A tananyag vége egy Osszefoglalot tartalmaz, melyben megtalalhaté minden olyan

informacio, amely a példak és gyakorlatok megoldasahoz sziikséges.



Jelolések

Altalanos

N a pozitiv egész szamok halmaza

R a valés szdmok halmaza

R™ R-nek énmagaval vett n-szeres Descartes-szorzata
R, a pozitiv valés szamok halmaza

(a,b) rendezett elempér vagy nyilt intervallum
~ kozelitoleg egyenlo

[x] az x valds szdm egész része

ft az f fiiggvény inverze

AT az A matrix transzponéltja

A1 az. A matrix inverze

Valé6szintliségszamitas

P(A) az A esemény valdszintisége

E¢ & varhato értéke

D¢, D¢ ¢ szorasa illetve szorasnégyzete

cov(&,m) kovariancia

corr(&,n) korrelacids egyiitthatd

© a standard normalis eloszlas stirtiségfiiggvénye

P a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye

r Gamma-fiiggvény

I az A esemény indikatorvaltozoja

Bin(r; p) az r-edrend(i p paraméterti binomialis eloszlasi valdszintiségi valto-

z6k halmaza

Exp(A) a A\ paraméterii exponencialis eloszlasi valoszintiségi valtozok hal-

maza



Norm(m; o)

Gamma(r; \)

Khi(s)

az m varhato értékii és o szordsu normalis eloszlasu valdszintiségi
valtozok halmaza

az r-edrendi \ paraméterti gamma-eloszlasi valészintiségi valtozdk
halmaza

az s szabadsagi foku khi-négyzet eloszlasi valdszintiségi valtozok
halmaza

az s szabadsagi foku t-eloszlasu valdszintiségi valtozok halmaza

az s1 és S szabadsagi foku F-eloszlasi valdszintiségi valtozok hal-
maza

Ha ¢ valdszintiségi valtozo és V a -vel azonos eloszlast valészintiségi
valtozok halmaza, akkor F[V] a V-beli valoszintiségi valtozdk kozos

eloszlasfiggvényét jelenti. Példaul & = F'[Norm(0; 1)].

Matematikai statisztika
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Sp, S?
va"’ SQ,n
Sx. Sx2
SE s S*?;L
ISTRRREY Y
Covy (&, 1)

Corr, (£, 1)
J

HO) Hl

tapasztalati eloszlasfiiggvény

a &-re vonatkozd minta atlaga (mintadtlag)

tapasztalati szorés illetve szérdsnégyzet

&-re vonatkozo tapasztalati szorés illetve szérasnégyzet
korrigalt tapasztalati szoras illetve szorasnégyzet

&-re vonatkozo korrigdlt tapasztalati szoras illetve szérasnégyzet
rendezett minta

tapasztalati kovariancia

tapasztalati korrelacios egyiitthaté

a 1 paraméter becslése

nullhipotézis, ellenhipotézis



1. fejezet

Mintageneralas

A statisztikai elemzések soran ismeretlen eloszlast valoszintiségi valtozokat vizsgalunk
oly médon, hogy a valdszintliségi valtozora tobb meérést is elvégziink. A kapott
szamokat mintarealizacionak nevezziikk. Ha £ a vizsgalt valoszintiségi valtozo, akkor a
ravonatkozé mintarealizacié elemeit & (w), .. ., &, (w) médon jeldljik, ahol &, ..., &,
a &-vel azonos eloszlasu fiiggetlen valdszintiségi valtozok, w pedig a kisérletsorozatban
bekovetkezo elemi esemény. A &1, ..., &, valoszintiségi valtozokat a &-re vonatkozo
mintanak nevezzik.

A gyakorlati 6raink soran mérések helyett szamitégéppel allitjuk el a min-
tarealizaciot. Szamitogépes algoritmussal generalt véletlen szamot pszeudo- vagy
alvéletlennek nevezziik. Példaul az ugynevezett kongruens modszeren alapuld algo-
ritmust n-szer lefuttatva, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasi valészintiségi
valtozéra vonatkozd n elemii mintarealizaciot allithatunk el6. Ennek az elméletével
itt nem foglalkozunk. (Részletesebben lasd példaul [1, 5, 12].)

Megjegyezziik, hogy valodi véletlent is hasznalhatunk minta generaldsara a kovet-
kez6 cimen taladlhaté internetes szolgaltatassal: http://www.random.org.

Ebben a fejezetben azt fogjuk részletezni, hogy a [0, 1] intervallumon egyenletes
eloszlasbol hogyan lehet méas eloszlast generdlni. Emlékeztetdiil, egy valoszinliségi
valtozo a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlast, ha a [0, 1] intervallum egy tetszé-
leges h hosszisagu részintervallumaba h valoszintiséggel eshet. A kovetkezo allitas
szerint barmely eloszlasu valdszintiségi valtozé eléall [0, 1] intervallumon egyenletes

eloszlasu valdszintiségi valtozo valamely transzformaltjaként.

1.1. Tétel. Legyen F': R — R eqy eloszlasfiigguény és

ER:F(y) <z}, ha0<zx<l1,
G:R—-R, Gz):= suply (y) <z} ¢ ’

0, kilonben.
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Ha & egyenletes eloszldsi valdszinidségi vdltozo a [0,1] intervallumon, akkor G(§)

olyan valdsziniségi valtozo, melynek eloszlasfiiggvénye F.

1.2. Megjegyzés. Az 1.1. tételben, ha F invertalhato eloszlasfiiggvény, azaz szigortian

monoton novekvo, akkor 0 < x < 1 esetén
Gx)=sup{y e R: F(y) <z} =sup{y e R:y < F(2)} = F ! (a).

Ezért a G fiiggvény (0, 1)-re vett lesziikitettjét az F' dltalanositott inverzének is

nevezik.

1.3. Megjegyzés. Az 1.1. tételben, ha F egy olyan valésziniiségi valtozo eloszlas-
figgvénye, amely az r; < zo < --- < =z, értékeket veheti fel rendre pi,ps,...,p,

valészintiségekkel, akkor

x1, ha 0 < x < py,
x2, ha p; <2 < p1 + po,

x3, ha p; +p2 <z < p; + ps + ps,

Tr—1, hapi+--+po<z<p+-+p_i,

Z,, hapi+---+p_1<zx<l1.

Konnyen lathaté, hogy a G(z) felirdsdban a < és < relacids jelek tetszélegesen
felcserélhet6ek, hiszen ez nem valtoztat a G(§) eloszlasan.
Hasonlé allitas fogalmazhaté meg akkor is, ha megszamlalhatéan végtelen sok

értéket felvevo valdszinliségi valtozét akarunk transzformalni egyenletes eloszlasbol.

1.1. Egyenletes eloszlas

Excel-ben a fliggvénnyel tudunk [0,1] intervallumon egyenletes eloszlasi

(pszeudo)véletlen szamot generalni.

1.4. Példa. Generaljon [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasu valdszin{iségi valto-

zora vonatkozé 20 elemi mintarealizaciot.

Megoldds (1). Az A1 celldba irja be, hogy majd Enter. Ezutén a kitolt6jelet
hizza le a 20. sorig. A kitéltdjel a kijelolés jobb alsé sarkaban 1év6 négyzet.
Az igy generalt szamok minden tjraszamolasnal megvaltoznak, ami nem kivanatos,

hiszen a mintarealizaciot a feladatokban rogzitettnek tekintjik. (Prébélja ezt ki az

11



F9 funkciobillentyli megnyoméasaval, melynek hatasira az Excel minden képletet
Ujraszamol.) A mintarealizdcié elemeinek rogzitéséhez tegye a kovetkezoket:
1. Lépjen az A oszlop fejlécére, nyomja meg a jobb egérgombot, majd valassza a
Masolds pontot.
2. Lépjen a B oszlop fejlécére, nyomja meg a jobb egérgombot, valassza az Iranyitott

beillesztés pontot, jelolje be az Ertéket, majd nyomja meg az OK gombot.

Megoldas (2). Az el6z6 megoldas abban az esetben nem kényelmes, ha 20 helyett
példaul 10000 elem® mintarealizaciot kell generalni, hiszen ekkor a kitoltéjelet az
A10000 cellaig kellene lehtizni, ami sokéig tart. Ebben az esetben a kévetkezé modszer
praktikusabb.

A Név mezbbe irja be, hogy A1:A10000, majd Enter. Ez kijeloli az A1:A10000
cellatartomdnyt. rja be, hogy majd Ctrl + Enter, ami a kijelolt cellatarto-
many minden celldjaba fiiggvényt ir. Ezutdn az eléz6 modszerrel a B oszlopba

rogzitheti a mintat.

Megoldas (3). A feladat az Adatok/Adatelemzés meniiponttal is megoldhaté. Elészor
aktivalja az Analysis ToolPak b6vitményt: Fdjl/Bedllitisok/Bévitmények majd Ugrds
gomb. Pipalja ki az Analysis ToolPak sort majd OK (lasd a 10.7.1. alszakaszt).
Ezutan Adatok/Adatelemzés, a felugré ablakban a legordiilé listaban vélassza a
Véletlenszam-generdlds sort, majd OK. Az eloszlasnal valassza az Egyenletes sort,
valtozok szamat allitsa 1-re (mert csak egy mintat generalunk), a véletlen szamok
szamat allitsa 20-ra (mert a mintaelemek szama 20). A paraméterek legyenek 0
valamint 1. Kattintson a Kimeneti tartomdny feliratra, majd a mellette 1évé mezore,
végiil az Al cellara. Az OK gomb megnyomasaval elkésziil a mintarealizacié az A
oszlopban. Ennek rogzitésére nincs sziikség, mert a celldkban csak szamokat ir be a

program, nem fliggvényeket.

Az (1) és (3) megoldast megnézheti a kovetkezd videon:

A példak megolddsandl az Adatok/Adatelemzés meniipontot a teljesség kedvéért
mutatjuk meg. Dolgozatirasndl kérjik ne haszndlja, mert a javitds soran nem lehet

visszakovetni a mintarealizdacio készitésének menetét.

A kovetkezo tétel azt mutatja meg, hogy egy [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlé-
st valésziniiségi valtozébdl hogyan transzformalhatunk tetszéleges [a, b] intervallumon

egyenletes eloszlast valdszintiségi valtozot.
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1.5. Tétel. Legyen £ a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszldsi valdszindiségi vdltozo

és a,b € R, a <b. Ekkor a+ (b— a) az [a,b] intervallumon egyenletes eloszldsii.

Bizonyitds. A tétel az 1.1. tételbél kovetkezik, hiszen G(x) = F~Y(z) = a + (b — a)z,
ha 0 <z < 1. O

1.6. Példa. Generdljon [—2,5] intervallumon egyenletes eloszlasi valdszintiségi

valtozora vonatkozd 100 elemil mintarealizaciot.

Megoldas (1). Az el6zé tétel alapjén, ha & a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasi
valosziniiségi valtozo, akkor —2 + (5 — (—2))¢ = —2 + 7€ a [—2, 5] intervallumon

egyenletes eloszldsi. Tehat az Al celldba irja be, hogy [=—2+7+VELQ)|, Enter, az Al
cella kitoltojelét huzza le a 100. sorig, majd rogzitse a mintarealizaci6 elemeit.

Megoldas (2). Hasonléan az el6zé feladathoz ez is megoldhaté az Adatok/Adatelemzés
mentiponttal, csak itt a paraméterek -2 valamint 5 lesznek, illetve a véletlen szamok

szama 100.

1.2. Exponencialis eloszlas

1.7. Tétel. Legyen £ a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszldsi valdszindiségi vdltozo

és A > 0. Ekkor % exponencidlis eloszldsi A paraméterrel.

Bizonyitas. Ha x > 0, akkor P (71)\115 < :c) = P(£ > e ™) =1 — e illetve ha
<0, akkor P (=} < z) = 0. O

1.8. Megjegyzés. Az 1.1. tételben G(x) = F~1(z) = M, ha 0 < z < 1, vagyis

—In(1-¢) - ‘e . /
% is exponencialis eloszlasi A paraméterrel.

1.9. Példa. Generaljon A = 5,6 paraméterti exponencidlis eloszlasi valoszinliségi

valtozora vonatkozo 10 elem(l mintarealizaciot.

Megoldds. Az Al celléba irja be, hogy [=-LN(VEL()) /5,6

, a kitoltojelet huzza le a

10. sorig, majd rogzitse a mintarealizacio elemeit.

1.3. Normalis eloszlas

A kovetkezd tétel az 1.1. tétel kovetkezménye.

1.10. Tétel. Ha & egyenletes eloszldst valdszintiségi valtozo a [0,1] intervallumon,
meR, 0 >0 é F=F[Norm(m;o)]. Ekkor F~1(€) illetve m +o®~ (&) is normdlis

eloszlasu valosziniségi valtozok m és o paraméterekkel.
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Ebben a tételben F~!illetve ®~! nem elemi fiiggvények. A kdvetkezd tétel azt
mutatja, hogy elemi fliggvénnyel is megkaphatjuk a normalis eloszlast az egyenletes-

bol.

1.11. Tétel (Box—Muller-transzforméacio). Legyenek £,n a [0, 1] intervallumon egyen-

letes eloszldsu fiiggetlen valosziniségi valtozok, m € R és o > 0. Ekkor

m + oy/—21n & cos(27n)

normalis eloszlast m vdrhato értékkel és o szordssal.

1.12. Példa. Generaljon m = 4 varhato értéki és o = 1,2 szérast normalis eloszlast

valbszinliségi valtozéra vonatkozd 20 elem@i mintarealizaciot.

Megoldds (1). Az el6z6 két tétel alapjan az Al celldba irja be az alabbiak egyikét:

|=NORM. INVERZ (VEL () ;4;1,2)
[=4+1, 2+NORM. S . INVERZ (VEL )
[=4+1,2*GYOK (-2+LN (VEL ()) ) *COS (2+PI ) *VEL () |

Nyomjon Enter-t, lépjen vissza Al-re, ezutan a kitoltojelet hiizza le a 20. sorig, majd

rogzitse a mintarealizaci6 elemeit.

Megoldas (2). A feladat az Adatok/Adatelemzés mentiponttal is megoldhaté. A
felugré ablakban a legordiilo listdban valassza a Véletlenszam-generdlas sort, majd
OK. Az eloszlasnal valassza a Normadlis sort, valtozok szamat allitsa 1-re, a véletlen
szamok szamat allitsa 20-ra. A varhato érték 4, a szérds 1,2. Kattintson a Kimeneti
tartomany feliratra, majd a mellette 1év6 mezore, végiil az Al cellara. Az OK gomb

megnyomasaval elkésziil a mintarealizacié az A oszlopban.

1.4. Diszkrét egyenletes eloszlas

1.13. Tétel. Legyen & a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasi valészindiségi valtozd,
m € N és xq,...,1y Kilonbozé valds szdmok. Ekkor ximgq1 diszkrét egyenletes

eloszldst az {x1, ..., 2y} halmazon.

Bizonyitds. A tétel az 1.3. megjegyzés kovetkezménye, de kozvetleniil is bizonyithato,
hiszen P(me 1 = 2;) = P(mé] +1=4) =P (5l <¢< L) = L. O

m

1.14. Példa. Modellezzen 10 dobast egy szabélyos kockaval. Masképpen fogalmazva,
generaljon az {1,2,3,4,5,6} halmazon diszkrét egyenletes eloszlasi valdszintiségi

valtozora vonatkoz6 10 eleml mintarealizaciot.
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Megoldds (1). Az el6z6 tétel alapjén, ha & a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasi

valdszintiségi valtozo, akkor [6£] + 1 diszkrét egyenletes eloszlasi az {1,2,3,4,5,6}

halmazon. Igy Al-be frja be, hogy [FINT(6*VEL())+1] vagy az ezzel egyenértékii

[VELETLEN.K0ZOTT (1;6) | fiiggvényt, Enter, az Al cella kitoltdjelét hizza le a 10. sorig,

majd rogzitse a mintarealizacio elemeit.

Megoldas (2). A feladat az Adatok/Adatelemzés meniiponttal is megoldhaté. Az A
oszlopba irja be 1-t6l 6-ig az egész szdmokat, a B1,... B6 celldkba pedig az [=1/6}
t. Ezutdan Adatok/Adatelemzés, a felugré ablakban a legordild listaban valassza
a Véletlenszam-generdlas sort, majd OK. Az eloszlasnal valassza a Diszkrét sort,
valtozok szamat allitsa 1-re, a véletlen szamok szamat allitsa 10-re. Kattintson az
Erték és valdsziniség bemeneti tartomdnya felirat mezdjére, majd jelolje ki az A1:B6
cellatartomanyt. Kattintson a Kimeneti tartomany feliratra, majd a mellette 1év6
mezére, végil az C1 cellara. Az OK gomb megnyomaséaval elkésziil a mintarealizaci6

a C oszlopban. Ez utébbi megoldés videdn:

1.5. Karakterisztikus eloszlas

1.15. Tétel. Legyen £ a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasi valdszindiségi vdl-
tozo és 0 < p < 1. Ekkor le., karakterisztikus eloszldsi p paraméterrel, ahol 1 az

indikdtorvdltozot jelenti.

Bizonyitas. A tétel az 1.3. megjegyzés kovetkezménye, de kozvetleniil is bizonyithato,
hiszen P(le<, = 1) =P({ <p) =pésP(lec, =0) =P({ =2 p) =1 —p. O

1.16. Példa. Figyeljen meg 30 fiiggetlen kisérletben egy 0,4 valoszintiségii eseményt
oly modon, hogy ha bekovetkezik, akkor leirja az 1 szamot, mig ha nem, akkor a
0 szamot. Masképpen fogalmazva, generaljon p = 0,4 paraméteri karakterisztikus
eloszlasu (vagy mas néven Bernoulli-eloszldsi) valdsziniiségi valtozéra vonatkozo 30

elemll mintarealizaciot.

Megoldds (1). Az A1 celldba irja be, hogy [=HA(VEL()<0,4;1;0)| Nyomjon Enter-t,

melynek hatdsara, ha VEL()<0,4 teljesiil, akkor az eredmény 1, kiilonben 0. Lépjen
vissza Al-re, ezutan a kitoltojelet hiizza le a 30. sorig, majd rogzitse a mintarealizacio

elemeit.

Megoldds (2). A feladat az Adatok/Adatelemzés meniiponttal is megoldhato. A felugrd

ablakban a legordiil6 listaban véalassza a Véletlenszdm-generdlds sort, majd OK. Az
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https://youtu.be/6CW3LDTuFwQ

eloszlasnal valassza a Bernoulli sort, valtozok szamat éallitsa 1-re, a véletlen szamok
szamat allitsa 30-ra, a p értékét pedig 0,4-re. Kattintson a Kimeneti tartomany fel-
iratra, majd a mellette 1év6 mezdre, végiil az Al cellara. Az OK gomb megnyomaséaval

elkésziil a mintarealizacié az A oszlopban.

1.6. Binomialis eloszlas

Ismert, hogy r darab fliggetlen p paraméterii karakterisztikus eloszlasu valoszintiségi
valtozo Osszege r-edrendli p paraméteri binomidlis eloszlast. Ebbol kovetkezoen

teljesiil a kovetkezo tétel.

1.17. Tétel. Legyenek &1, ..., &, a |0, 1] intervallumon egyenletes eloszldsi fuggetlen

valdszindségi vdltozok és 0 < p < 1. Ekkor Y l¢, <, r-edrendi p paraméterd binomidlis
i=1

eloszldsii.

1.18. Megjegyzés. Az 1.3. megjegyzés alapjan G(§) is r-edrendii p paraméter(i binomi-

alis eloszlasi, ahol € a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasi valdsziniiségi valtozo

és p = (Z)p’“(l — )" jeloléssel

0, ha 0 < x < po,
17 hap0<$§p0+p1>
2, ha pg+p1 < x < po + p1 + po,
G(m): Po TP PoTPpP1 T P2 (1 1)

r—1, hapy+---+p—2<z<po+--+p_1,
T, hapy+ - +p—1 <z <1

A po + -+ + pi, értéke [BINOM.ELOSZL (k;r;p;IGAZ) | médon szdmolhaté ki Excelben.

A nevezetes diszkrét eloszlasok kozott a binomidlis az egyetlen, amelyhez az Ex-
celben elkészitették a G altalanositott inverz fliggvényt is. Nevezetesen G(x) =
[BINOM. INVERZ (r;p;2)] ahol 0 < z < 1.

1.19. Példa. Generdljon egy 0,8 valosziniiségii esemény 5 kisérlet utani gyakorisdgara
vonatkozo 20 elemii mintarealizaciot. Masképpen fogalmazva, generaljon r = 5 rendii
p = 0,8 paraméteri binomidlis eloszlasu valoszintiségi valtozéra vonatkozo 20 elemi

mintarealizaciot.

Megoldas (1). Az eléz6 tétel és a karakterisztikus eloszlas generdlasanal leirtak

alapjdn az A1 celldba irja be, hogy [=HA(VEL()<0,8;1;0)] A kitoltSjelet hizza jobbra
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az E oszlopig. Az F1 celldba irja be, hogy [=SZUM(A1:E1)], vagy nyomja meg az

Alt+Shift+7 gombokat, majd nyomjon Enter-t. Jelolje ki az A1:F1 cellatartomanyt,
majd a kitolt6jelet huzza le a 20. sorig. Ekkor a mintarealizacié az F oszlopban lesz.

Végiil rogzitse a mintarealizacié elemeit. Mindez videdn:

Megoldds (2). Méasik megoldasként hasznaljuk fel az 1.18. megjegyzést. A B1 celldba ir-
ja be a 0 szamot, a C1-be az 1-et, és igy tovabb, a G1-be az 5-6t. Az A2 cellaba irjon 0-t,
mig a B2-be a kovetkez6t: [=BINOM.ELOSZL(B1;5;0,8;IGAZ)|. A B2 kitolt6jelét hizza
G2-ig. Irja az A3-ba, hogy [<VEL ()], a B3-ba pedig [=HA (ES ($A3>A$2; $A3<=B$2) ;B$1;0) |
A B3 kitoltéjelét hizza G3-ig. A H3-ba irja [=SZUM(B3:G3)]. Ezutédn az A3:H3 cellatar-

tomany kitoltojelét hizza le a 22. sorig. Ekkor a mintarealizacié a H oszlopban lesz.

Végiil rogzitse a mintarealizacio elemeit.

Megoldas (3). Az 1.18. megjegyzésben emlitett [BINOM. INVERZ] segitségével is meg-
oldhaté a feladat. Az Al celldba irja be, hogy [=BINOM.INVERZ(5;0,8;VELO))] A

kitoltojelet hizza le a 20. sorig, majd rogzitse a mintaelemeket.

Megoldas (4). A feladat az Adatok/Adatelemzés meniiponttal is megoldhaté. A felugrd
ablakban a legérdul6 listaban valassza a Véletlenszam-generdlds sort, majd OK. Az
eloszlasnal valassza a Binomidlis sort, valtozok szamat allitsa 1-re, a véletlen szamok
szamat allitsa 20-ra, a p értékét 0,8-re, a kisérletek szamat pedig 5-re. Kattintson a
Kimeneti tartomdny feliratra, majd a mellette 1évé mezére, végul az Al cellara. Az

OK gomb megnyoméasaval elkésziil a mintarealizacié az A oszlopban.

1.7. Hipergeometrikus eloszlas

Legyen egy dobozban N darab goly6, melybdl M darab piros. Visszatevés nélkil kive-
sziink véletlenszertien r darab golyét a dobozbdl. Legyen £ a kivett piros golyok szama.
Ekkor a £ valdszintiségi valtozé hipergeometrikus eloszlasu N, M, r paraméterekkel,
ahol feltételezziik, hogy M < N és r < min{M, N — M}.

A kovetkezd allitas ennek a kisérletnek a modellezése alapjan bizonyithato.

1.20. Tétel. Legyen y, ..., y, a[0,1] intervallumon egyenletes eloszldsi valdsziniségi

vdltozora vonatkozo mintarealizdcio, €és

M — x4
ria+1, hoy < —,
xo::o’ €T; = N_Z+1 (zzl,,r)
Ti_1, kiilonben,
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https://youtu.be/DJPb7UQCkt4

Ekkor x, a &-re vonatkozo 1 elemi mintarealizdcio.

1.21. Megjegyzés. Az 1.3. megjegyzés alapjan G(§) is N, M, r paraméterii hipergeo-

metrikus eloszldst, ahol M < N, r < min{M, N — M}, £ a [0,1] intervallumon

(0
(+)

A po+ -+ + py értéke HIPGEOM.ELOSZLAS (k;r; M ; N;I1GAZ)| médon szdmolhaté ki

Excelben.

egyenletes eloszlasi valoszintiségi valtozo és py = jeloléssel (1.1) teljestil.

1.22. Példa. Generadljon N = 10, M = 5, r = 4 paraméterii hipergeometrikus

eloszlasu valoszintiségi valtozora vonatkozé 20 elemii mintarealizaciot.

Megoldas (1). Elszor az 1.20. tétel alapjan oldjuk meg a feladatot. Az A1, B1, C1,
D1 cellakba irja be rendre az 1, 2, 3, 4 szamokat. Az A2-be irja be, hogy [=0], a
B2-be pedig, hogy [=HA (VEL () <(5-A2) / (10-A$1+1) ; A2+1;A2) | A B2 kitolt6jelét hizza
E2-ig. Ezutan az A2:E2 cellatartomany kitoltéjelét hiazza le a 21. sorig. Ekkor a

mintarealizaci6 az E oszlopban lesz. Végiil rogzitse a mintarealizacié elemeit.

Megoldas (2). Masodik megoldasként hasznaljuk fel az 1.21. megjegyzést. A B1 celldba
irja be a 0 szamot, a C1-be az 1-et, és igy tovabb, az F1-be a 4-et. Az A2 cellaba irjon O-

t, mig a B2-be a kovetkezdt: |=HIPGEOM. ELOSZLAS (B1;4;5;10;IGAZ) | A B2 kitoltdjelét
hiizza F2-ig. Trja az A3-ba [=VEL()], a B3-ba pedig [=HA (ES ($A3>A$2; $A3<=B$2) ;B$1;0) |
A B3 kitoltéjelét hizza F3-ig. A G3-ba irja [=SZUM(B3:F3)|. Ezutan az A3:G3 cellatar-

tomany kitoltojelét hizza le a 22. sorig. Ekkor a mintarealizacié a G oszlopban lesz.

Végiil rogzitse a mintarealizacié elemeit.

Megoldds (3). A feladat az Adatok/Adatelemzés mentiponttal is megoldhaté. Az A

oszlopba irja 0-t6l 4-ig az egész szamokat, a Bl-be pedig

|=HIPGEQM.ELOSZLAS (A1;4;5;10;HAMIS)|

A B1 cella kitoltéjelére kattintson kétszer. Ezutan Adatok/Adatelemzés, a felugrd
ablakban a legordiilé listaban vélassza a Véletlenszam-generdlds sort, majd OK.
Az eloszlasnal valassza a Diszkrét sort, valtozok szamat allitsa 1-re, a véletlen
szamok szamat llitsa 20-ra. Kattintson az Erték és valdszintiség bemeneti tartomdnya
felirat mezojére, majd jelolje ki az A1:B5 cellatartomanyt. Kattintson a Kimeneti
tartomdny feliratra, majd a mellette 1év6 mezore, végiil az C1 cellara. Az OK gomb

megnyomasaval elkésziil a mintarealizacié a C oszlopban.

1.8. Gyakorlatok

1.1. gyakorlat. Generaljon p =4 és o0 = 0,5 paraméterii Cauchy-eloszlasi valdszi-

nliségi valtozéra vonatkozd 15 elemi mintarealizaciot.
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Utmutatds. Ha & és n fiiggetlen standard normélis eloszlast valészintiségi valtozok,
akkor p + 0% Cauchy-eloszlast p és o paraméterekkel. Azt is felhasznalhatja, hogy
a p1 és o paraméterti Cauchy-eloszlds eloszlasfiiggvényének inverze F~'(z) = u +
+otg 5 (2 —1).

1.2. gyakorlat. Generédljon s = 4 szabadsagi foka khi-négyzet eloszlasu valészintiségi

valtozora vonatkozo 10 elem( mintarealizaciot.

Utmutatds. Ha &, ..., &, standard normalis eloszlast fiiggetlen valészintiségi valtozok,
akkor a &% +- - - + &2 val6szintiségi valtozo s szabadsagi foku khi-négyzet eloszldsi. Azt

is felhasznalhatja, hogy az s szabadsagi foki khi-négyzet eloszlas eloszlasfiiggvényének

inverzét a [KHINEGYZET . INVERZ (z;s) | fliggvénnyel szdmolhatja ki a 0 < 2 < 1 helyen.

1.3. gyakorlat. Generaljon s = 4 szabadsagi foku t-eloszlasu valészintiségi valtozora

vonatkozd 10 elemii mintarealizaciot.

Utmutatds. Ha € standard normélis eloszlasi és 7 s szabadsagi foka khi-négyzet elosz-
lasu fiiggetlen valdszintiségi valtozok, akkor a & \/% valdszinliségi valtozé s szabadsagi

foku t-eloszlasu. Azt is felhasznalhatja, hogy az s szabadsagi foku t-eloszlas elosz-

lasfuggvényének inverzét a |T.INVERZ(z;s)]| fliggvénnyel szdmolhatja ki a 0 < x < 1

helyen.

1.4. gyakorlat. Generaljon s; = 2 és s, = 3 szabadsagi foku F-eloszlasi valoszintiségi

valtozéra vonatkozd 10 elemit mintarealizaciot.
Utmutatds. Ha & s szabadsagi foku és n so szabadsagi foku khi-négyzet eloszlasu
fiiggetlen valoszintiségi valtozok, akkor az % valészintliségi valtozo s; és sy szabadsagi

foku F-eloszlasu. Azt is felhasznalhatja, hogy az s és sy szabadsagi foka F-eloszlas

closzlasfuggvényének inverzét az [F.INVERZ (z;s1;s9) | fliggvénnyel szamolhatja ki a

0 <z <1 helyen.

1.5. gyakorlat. Generaljon r = 3 rendii A\ = 2,1 paraméterii gamma-eloszlast

valészintiségi valtozora vonatkozé 15 elemli mintarealizaciot.

Utmutatds. Legyenek a &, ..., & azonos A paraméterti exponencidlis eloszlast fiig-
getlen valoszintiségi valtozok. Ekkor a & + - - - 4 &, valoszinliségi valtozo r-edrendii A

paraméterti gamma-eloszlastu. Azt is felhasznalhatja, hogy az r rendii A paraméterti

gamma-eloszlas eloszlasfiiggvényének inverzét a \GAMMA.INVERZ (x;r;1/A) \ figgvénnyel

szamolhatja ki a 0 < x < 1 helyen.

1.6. gyakorlat. Egy valészintiségi valtoz6 az x1 = 1,1, xo = 2,2 és x5 = 3,3 értékeket
veheti fel, rendre p; = 0,2, po = 0,3 és p3 = 0,5 valdszintiségekkel. Generaljon erre a

valészinliségi valtozora vonatkozd 10 eleml mintarealizaciot.
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Megoldds (1). El6szor az 1.3. megjegyzés segitségével oldjuk meg a feladatot. A B1,
C1, D1 cellakba rendre irja be az 1,1, 2,2 és 3, 3 értékeket, a B2, C2, D2 cellakba pedig
a0,2,0,3és0,5 értékeket. Az A3-ba irjon 0-t, majd B3-ba [=A3+B2]. A B3 kitoltdjelét
hiizza D3-ig. Az A4-be [=VEL()], majd B4-be |=HA (ES ($A4>A$3; $A4<=B$3) ;B$1;0)]. A
B4 kitoltojelét hiizza D4-ig. Az E4-be [=SZUM(B4:D4) | Ezutan az A4 :E4 cellatartomany

kitoltojelét hiizza le a 14. sorig. A mintarealizaci6é ekkor az E oszlopban van. Végiil

rogzitse a mintarealizacio elemeit.

Megoldas (2). A feladat az Adatok/Adatelemzés mentiponttal is megoldhat6. Az A
oszlopba irja be az x; értékeit, a B-be pedig a p; értékeit. Ezutan Adatok/Adatelemzés,
a felugro ablakban a legordiilo listaban valassza a Véletlenszdm-generdlds sort, majd
OK. Az eloszlasnal valassza a Diszkrét sort, valtozok szamat allitsa 1-re, a véletlen
szémok szdmat &llitsa 10-re. Kattintson az Erték és valdszintiség bemeneti tartomdnya
felirat mezojére, majd jelolje ki az A1:B3 cellatartomanyt. Kattintson a Kimeneti
tartomdny feliratra, majd a mellette 1évé mezore, végiil az C1 cellara. Az OK gomb

megnyomasaval elkésziil a mintarealizacié a C oszlopban.

1.7. gyakorlat. Egy kisérletet ismételjiink egymastol fiiggetleniil, amig egy rogzi-
tett A esemény be nem kovetkezik. Legyen & a végrehajtott kisérletek szama. A £
valészintiségi valtozot geometriai eloszldsinak nevezziik. Irjon programot, mely &-re

vonatkoz6 mintarealizaciot general. Oldja meg a feladatot Excelben is.

Utmutatds. Tegyiik fel, hogy a vizsgalt A esemény val6szintisége p. Legyen v, ..., yr
a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasu valészinliségi valtozéra vonatkozd olyan

mintarealizacio, melyre teljesiil, hogy

YI>D Y2 =Py ooy Y1 =P €S Y <P

Ha y; < p, akkor legyen r = 1. Konnyt belatni, hogy az igy definidlt r a &-re
vonatkozo 1 elemli mintarealizacio.

Az 1.3. megjegyzéssel Excelben is megoldhaté a feladat, ahol x = k és p, =
=p(1—p* 1t (k=0,1,2,...).

1.8. gyakorlat. Irjon programot, mely Poisson-eloszldst valészintiségi valtozéra

vonatkozo mintarealizaciot general. Oldja meg a feladatot Excelben is.

Utmutatds. Legyen 4o, y1, .- ., y- a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszldst valdszini-

ségi valtozora vonatkozé olyan mintarealizacié, melyre teljesiil, hogy

YoY1 " Yr—1 = e és Yoy1 - Yr < e
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Ekkor r a &-re vonatkozo 1 elem mintarealizacio.
A feladat Excelben az Adatok/Adatelemzés mentiponttal is megoldhaté. A felugro
ablakban a legordil6 listaban valassza a Véletlenszam-generalds sort, majd OK. Az

eloszlasndl valassza a Poisson sort.
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2. fejezet

Tapasztalati eloszlas

Ebben a fejezetben a generalt mintarealizacié alapjan fogjuk grafikusan megbecsiilni
a valdszintiségi valtozd eloszlasfiiggvényét, diszkrét esetben az eloszlasat, illetve

abszolut folytonos esetben a stirtiségfiiggvényét.

2.1. Tapasztalati eloszlasfiiggvény

Egy valészintiségi valtozo eloszlasfiiggvényének az értéke adott x € R helyen annak
a valoszintisége, hogy a valdszinliségi valtozd x-nél kisebb értéket vesz fel. Ezt
a gyakorlatban nem ismerjiik, igy a relativ gyakorisaggal fogjuk becsiilni, amit
tapasztalati eloszldsfiggvénynek neveziink az x helyen és F(x) médon jelolunk.
Tehat az F) tapasztalati eloszlasfiiggvény értéke adott z € R helyen az z-nél kisebb
elemek szama a mintarealizaciéban, osztva a mintarealizacio elemeinek a szamaval. Ez
egy olyan lépcsos fiiggvény, melyben a szakadasi pontok a mintarealizacié értékeinél
vannak. Pontosabban, ha a mintarealizacié x; = & (w),...,z, = &, (w), akkor az
(x;, F¥(x;)) koordindtaju pontok az F lépcséfokainak” a jobb oldali végpontjai. A

legmagasabb lépcséfok kezddpontja a (max{zi,...,x,}, 1) koordindtaji pont.

2.1. Tétel (A matematikai statisztika alaptorvénye). A tapasztalati eloszldsfiggvény
1 wvalosziniséggel egyenletesen konvergal R-en a valodi eloszldsfigguényhez, azaz nagy

elemszdmal mintarealizdacio esetén a tapasztalati eloszldsfigguény jol kozeliti a valddit.

Ezt a torvényt tobbféle eloszlassal is bemutatjuk a kovetkezé videdban.

Az itt hasznalt program letolthet6 a kovetkezd helyrol:
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A gyakorlatok sordn azzal a konnyitéssel oldjuk meg a feladatokat, hogy a 1épcso-
fokok jobb végpontjait sszekotjik a kdvetkezd 1épeséfok bal végpontjaval. Igy egy
folytonos vonalat kapunk. Sajnos az Excelben nincs 1épesos diagramtipus (szemben
a LibreOffice programmal), ezért a 1épcséfokok mindkét végének koordinatait meg

kell adni és azokat Osszekotni szakaszokkal.

2.2. Példa. Modellezzen 100 dobast egy szabalyos kockaval, azaz generaljon az
{1,2,3,4,5,6} halmazon diszkrét egyenletes eloszlasu valdszinliségi valtozora vo-
natkozé 100 elemi mintarealizaciét. Abrézolja a kapott mintarealizdciéhoz tartozé

tapasztalati eloszlasfiiggvényt.

Megoldds. Az A1 celldba irja be, hogy [=VELETLEN.KOZOTT(1;6)], nyomjon Enter-t,

lépjen vissza Al-re, ezutan a kitoltGjelet huzza le a 100. sorig, majd rogzitse a
mintarealizacio elemeit a B oszlopba. A C1:C6 cellatartomanyba irja be rendre az 1,
2, 3,4, 5, 6 szamokat, azaz a lehetséges dobasértékeket. Ezutan a D és E oszlopok

elso 4 soraba irja a kovetkezoket:

D E
1| =C1-1 0
2| =C1 0
3 | =D2 =E4
4 | =INDEX(C:C;S0R(D4)/2) | =DARABTELI(B:B;"<"&D4)/DARAB(B:B)

A értéke a D2 cella sordnak szdma, azaz 2, tovdbbd [INDEX(C:C;2)] a C2
cella értékével fog megegyezni. A [DARABTELI(B:B;"<"&D4)|a B oszlopban a D4 cella
értékénél kisebb értékek szdma, tovabbéa a B oszlopban taldlhaté értékek
szama. Figyelem! A DARABTELI fiigguénynév eqy téves forditas eredménye, amit

2023. marciusa utani Excel-verziokban kijavitottak DARABHA névre. Az eredeti angol
elnevezésben nincs vdltozds, ezért a DARABTELI nem szerepel az elavult fiigguénynevek
kozott.

A (D1,E1) illetve (D2, E2) koordinatdju pontok az elsé lépesdfok bal illetve jobb
végpontjai, mig a (D3, E3) illetve (D4,E4) koordinataju pontok a masodik 1épcséfok
bal illetve jobb végpontjai. A D1-ben csak arra kell figyelni, hogy C1-nél kisebb érték
szerepeljen.

A tobbi 1épcstfokot tigy kapjuk meg, hogy a D3:E4 cellatartomany kitoltojelét
lehtizzuk a 14. sorig. Azért 14, mert minden lépcs6éhoz 2 sor tartozik, tovabba a 6

lehetséges kiilonbozé értékhez 1-gyel tobb, azaz 7 1épes6fok tartozik. Altalanosségban
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tehat, ha r darab kiilonboz6 lehetséges érték van, akkor 2(r + 1)-edik sorig kell
lehtizni.

Az utolsé 1épcséfok még nem jo, hiszen D14 tires cellara hivatkozik. Ezért javitsa
ki azt [=D13+1}re. Itt csak arra kell tigyelni, hogy D13-nal nagyobb érték legyen.

Az abra elkészitéséhez jelolje ki a D és E oszlopokat, majd

Besziras — Diagramok —

Pont- (zy) vagy buborékdiagram beszirdsa — Pont vonalakkal

1
0,8
0,6

0,4

0,2

0
0 1 2 3 4 5 6 7

A szint és a vonalvastagsagot igény szerint beallithatja. A megoldas menetét végigko-

2.3. Példa. Az el6z6 példaban kapott grafikonon rajzolja fel a valédi eloszlasfiigg-

vetheti a kovetkezo videdn.

vényt, azaz a {1,2,3,4,5,6} halmazon diszkrét egyenletes eloszlast valdszintiségi

valtozo eloszlasfliggvényét is.

Megoldas. Az el6z6 munkalapon dolgozzon. Az F oszlop els6 négy soraba irja a
kovetkezoket.

0

0

=F4
=F2+1/6

SwWw N

Ezek megadjidk a valddi eloszlasfuggvény elsé két 1épcséfokanak magassagat. Az
F3:F4 cellatartomany kitoltojelét hizza le a 14. sorig, amivel megkapjuk a tobbi

1épcsofok magassagat is. Ezutan kattintson a grafikonra, majd

Tervezés — Adatok kijelolése — Hozzdadds —
Adatsor X értékei: =Munkal!$D$1:$D$14 —
Adatsor Y értékei: =Munkal!$F$1:$F$14 — OK — OK
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0,8

0,6

0,4

0,2

A szint és a vonalvastagsigot igény szerint beallithatja. Erdemes megnézni a két

fiiggvény viszonyat nagyobb (pl. 1000) mintaelemszam esetén is. A megoldas menetét

2.4. Példa. Generaljon \ = 3 paraméterti exponencialis eloszlast valoszintiségi vél-

végigkovetheti a kovetkezo videon.

tozéra vonatkozé 100 elemii mintarealizéciét. Abrazolja a kapott mintarealizaciéhoz

tartozo tapasztalati eloszlasfiiggvényt.

Megoldds. A mintarealizaciét korabban lattuk hogyan kell generdlni. Az A1l cellaba

irja be, hogy |=—LN(VEL()) /3], a kitolt6jelet hizza le a 100. sorig, majd rogzitse a

mintarealizacio elemeit a B oszlopba.

Mivel folytonos az eloszlas, ezért itt nem tudjuk felsorolni a lehetséges értékeket,
mint diszkrét esetben. Ehelyett a mintarealizacio elemeit sorba rendezziik, hiszen itt
lesznek a tapasztalati eloszlasfiiggvény toréspontjai. A rendezéshez kattintson a B

oszlop jelolojére, majd

Kezdblap — Rendezés és sziirés — Rendezés méret szerint (novekvd) —

Folytatja az aktudlis kijeloléssel — Rendezés

Ezutédn hasonléan jarunk el, mint a diszkrét egyenletes eloszlasnél. Toltse ki a C1:D4

cellatartomanyt a kovetkez6 modon:

C D
110 0
2 | =B1 0
3 | =C2 =D4
4 | =INDEX(B:B;S0R(C4)/2) | =DARABTELI(B:B;"<"&C4)/DARAB(B:B)

A (C1,D1) illetve (€2,D2) koordinataju pontok az elsé 1épcséfok bal illetve jobb
végpontjai, mig a (C3,D3) illetve (C4,D4) koordinataju pontok a masodik 1épcséfok
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bal illetve jobb végpontjai. A Cl-be azért keriilt 0, mert az exponencialis eloszlas
esetén negativ értékeket 1 valdszintiséggel nem vehet fel a valdszintiségi valtozo értéke.
Altaldnossdgban arra kell iigyelni, hogy C1-be a B1 értékénél kisebb szdm keriiljon.

A t6bbi 1épcsofokot tigy kapjuk meg, hogy a C3:D4 cellatartomany kitoltojelét
lehtizzuk a 202. sorig. Azért 202, mert minden 1épcséhoz 2 sor tartozik, tovabba a 100
mintarealizdcié értékhez 1-gyel tobb, azaz 101 1épeséfok tartozik. Altalanossdgban
tehét, ha n elem@i a mintarealizacié, akkor 2(n + 1)-edik sorig kell lehtizni.

Az utolso 1épcséfok még nem jo, hiszen C202 iires cellara hivatkozik. Ezért javitsa
ki azt [=C201+0, 1}re. Itt csak arra kell figyelni, hogy a C201 cellaértéknél nagyobb
szam szerepeljen.

Az abra elkészitéséhez jelolje ki a C és D oszlopokat, majd

Besziras — Diagramok —

Pont- (zy) vagy buborékdiagram beszirdsa — Pont vonalakkal

0,8
0,6
0,4

0,2

A szint és a vonalvastagsagot igény szerint bedallithatja. A megoldas menetét végigko-

2.5. Példa. Az el6z6 grafikonon abrazolja a valodi eloszlasfliggvényt, azaz a A =

vetheti a kovetkezo videdn.

= 3 paraméteri exponencidlis eloszlasi valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényét, és

hasonlitsa Ossze a tapasztalati eloszlasfiiggvénnyel.

Megoldds. Az eloszlasfiiggvényt jelen esetben 0-tol 2-ig kell megrajzolni. Ehhez ezen
az intervallumon 0,1 1épéskozokkel kiszamoljuk a fiiggvényértékeket, majd egy sima
(differencialhatd) gorbével osszekotve abrazoljuk.

A megoldést az el6z6 munkalapon végezze el. Az E1 cellaba irjon 0-t, az E2-be
pedig 0, 1-et. Az E1:E2 cellatartoméany kitoltojelét hizza le addig, amig 2-t nem kap
(21. sor). Az F1 celldba irja a kovetkezot:
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|=EXP.ELOSZL(E1;3;IGAZ)]

Ez a A = 3 paraméterti exponencidlis eloszlastu valdsziniiségi valtozo6 eloszlasfiigg-
vényének értékét adja az E1 értékének a helyén. Ezutan az F1 kitoltojelét huzza
le addig, amig az E oszlopban van mellette adat (most a 21. sorig). Kattintson a

grafikonra, majd

Tervezés — Adatok kijelolése — Hozzdadds —
Adatsor X értékei: =Munkal!$E$1:$E$21 —
Adatsor Y értékei: =Munkal!$F$1:$F$21 — OK — OK

A 21 helyére értelemszertien az a sorszam keriil, ameddig az E oszlopban vannak
szamok. Ezt automatikusan is elvégezheti a kovetkez6 modon: Kattintson az Adatsor
X értékei alatti mezére, utana az E1 cellara, majd nyomjon Ctri+Shift+Le billen-
tytikombinaciét. Hasonldan, kattintson az Adatsor Y értékei alatti mezore, torolje
a benne talalhaté tartalmat, majd kattintson az F1 cellara, végiil nyomjon
Ctri+Shift+Le billentytikombinéciot.

Formdtum — bal oldali legordiil6 listaban: Adatsor2 — Kijelolés formdzdsa —
Adatsor formdzdsa panelen:

Kitoltés és vonal ikon — Vonal — Gorbitett vonal

0,8
0,6
0,4

0,2

A szint és a vonalvastagsagot igény szerint bedallithatja. A megoldas menetét végigko-

vetheti a kovetkezo videdn.

2.2. Vonaldiagram

Diszkrét ¢ valdszintliségi valtozora vonatkozd xq,...,x, mintarealizacié esetén a

tapasztalati eloszlds xi-hez (i = 1,...,n) hozzarendeli az z;-vel egyenld elemek
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szamat a mintarealizacioban, elosztva n-nel, amely a {{ = z;} esemény relativ
gyakorisidga. A statisztika alaptorvénye szerint ez a P({ = z;) eloszlasérték annal
pontosabb becslése, minél nagyobb a minta elemszama. Ezt a fliggvényt célszerti
vonaldiagrammal abrazolni, amely azt jelenti, hogy az (z;,0) pontot Osszekotjik az
(z;,p;) ponttal (1 =1,...,n), ahol p; a tapasztalati eloszlas értéke az x; helyen.
Diszkrét eloszlas esetén célszeriibb tapasztalati eloszlasfiiggvény helyett tapaszta-

lati eloszlast dbrézolni, mert az joval karakterisztikusabb.

2.6. Példa. Generaljon r = 5 rendii és p = 0,3 paraméterii binomidlis eloszlast
valdszintiségi valtozéra vonatkozé 100 elemii mintarealizéciét. Abrazolja a kapott

mintarealizaciohoz tartozé tapasztalati eloszlast vonaldiagrammal.

Megoldas. A korabban ismertetett médon generalja le a mintarealizaciot, majd
rogzitse azt a G oszlopban. A H1:H6 cellatartomanyba irja be a valoszintiségi valtozo
lehetséges 0, 1, 2, 3, 4, 5 értékeit. Ezutan ezekhez az értékekhez kiszamoljuk a

tapasztalati eloszlas értékeket. Ez a korabbi modszer logikajaval

[=DARABTELI (G:G; "="&H1) /DARAB(G:G)

modon torténhet, de ez ekvivalens a kovetkezd I1 cellaba irasaval:

[=DARABTELI (G:G;H1) /DARAB(G:G) .

Nyomjon Enter-t, majd az I1 cella kitoltéjelét huzza le a 6. sorig.
A kovetkezékben dbrazoljuk a (H1,I1),...,(H6,16) koordinitéji pontokhoz tar-
toz6 vonaldiagramot, ami a tapasztalati eloszlas vonaldiagramja lesz. Ehhez jelolje

ki az I1:16 cellatartomanyt, majd
Beszirds — Diagramok — Oszlop- és savdiagram beszirdsa — Csoportositott oszlop
Kattintson az abrara, majd

Tervezés — Adatok kijelolése —
Vizszintes (kategoria-) tengely feliratai: Szerkesztés —
Tengely felirattartomdnya: =Munkal'!$H$1:$H$6 — OK

0,4

0,3

0,2
0,1 I
. [ 0 -
0 1 2
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A szint és a vonalvastagsagot igény szerint beallithatja. A megoldds menetét végigko-

vetheti a kovetkezo videdn.

2.7. Példa. Az el6z6 grafikonon abrazolja a valodi eloszlast is vonaldiagrammal.

Megoldds. A megoldast az el6z6 munkalapon végezze el. A J1 celldba irja a kovetkezot:

|=BINOM.ELOSZL (H1;5;0,3;HAMIS) |

Ez kiszamolja az eloszlas értékét a H1 cella értékének a helyén. A J1 cella kitoltéjelét

hiizza le a 6. sorig. Kattintson az abrara, majd

Tervezés — Adatok kijelolése — Hozzdaddas —
Adatsor értékei: =Munkal!$J$1:$J$6 — OK — OK

0,4

0,3

0,2

I |

. T
0 1 2 3 4 5

A szint és a vonalvastagsagot igény szerint beallithatja. A megoldds menetét végigko-

2.3. Strtséghisztogram

vetheti a kovetkezo videdn.

Legyen z¢g < z1 < --- < x,. Tegyiik fel, hogy az abszolut folytonos &-re vonatkozo
mintarealizacié minden eleme benne van az (xg, x,) intervallumban. Minden [z;_1, z;)
intervallum f6lé rajzoljunk egy y; magassagu téglalapot tgy, hogy a téglalap teriilete
a & valodi f stirliségfiiggvényének gorbéje alatti tertiletet becsiilje az [x;_1,x;) inter-
vallumon. Hasonlbéan az eddigiekhez, egy esemény valoszintiségét itt is az esemény

relativ gyakorisdgaval becsiiljiik. Igy tehét

Zj

/ flz)dr =Pz <€ <zj) ~

Tj—1
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[z;_1,%;) intervallumba es6é mintaelemek szdma

o~ - = y;(r; — 1),

Ebbol

[z;_1, ;) intervallumba es6 mintaelemek szdma

n(z; — ;1)

Y = (J=1,...,7).

A kapott oszlopdiagramot striséghisztogramnak nevezzik, amely tehat a valodi f

strtiségfiiggvényt a j-edik részintervallumon az y; konstanssal kozeliti. A statisztika

alaptorvénye szerint ez a kozelités a minta elemszamanak novelésével egyre pontosabb.
Abszolut folytonos eloszlas esetén érdemes a tapasztalati eloszlasfiiggvény mellett

ezt is dbrazolni, mert karakterisztikusabb az alakja.

2.8. Példa. Generéljon standard normalis eloszlast valészintiségi valtozdéra vonatkozo
200 elemii mintat. Rajzolja meg a stiriséghisztogramot a (—4,4) intervallumon 10

darab egyenl6 hossziisdgu részintervallum esetén.

Megoldds. Generdlja le a mintarealizaciot az A oszlopban a korabban tanult médszerek

valamelyikével, példdul a kovetkezd fiiggvénnyel: [=NORM. S. INVERZ (VEL ()) | Rogzitse

a B oszlopba. Toltse ki a C1:D4 cellatartomanyt a kévetkezé méddon:

C D
1]-4 0
2| =C1 =DARABHATOBB(B:B;">="&C2;B:B;"<"&C3)/(0,8*DARAB(B:B))
3 | =C2+0,8 | =D2
4 | =C3 =0

A (C1,D1), (C2,D2), (C3,D3), (C4,D4) koordinatdju pontok rendre az elsé téglalap

bal also, bal fels6, jobb felsé és jobb alsé cstcspontjainak koordinatai. A D2 és C3

celldkban azért szerepel 0,8, mert egy részintervallum hossza 471(5 4 = 0,8.

Mivel a masodik téglalap bal als6é cstcspontja egybeesik az elso téglalap jobb
alsé csucspontjaval, ezért a tovabbi téglalapok meghatarozasahoz elég a C2:D4
cellatartomany kitoltéjelét lehiizni a 31. sorig lehtizni. Azért 31, mert Gsszesen 10
részintervallum van és mindegyikhez 3 sor tartozik, kivéve az elsé intervallumot,
amelyhez 4. Altalanossdgban, ha r darab részintervallum van, akkor a (3r 4 1)-edik
sorig kell lehtizni.

Az abra elkészitéséhez jelolje ki a C és D oszlopokat, majd

Besziras — Diagramok —

Pont- (zy) vagy buborékdiagram beszirdsa — Pont vonalakkal
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0,4

0,3

0,2

0,1
0 _l_l_ 1
-4 32 -24 -16 -08 0 0,8 1,6 2,4 3,2 4

A szint és a vonalvastagsagot igény szerint beallithatja. A megoldas menetét végigko-

2.9. Példa. Az el6z6 grafikonban abrazolja a standard normalis eloszlas stiriiség-

vetheti a kovetkezo videdn.

fliggvényét is, majd hasonlitsa 0ssze a kapott stirliséghisztogrammal.

Megoldas. A megoldast az el6z6 munkalapon végezze el. El6szor a valodi stiriség-
fiiggvény értékeit a [—4, 4] intervallumon fogjuk kiszdmolni 0,2 1épéskézzel. Trja be
az E1 cellaba, hogy -4 illetve az E2 celldba, hogy -3,8. Az E1:E2 cellatartomany
kitoltéjelét hizza le a 4 értékig (41. sorig). Ezutan az F1 celldban szamolja ki a

standard normalis eloszlas sirtiségfiiggvényének értékét az E1 cella értékénél:

|=NORM.S.ELOSZLAS (E1; HAMIS) |

Az F1 cella kitoltéjelét hizza le a 41. sorig. A kdvetkezOkben megrajzoljuk a valodi

strtségfiigegvényt. Lépjen a diagram teriiletére, majd

Tervezés — Adatok kijelolése — Hozzdadds —

Adatsor X értékei: =Munkal!$E$1:$ES41 —

Adatsor Y értékei: =Munkal!$F$1:$F$41 — OK — OK —

Formdtum — bal oldali legordiil6 listaban: Adatsor2 — Kijelolés formdzdsa —
Adatsor formdzdsa panelen:

Kitoltés és vonal ikon — Vonal — Gorbitett vonal

SO
AN
A T

-4

-3,2  -24

-1,6

-0,8

0 0,8
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https://youtu.be/iGTkBFtThqg

A szint és a vonalvastagsagot igény szerint beallithatja. A megoldas menetét végigko-

vetheti a kovetkezo videdn.

2.4. Gyakorlatok

2.1. gyakorlat. Generéljon az {1,2,3,4,5} halmazon diszkrét egyenletes eloszlast
valészintiségi valtozéra vonatkozé 200 elemfl mintarealizaciét. Abrazolja a kapott
mintarealizaciohoz tartozo tapasztalati eloszlast, majd a valodi eloszlast vonaldiag-

rammal.

2.2. gyakorlat. Generédljon r = 6 rendi p = 0,6 paraméterii binomialis eloszlast
valoszinliségi valtozoéra vonatkozd 200 elemii mintarealizaciot. Ebbdl rajzolja meg a
tapasztalati eloszlasfiggvényt. Abrézolja a valédi eloszldsfiiggvényt is, majd hasonlitsa

Oket Ossze.

Utmutatds. A vizsgalt valészintiségi valtozét jelolje €. Ertékkészlete {0,1,... .6}, igy
a valodi eloszlasfliggvénynek ezekben a pontokban kell kiszamolni az értékét. Ismert,

hogy ¢ eloszlasfiiggvénye a k = 1,2,3,4,5,6 értékeknél

Az abrazolasnal hasznalja fel, hogy Excel-ben

k
[BINOM.ELOSZL (k;7;p; IGAZ) | = > (f)pi(l —p)
i=0 \*

igy

|BINOM.ELOSZL(k — 1;7;p;IGAZ) | = P(§ < k) (k=1,2,3,4,5,6).

2.3. gyakorlat. Legyen egy dobozban N = 10 darab goly6, melyb6l M = 5 darab
piros. Visszatevés nélkiil kivesziink véletlenszertien » = 4 darab goly6t a dobozbdl.
Legyen ¢ a kivett piros golyok széama. (Tehat £ hipergeometrikus eloszlasi.) Gene-
raljon &-re vonatkozo 250 elemii mintarealizaciot. Ebbdl rajzolja meg a tapasztalati
eloszlast vonaldiagrammal. Abrazolja a valédi eloszldst is vonaldiagrammal, majd

hasonlitsa Oket Ossze.
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Utmutatds. Ismert, hogy

pe—y = W) g

(%)

mely Excel-ben [HIPGEOM.ELOSZLAS (k;7; M ; N ;HAMIS) | fiiggvénnyel szdmolhato.

ST,

2.4. gyakorlat. Generaljon A = 3,2 paraméterti Poisson-eloszlast valdszintiségi valto-
zéra vonatkozé 900 elem mintarealizaciot. Ebbdl rajzolja meg a tapasztalati eloszlast
vonaldiagrammal. Abrézolja a valdi eloszldst is vonaldiagrammal, majd hasonlitsa
oket Ossze. Ezutan dbréazolja a tapasztalati eloszlasfiiggvényt azon intervallumon,
amelyen a mintarealizacio elemei elhelyezkednek, majd a valodi eloszlasfiiggvényt

ugyanezen az intervallumon.
Utmutatds. A vizsgalt valészinfiségi valtozot jeldlje €. Ismert, hogy

P =h)=T5e™ (k=01,...),

mely Excel-ben [POISSON.ELOSZLAS (k; \; HAMIS) | fiiggvénnyel szdmolhato. Ha a HAMIS

sz0 helyett IGAZ szerepel a fiiggvényben, akkor az a

k )\z _)\
PE<k)=) =e

=0
értékét szamolja ki.

2.5. gyakorlat. Egy kisérletet ismételjiink egymastol fiiggetleniil, amig egy rogzitett
p = 0,3 valdszinliségli esemény be nem kovetkezik. Legyen & a végrehajtott kisér-
letek szdma. (Tehat & geometriai eloszldst valdszintiségi valtozo.) Generaljon &-re
vonatkozo6 700 elemli mintarealizaciot. Ebbdl rajzolja meg a tapasztalati eloszlast
vonaldiagrammal. Abrazolja a valédi eloszlast is vonaldiagrammal, majd hasonlitsa
oket Ossze. Ezutan dbrazolja a tapasztalati eloszlasfiiggvényt azon intervallumon,
amelyen a mintarealizicio elemei elhelyezkednek, majd a valodi eloszlasfiiggvényt

ugyanezen az intervallumon.

Utmutatds. Ismert, hogy

Excel-ben a hatvdnyozds ~ jellel vagy a fiiggvénnyel torténik. Példaul 0,72
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vagy \HATVANY(O,?;B)\ moddon szamolhatd ki. Masrészt

k—1
P(¢<k)= ;p(l —p) T =1-(1-p" (k=23,...).

2.6. gyakorlat. Generaljon a & valdszintiségi valtozéra vonatkozo 500 elemii minta-

realizaciot, ahol £ eloszlasa

(1) 23 varhaté értéki és 2 szérast normalis;

(2) 5 szabadséagi foku khi-négyzet;

(3) 3 szabadsagi foku t;

(4) 2 és 3 szabadséagi foku F.

Abrézolja a tapasztalati eloszlasfiiggvényt azon az intervallumon, amelyen a min-

tarealizacio elemei elhelyezkednek, majd a valédi eloszlasfiiggvényt ugyanezen az

intervallumon.

Utmutatds. (1) m varhaté értékii és o szérasi normalis eloszlasi valosziniiségi val-

tozo eloszlasfiiggvényének az értéke x € R helyen \NORM.ELOSZLAS(m;m ;a;IGAZ)\.

Itt jegyezziik meg, hogy ha specidlisan m = 0 és o = 1, azaz standard normalis

az eloszlas, akkor \NORM.ELOSZLAS (z;0;1; IGAZ)\ helyett hasznalhaté a kovetkezd is:
[NORM. S . ELOSZLAS (x; IGAZ) |

(2) Az s szabadséagi foku khi-négyzet eloszlasu valészintiségi valtozo eloszlasfiggvé-

nyének az értéke x > 0 helyen |[KHINEGYZET . ELOSZLAS (; 5; IGAZ) |

(3) Az s szabadségi foku t-eloszlasu valésziniiségi valtozé eloszlasfiiggvényének az
értéke = € R helyen [T.ELOSZL (z;s;IGAZ) .

(4) Az s; és sy szabadsagi foku F-eloszldst valoszintiségi valtozé eloszlasfiggvényének
az értéke x > 0 helyen [F.ELOSZL (x; s1; 52; IGAZ) |.

2.7. gyakorlat. Generdljon A\ = 4 paraméterli exponencialis eloszlasi valosziniiségi
valtozora vonatkozo 500 elem mintarealizaciot. Rajzolja meg a stirliséghisztogramot
azon az intervallumon, amelyen a mintarealizacié elemei elhelyezkednek, 10 darab
egyenl6 hosszisagu részintervallum esetén. Ugyanezen az intervallumon abrézolja a

valodi stirtiségfiiggvényt is.

Utmutatds. A \ paraméterti exponencialis eloszldsi valészinfiségi valtozé siirtiség-
fliggvényének értéke az = > 0 helyen [EXP.ELOSZL (x; \; HAMIS) |.

2.8. gyakorlat. Generaljon a & valdszintiségi valtozéra vonatkozo 500 elemii minta-
realizaciot, ahol £ eloszlasa
(1) [—5,4] intervallumon egyenletes;

(2) r =2 rendl A = 1 paraméterii gamma;
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(3) standard Cauchy;

(4) s = 6 szabadsagi foku khi-négyzet.

Abrézolja a tapasztalati eloszlasfiggvényt, illetve a siirtiséghisztogramot 10 da-
rab egyenlo hosszisagu részintervallum esetén, azon az intervallumon, amelyen a
mintarealizacié elemei elhelyezkednek, majd a valddi eloszlasfiiggvényt illetve a

stirtiségfiiggvényt ugyanezen az intervallumon.

Utmutatds. (2) Az r-edrendii A paraméterii gamma-eloszlast valészintiségi valtozd

eloszlasfiiggvénye x > 0 esetén [GAMMA.ELOSZL (z;7;1/);IGAZ)] illetve a siirliségfiige-
vénye [GAMMA.ELOSZL (x;7; 1/)\;HAMIS)| fliggvényekkel szdmolhato ki.

(3) A standard Cauchy-eloszlast valdszintiségi valtozo stirtiségfiiggvénye

1

T R—=R, f(:c):m,

illetve eloszlasfiiggvénye
1 1
F:R—R, F(z)= 5t —arctg x.
T

Az arctg(z) az fliggvénnyel szdmolhaté. De azt is felhaszndlhatjuk, hogy
a standard Cauchy-eloszlas megegyezik az 1 szabadsagi foku t-eloszlassal.

(4) Az s szabadséagi foku khi-négyzet eloszlasu valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvé-

nyének az értéke z > 0 helyen [KHINEGYZET . ELOSZLAS (z; 5; IGAZ) |, a stirliségfiiggvénye
pedig [KHINEGYZET . ELOSZLAS (z; 5 ; HAMIS) |

2.9. gyakorlat. Generaljon a & valészintiségi valtozora vonatkozé 500 elemi minta-
realizaciot, ahol £ eloszlasa

(1) 3 szabadsagi foku t;

(2) 2 és 3 szabadséagi foku F.

Abrézolja a sfirtiséghisztogramot 10 darab egyenld hosszisagi részintervallum esetén,
azon az intervallumon, amelyen a mintarealizacié elemei elhelyezkednek, majd a

valodi stirtiségfiiggvényt ugyanezen az intervallumon.

Utmutatds. Az s szabadsagi foku t-eloszlasu valoszintiségi valtozo siriségfliggvényé-

nek az értéke x € R helyen |[T.ELOSZL(z;s;HAMIS)|. illetve az s; és sy szabadséagi

foktu F-eloszlasu valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényének az értéke x > 0 helyen
|F.ELOSZL(z;s;;52; HAMIS) |.
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3. fejezet

Grafikus illeszkedésvizsgalat

Tegytik fel, hogy a vizsgalt valoszintiségi valtozo abszolut folytonos. Ha a tapasztalati
eloszlasfiiggvény vagy a stirtiséghisztogram segitségével megsejtjiik, hogy mi a vizsgalt
valoszintiségi valtozo eloszlasa, akkor bizonyos esetekben az tgynevezett grafikus

illeszkedésvizsgalattal gy6zodhetiink meg sejtésiink igazarol.

3.1. Paraméter nélkiili eloszlasra vonatkozo illesz-
kedésvizsgalat

Legyen 1 < 29 < --- < x,., tovabba tegytik fel, hogy a mintarealizacié legkisebb
eleme kisebb x1-nél, a mintarealizacio legnagyobb eleme pedig nagyobb z,-nél.

A matematikai statisztika alaptétele szerint a tapasztalati eloszlasfiiggvény nagy
elemszamu mintarealizacio esetén jol kozeliti a valodi eloszlasfiiggvényt, azaz ha n a

mintarealizacié elemszama, akkor
* .
Fr(z;) ~ F(x;), i=1,...,r

ahol F' a vizsgalt valoszintiségi valtozo valddi eloszlasfiiggvénye. Ebbol F-nek az

[1, ;] intervallumon vett invertalhatésagat feltételezve azt kapjuk, hogy
F_I(F;:(x,)) ~x;, i=1,...,7

azaz 1y; = F 1 (F:;(xz)) jeloléssel az (z1,v1),. .., (¢, yr) koordinatdju pontok koriil-

beliil egy origdén atmend 1 meredekségii egyenesre esnek.

3.1. Példa. A minta-04.txt fdjlban talalhaté mintarealizacié alapjan vizsgélja

meg, hogy a vizsgalt valészinliségi valtozd lehet-e standard Cauchy-eloszlast.
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		-1		4472

		7		6376

		0		6373

		-0		6611

		0		7304

		-0		3950

		-1		1101

		3		8806

		-0		9622

		-0		3702

		-0		0155

		-0		0648

		4		0130

		0		1606

		11		4175

		2		4709

		0		8146

		-19		8910

		-4		9725

		-1		3534

		-0		9516

		-4		0673

		2		6562

		-0		5216

		-0		0364

		0		0073

		0		2615

		-1		1365

		1		8197

		-1		4443

		3		8749

		1		0192

		-22		0637

		-1		7195

		-5		7967

		-0		9176

		-1		2311

		0		8154

		0		1205

		-2		8290

		-0		7528

		0		3978

		-10		1233

		-1		6625

		1		1324

		0		7594

		0		5822

		4		8045

		-0		4444

		0		1555

		-0		2286

		0		0572

		0		2067

		-0		1153

		0		2975

		0		0613

		2		3850

		0		0578

		-10		6077

		-0		0578

		-2		7913

		-0		0124

		0		8226

		3		3750

		1		0306

		-0		3084

		16		4837

		0		9270

		-1		8691

		0		7137

		0		9372

		3		3807

		0		0927

		4		2483

		-4		2189

		-2		8842

		-0		0350

		-5		1853

		-0		6687

		0		7763

		-0		8807

		0		1986

		-7		0397

		-0		5790

		0		1338

		1		6372

		-0		3697

		-0		9437

		-0		9266

		1		6104

		1		6380

		7		1833

		-0		1953

		1		7965

		-0		9787

		-6		0785

		0		1010

		6		6255

		-0		2109

		2		5164

		2		6005

		-1		7020

		-1		1409

		1		8521

		-0		1459

		-0		0556

		0		3335

		-0		9387

		0		6849

		2		2968

		0		0534

		0		1243

		-0		6455

		-1		0625

		-0		5386

		0		2560

		0		5192

		1		0419

		-0		7209

		-1		2532

		-0		3992

		-2		1546

		2		0258

		1		6019

		0		7342

		-4		5267

		1		8163

		-0		1221

		-0		3280

		0		3084

		-0		2980

		0		3166

		5		1112

		0		4827

		0		6155

		-1		7318

		0		0312

		5		8180

		-0		4378

		-0		8504

		-0		7029

		-0		3848

		0		5750

		0		7439

		0		0972

		-1		2746

		-0		0663

		-15		8233

		-1		4279

		0		6736

		5		0684

		0		3655

		0		7523

		-1		2853

		0		8674

		-0		3461

		0		1010

		7		1408

		0		8332

		-3		8202

		1		0194

		-0		0074

		-1		2334

		-1		0474

		-1		0118

		1		7877

		8		0344

		0		2326

		-0		7617

		-0		1627

		-4		2991

		-0		1232

		-1		0781

		-1		6449

		-1		4502

		-0		7956

		0		2625

		0		1893

		-0		6896

		5		1273

		0		7186

		-0		6710

		1		1759

		0		0515

		3		5618

		-0		9231

		-1		7276

		2		1076

		-44		6862

		-0		0145

		-2		5521

		-0		7498

		0		0124

		1		2424

		3		7309

		1		0345

		-0		8387

		17		3638

		-2		1511

		-3		6743

		1		9750

		-2		3450

		-1		4386

		-0		4522

		-1		0100

		1		0197

		2		7447

		-0		3880

		-13		1278

		0		0900

		0		3221

		-0		3809

		-2		0271

		1		3638

		-12		8229

		0		9453

		0		0049

		0		5478

		-0		3112

		0		5644

		-2		4536

		0		0534

		-40		7707

		-5		4503

		-0		0351

		0		8391

		-0		1333

		0		3757

		7		8618

		-0		3018

		-0		0372

		0		7814

		-16		9201

		-0		7687

		-0		5780

		0		5849

		0		0139

		-2		4982

		0		3614

		-0		8530

		1		1849

		-1		1915

		8		1496

		-33		1430

		-10		9040

		-0		5367

		0		5787

		20		4383

		-10		2412

		-0		0317

		0		0885

		-4		4376

		-0		6963

		2		7202

		-0		0910

		1		4511

		3		8215

		3		9168

		-35		0087

		-60		9262

		-0		0066

		-3		2883

		0		5240

		-2		3915

		4		2860

		-0		0329

		0		6175

		3		6692

		-0		1256

		-1		0473

		0		5747

		-4		0324

		-0		7435

		-3		1122

		-6		9425

		0		4474

		2		2694

		-0		1761

		-0		3633

		-2		6418

		0		1346

		-0		4656

		-0		0739

		2		1282

		4		9026

		-0		4571

		0		4462

		-0		8284

		1		0979

		-0		7790

		0		9059

		0		2437

		-1		2979

		-0		0056

		0		1195

		-0		7325

		-0		2459

		2		0565

		-0		2328

		0		3641

		-1		2575

		1		8355

		-3		1233

		0		2012

		0		1994

		0		4859

		0		4942

		-1		0158

		0		4659

		1		1440

		0		7535

		0		4024

		-2		0626

		-2		5070

		0		7723

		0		5673

		0		3113

		-0		0625

		-7		7439

		-0		5215

		-0		8437

		12		1848

		-0		8605

		-37		0183

		-0		4312

		-1		0055

		0		7342

		-0		5215

		0		2828

		-0		6542

		1		2906

		-2		2809

		-7		0724

		1		1598

		19		5271

		-0		0149

		-0		5901

		2		2851

		0		4730

		-0		4258

		-2		7778

		0		4555

		2		5495

		-1		5418

		0		8533

		1		0136

		45		6079

		0		4527

		0		7136

		0		0956

		-1		4970

		1		3553

		0		1425

		5		2816

		1		3658

		0		8848

		-1		0607

		-0		2878

		-2		0008

		-0		3180

		8		6336

		-0		3724

		0		2791

		0		4945

		-96		2460

		3		7572

		-0		5467

		-0		1459

		-2		6376

		-0		3594

		1		0097

		0		1191

		0		3178

		-4		7112

		0		4093

		-14		3504

		1		9413

		1		1370

		0		0955

		-4		1624

		-1		4422

		-0		0779

		-0		0284

		-2		6269

		-1		9461

		-0		5011

		-0		5253

		-2		2718

		0		0654

		-4		4245

		2		2456

		-0		4255

		0		3169

		-4		0144

		0		4493

		-0		2600

		0		1355

		0		3511

		-0		2758

		-0		8507

		3		5246

		-6		6519

		2		5675

		2		5194

		712		5584

		30		6878

		0		8881

		6		8829

		1		6476

		1		9250

		0		9551

		-0		1906

		1		4603

		2		3308

		1		7803

		-4		3327

		-1		0125

		-1		3273

		-1		8422

		3		6584

		1		7239

		445		2279

		-2		4783

		-0		1436

		0		3223

		-0		5942

		-0		8509

		5		7842

		2		9716

		1		3782

		5		0881

		0		1995

		1		7979

		-64		2841

		-1		3780

		1		3983

		-6		9513

		-0		9541

		-1		2868

		0		3996

		7		6248

		-0		2085

		24		1169

		0		0681

		-3		6759

		-0		4308

		-0		4357

		-0		3100

		-2		7884

		2		0910

		0		2922

		0		0087

		14		7691

		-1		0912

		1		7341

		-0		0739

		-0		5508

		1		0913

		0		5755

		-0		9056

		-28		7697

		2		7723

		0		5509

		-1		9642

		0		9969

		2		3885

		-0		6519

		-0		3675

		-0		3602

		-7		8806

		0		1844

		-3		7662

		1		0666

		0		9263

		-1		1783

		16		6863

		1		1899

		1		9667

		2		8207

		-1		9231

		-0		6231

		1		0034

		0		5169

		-0		0695

		-1		1805

		-0		6120

		0		2709

		2		2870

		2		1755

		0		0450

		-0		2902

		-1		5817

		4		4568

		-0		6991

		4		0019

		-0		3043

		-0		3434

		0		6959

		-0		6474

		-9		6520

		-3		5781

		0		2353

		-0		4662

		6		1890

		0		7465

		0		0362

		0		9062

		-0		4965

		0		1959

		-3		1031

		-7		0861

		0		4575

		-1		3671

		0		4949

		0		2321

		1		3139

		0		4174

		0		4776

		-1		5688

		-0		6486

		0		9939

		-6		7084

		-2		0882

		0		0124

		1		5439

		3		4221

		0		8134

		-0		1763

		1		4497

		0		5796

		1		1419

		0		0983

		0		2956

		0		7920

		3		8277

		-7		2273

		-0		1870

		-0		0909

		3		0581

		0		4204

		11		9098

		-1		7414

		-0		0348

		-3		0964

		-1		1487

		-0		3712

		-4		3700

		-1		3542

		4		1559

		-1		7627

		-1		6487

		27		2558

		-2		2085

		0		7475

		0		0318

		0		1928

		-4		6757

		0		5823

		-0		0832

		3		6095

		0		4699

		-0		2769

		1		6142

		1		7570

		-0		1662

		-0		1172

		-0		5815

		0		7722

		0		5900

		-3		3053

		-3		9032

		-1		7293

		-0		1680

		-0		8269

		-1		0005

		0		7315

		-0		2045

		2		0203

		0		1455

		2		0040

		-0		3530

		0		5283

		0		7984

		3		1113

		-0		2147

		0		0202

		4		2918
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		-1		7473

		-3		0619

		-12		5962

		0		4884

		-4		0520

		-1		1378

		1		6942

		0		7184

		5		3818

		-1		3358

		-2		6680

		16		0954

		0		2657

		-0		5166

		-0		4596

		1		3814

		-0		3443

		-4		1913

		2		6389

		-11		8191

		-0		6945

		-7		8590

		-0		1933

		0		3175

		0		9170

		-5		4345

		7		3367

		0		3724

		3		1746

		1		1092

		1		2701

		4		3630

		-3		0615

		2		4027

		-0		3797

		-2		6269

		0		0172

		-1		5421

		4		5820

		0		8209

		-1		0626

		2		2185

		-0		0266

		-54		8211

		2		8943

		-3		2463

		1		2658

		-1		2541

		0		8391

		-11		5955

		3		1488

		-1		0396

		-0		2982

		-0		8738

		2		3460

		0		7455

		-0		3035

		0		1457

		0		2945

		1		5291

		5		1399

		1		2643

		1		0088

		-1		7170

		-0		7156

		3		5854

		-0		3140

		0		0866

		0		4517

		-0		0165

		-4		1407

		-0		4995

		1		3930

		-1		2331

		4		0294

		0		4719

		1		3748

		-0		7011

		-1		4836

		-0		4491

		0		6391

		-0		1247

		-31		4608

		-2		8425

		-1		3007

		11		0602

		-1		1112

		-0		4121

		-0		9413

		-3		6526

		-0		2857

		0		8388

		0		4530

		0		4935

		-6		5477

		-3		8223

		-1		6203

		-6		3787

		4		1596

		0		3755

		0		2420

		-1		3679

		-2		2719

		-0		3304

		-0		3294

		-7		1948

		-1		1170

		1		8368

		0		8627

		0		4774

		3		0898

		0		9785

		0		4621

		0		5060

		-0		0284

		-0		4784

		0		9164

		-0		5473

		1		1502

		0		1329

		-9		2829

		0		4456

		4		3311

		-0		0448

		-28		5570

		-0		3266

		4		0809

		13		2072

		4		4647

		-0		5947

		-0		1378

		-3		2342

		-0		4948

		0		0743

		-7		6848

		-15		9728

		0		0973

		1		8704

		1		0777

		-0		1322

		4		4326

		0		4213

		-0		4655

		0		1881

		-0		6973

		-0		0045

		2		0721

		-1		3975

		0		8517

		0		0103

		0		3919

		-0		0311

		1		0896

		-1		1999

		-17		2888

		0		7735

		-0		1839

		0		0500

		-12		8048

		-1		2522

		1		9248

		-1		0403

		0		9808

		-0		2555

		0		2423

		-0		9510

		0		0203

		-4		2189

		-3		2112

		0		2266

		-0		8306

		-1		6071

		2		8825

		-0		9595

		-0		2362

		-11		9081

		-2		8719

		-2		4953

		10		6371

		0		1749

		-2		0302

		-2		1222

		9		4689

		1		1035

		-0		7346

		1		5225

		-0		5438

		0		9634

		-0		8539

		-0		2153

		-1		5022

		-9		5486

		0		0118

		2		3345

		0		1469

		-12		1441

		0		4376

		2		8490

		-0		1689

		0		3486

		0		5949

		0		3123

		0		6220

		0		7945

		-0		4965

		1		0911

		-0		7446

		-2		7862

		-0		2419

		-2		1779

		7		6638

		5		3289

		-0		6706

		-0		0983

		-0		0823

		1		0983

		-1		0637

		-0		3521

		1		9416

		-1		1250

		2		4749

		3		0306

		0		9582

		0		7640

		2		3695

		0		3167

		1		4148

		-1		5298

		-0		3658

		1		0553

		0		0386

		0		2038

		-0		5709

		-0		1647

		2		0196

		-1		0243

		-2		5384

		2		7259

		0		3555

		-3		5440

		1		0022

		1		9035

		-0		0804

		-0		2298

		0		5278

		0		7066

		-0		1400

		1		0047

		-0		1851

		-5		4099

		0		6017

		0		8223

		-1		1455

		-2		0282

		-3		5953

		8		3589

		1		0020

		-10		8332

		0		7875

		-1		1680

		-0		8794

		-8		3950

		-1		1458

		0		5372

		1		6394

		-0		5395

		-0		2691

		2		3351

		-0		0769

		0		1397

		3		0108

		-2		0358

		3		0046

		-0		5651

		0		0171

		-0		4567

		-1		4327

		1		9473

		-0		9656

		6		2358

		-0		7902

		-1		3872

		-0		8128

		0		1976

		-6		3701

		-1		0534

		0		8716

		-18		5348

		4		9149

		0		5925

		-1		4697

		

		

		

		

		




Megoldds. Ha a vizsgalt valoszintiségi valtozé standard Cauchy-eloszlast, akkor
. 1 1
Fr(z;) ~ —arctge; + =, i=1,...,m
s 2

azaz
y; = tg <F;(ZE1) - ;>7r ~ax, i=1,...,7
gy az (z1,11),..., (2, y,) koordinataji pontok kériilbelill egy origén atmend 1
meredekségii egyenesre esnek.
A mintarealizaciét masolja egy Excel-munkalap A oszlopaba. Hasznéljuk a —3-t6l
3-ig terjedo egyenletes beosztast 0,5 hosszisagu részintervallumokkal, azaz legyen
ry = —3,09 = —2,5,x3 = —2,...,x13 = 3. Ezeket rendre irja be a B1:B13 cellatarto-

manyba. A C oszlopban szamoljuk ki az y; értékeket. Ehhez irja C1-be, hogy

[=TAN ((DARABTELI (A:A;"<"&B1) /DARAB(A:A)-1/2)*P1())]

majd a C1 kitoltéjelét hizza le a 13. sorig. Abrazoljuk a kapott pontokat. Ehhez
jelolje ki a B1:C13 cellatartomanyt, majd

Beszirds — Diagramok —
Pont- (zy) vagy buborékdiagram beszirdsa — Pont

A WO N A D R, N W b
@

Az origdn atmené 1 meredekségli egyenessel vald 6sszehasonlitas miatt hizzuk meg a
diagramon ezt az egyenest. Ehhez a D1 és E1 celldkba irja a -3 értéket, illetve a D2

és C2 cellakba a 3 értéket, kattintson a diagramra, majd

Tervezés — Adatok kijelolése — Hozzdadds —

Adatsor X értékei: =Munkal'!$D$1:$D$2 —

Adatsor Y értékei: =Munkal!$E$1:$E$2 — OK — OK —

Formdtum — bal oldali legordiilé listaban: Adatsor?2 — Kijelolés formazdsa —
Adatsor formdzdsa panelen:

Kitoltés és vonal ikon — Vonal — Folytonos vonal —

Jelolo — Jelold bedllitasai — Nincs
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A kapott pontok nagyon jol illeszkednek az egyenesre, igy nagy valdszinliséggel

allithato, hogy a vizsgalt valdszintliségi valtozé standard Cauchy-eloszlasi.

A szint és a vonalvastagsagot igény szerint bedllithatja. A megoldas menetét

végigkovetheti a kovetkezo videon.

3.2. Egyparaméteres eloszlasra vonatkozé illeszke-
désvizsgalat

Ebben az esetben azt vizsgaljuk, hogy a valdszinliségi valtozo szarmazhat-e olyan
eloszlastipusbol, amelynek egy ismeretlen paramétere van. Példaul egy valdszintiségi
valtozo lehet-e exponencialis eloszlast, amelynek a A\ paramétere ismeretlen?

Altaldnossagban jelolje ¥ az ismeretlen paramétert. Tegyiik fel, hogy G és g olyan
fiiggvények, melyekre az eloszlastipus eloszlasfliggvénye eléall az x helyen G(g(ﬁ)x)
alakban, tovabba G invertalhatd. Az exponenciélis eloszlas ilyen, hiszen G(t) = 1 —¢',
g(¥) = =0 és ¥ = X\ vélasztéssal G(g(ﬁ)x) =1— ¢ tovdbb4 G invertélhat6 és
G7(t) = In(1 —¢).

Legyen z; < x5 < --- < z,., tovabba tegyiik fel, hogy a mintarealizacié legkisebb
eleme kisebb x1-nél, a mintarealizacié legnagyobb eleme pedig nagyobb x,-nél. Han a
mintarealizacié elemszama és a valdszintiségi valtozé valoban a sejtett eloszlastipusba
tartozik, akkor

Fi(z;) ~ G(g(ﬁ)xi), i=1,...,m,

Ebbdl
Gil(F;(xz)> 2g(§>l’“ L= 17"'7T7

azaz y; := G~ (Ff;(a:ﬂ) jeloléssel az (z1,v1), ..., (T, yr) koordinataju pontok koriil-

beliil egy origén atmend g(¢) meredekségii egyenesre esnek.
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https://youtu.be/1MAf0FVjUe4

A legkisebb négyzetek elve alapjan az origon atmend y = max egyenletii egyenesek
kozil az illeszkedik legjobban az (z1,v1), ..., (x,,y,) koordinatdji pontokra, melyre

S (ma; — y;)? értéke a legkisebb. Ezt az egyenest az adott pontokhoz tartozé fiz-

=1

pontos regresszids eqyenesnek (vagy linedris trendvonalnak) nevezzik. Jelolje ennek

meredekségét m*. Ekkor megoldva a
g(0) =m*

egyenletet, a J megoldasa a ¢ becslése. Tehat ez a modszer nem csak arra ad feleletet,
hogy tényleg ebbe az eloszlastipusba tartozik-e a vizsgalt valoszintiségi valtozo, hanem

az ismeretlen paraméter értékét is megbecsiilhetjiik vele.

3.2. Példa. A minta-03.txt fijlban talalhaté mintarealizacié alapjan vizsgélja
meg, hogy a vizsgalt valoszintiségi valtozd lehet-e exponencidlis eloszlasi. Ha igen,

akkor linedaris regresszioval becsiilje meg a paramétert.

Megoldds. Ha teljesiil, hogy a vizsgélt valdszintiségi valtozd exponencialis eloszlasi A

paraméterrel, akkor

Frloz)~1—e™ i=1,...r

azaz
Yi = hl(l — F;(&)) ~—Ax;, 1=1,...,r

Igy az (z1,11), ..., (2, yr) koordindt4ji pontok koriilbeliil egy olyan egyenesre esnek,
melynek —\ a meredeksége és atmegy az origon. Ha m* az origén dtmeno regresszios

egyenes meredeksége, akkor —\ = m* egyenletet megoldva kapjuk \ becslését, azaz

A
*

A= —m*.

A mintarealizaciot masolja egy Excel-munkalap A oszlopaba. Vizsgalja meg a

legkisebb és legnagyobb értékét a mintarealizaciénak a [=MIN(A:A)]| és [=MAX(A:A)]
figgvényekkel. Azt kapjuk, hogy 0,002 a legkisebb és 2,1932 a legnagyobb érték.

Ennek alapjan lehet z; = 0,1 és z, = 2,1. Célszeri az r = 11 valasztas, mert

ekkor egyenletes beosztast valasztva 10 egyenld hosszisagu részintervallumot kapunk,
melyek hossza %00’1 =02 Igy 21 = 0,1; 20 = 0,3; 3 = 05; x4 = 0,7; x5 =
=09 2s=1,1;, z7 =13; zs = 1,5, x9 = 1,7; x19 =1,9; x1; = 2,1. Ezeket irja be a
B1:B11 cellatartomanyba. Ezutan a C1 celldban szamolja ki az y; értékét. Ehhez irja

be a kovetkezot:

[=LN (1-DARABTELI (A:A;"<"&B1) /DARAB(A:4))]

A C1 cella kitoltéjelét hizza le a 11. sorig. Abrazoljuk a kapott pontokat. Ehhez
jelolje ki a B1:C11 cellatartomanyt, majd
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		0		1776

		0		0624

		0		5565

		0		1781

		0		7710

		0		8958

		0		1712

		0		1362

		0		3412

		0		0157

		0		3625

		0		0063

		0		0250

		0		1247

		0		1017

		0		1958

		0		1662

		0		5921

		0		3045

		0		2464

		0		4984

		0		4214

		0		0388

		0		0774

		0		0658

		0		5729

		0		1674

		0		1193

		0		4554

		0		1739

		0		0492

		0		1731

		0		8111

		0		0158

		0		0436

		0		1074

		0		6113

		0		0791

		0		8365

		0		6600

		0		1657

		0		2249

		0		1160

		1		1889

		0		3399

		0		0919

		0		8083

		1		3840

		0		1812

		0		9291

		0		1290

		0		1078

		0		3988

		0		0250

		0		0603

		0		1285

		0		3051

		0		6273

		1		9874

		0		1264

		0		1800

		0		0934

		0		0822

		0		0657

		0		7338

		0		0379

		0		0765

		0		0350

		0		3638

		0		1582

		0		0799

		0		8184

		0		4390

		0		6450

		1		9789

		0		0626

		0		0343

		0		2688

		0		0522

		0		1732

		0		0186

		0		0232

		0		2413

		0		1069

		0		0187

		0		0930

		0		1278

		0		1448

		0		3592

		0		0909

		0		2395

		0		6015

		0		1230

		0		2918

		0		0211

		0		2235

		0		4263

		0		6362

		0		3597

		0		1936

		0		1805

		0		0975

		0		1866

		0		5796

		0		2478

		0		0077

		0		1363

		0		0994

		0		4084

		0		2594

		0		1779

		0		4270

		0		0797

		0		3201

		0		1936

		0		1413

		0		0179

		0		0473

		0		0047

		0		0107

		0		0191

		0		0246

		0		2345

		0		0045

		0		0775

		0		0146

		0		3186

		1		1271

		0		2109

		0		0572

		0		7808

		0		8092

		0		0223

		0		0895

		0		4937

		0		0730

		0		5295

		0		4003

		0		1011

		0		1471

		0		1066

		0		2818

		0		4738

		0		3261

		0		2664

		0		1808

		0		0494

		0		1217

		0		6685

		0		0673

		0		3536

		0		0997

		0		2974

		0		0985

		0		4649

		0		1763

		0		1260

		0		0932

		0		2116

		0		7017

		0		6166

		0		0777

		0		0346

		0		0148

		0		1913

		0		1408

		0		2144

		0		5657

		0		4445

		0		2718

		1		0367

		0		0329

		0		9766

		0		0526

		0		4394

		0		2634

		0		1631

		0		2928

		0		1730

		0		9995

		0		3089

		0		2132

		0		5630

		0		0987

		0		1497

		0		3111

		0		1441

		0		0721

		0		1095

		0		0112

		0		3859

		0		1240

		0		0875

		0		2856

		0		0804

		0		1400

		0		1633

		0		0862

		0		5769

		0		4681

		0		4269

		0		0241

		0		7494

		0		2428

		0		1225

		0		5786

		0		1963

		0		3563

		0		3755

		0		3270

		0		8262

		0		0163

		0		1137

		0		4089

		0		0145

		0		1827

		0		2603

		0		5177

		0		3828

		0		8088

		0		0568

		0		1023

		0		8015

		0		0195

		0		3781

		0		0838

		0		0202

		0		1539

		0		3188

		0		0420

		0		0554

		0		1167

		0		1187

		0		2396

		0		7300

		0		1001

		0		1650

		0		1417

		0		2647

		0		6744

		0		0325

		0		1711

		0		0277

		0		1393

		0		5888

		0		0678

		0		7670

		0		1810

		0		2463

		0		1203

		0		2004

		0		3354

		0		1708

		0		0003

		0		1173

		0		2978

		1		0630

		0		1694

		0		0652

		0		3142

		0		5040

		0		6306

		0		5653

		1		0077

		0		0643

		0		0533

		0		0107

		0		1416

		0		3300

		0		2394

		0		0991

		0		5374

		0		8053

		0		0494

		0		0389

		0		3124

		0		0374

		0		4970

		0		0304

		0		0494

		0		6380

		0		2384

		0		3344

		1		0117

		0		9961

		0		1207

		0		2906

		0		0879

		0		1832

		0		5006

		1		1728

		0		2747

		0		1910

		0		8106

		0		1063

		0		2006

		0		0857

		1		4525

		0		3609

		0		1384

		0		7514

		0		1025

		0		1196

		0		6204

		0		0566

		0		1610

		0		0150

		0		2849

		0		6562

		0		0152

		0		1029

		0		3582

		0		0946

		0		3592

		0		2426

		0		6420

		0		0330

		0		1969

		0		0237

		0		8987

		0		0735

		0		1515

		0		2836

		0		3910

		0		0324

		0		1442

		1		5015

		0		5705

		0		2394

		0		9201

		0		2413

		0		1053

		0		1954

		0		3129

		0		0019

		0		0390

		0		2085

		0		0430

		0		3686

		1		1303

		0		5762

		0		0239

		0		0788

		0		1599

		0		2955

		0		6123

		0		3780

		0		7702

		0		2777

		0		4744

		0		2401

		0		1778

		0		0042

		0		2452

		0		0047

		0		2034

		0		0453

		0		6613

		0		1956

		0		1011

		0		1118

		0		5003

		0		2647

		0		3416

		0		0067

		0		4179

		0		0618

		0		1740

		0		0784

		0		3044

		0		3450

		0		1904

		0		3085

		0		2925

		0		3897

		0		6892

		1		3455

		0		0036

		0		0060

		0		0322

		0		2775

		0		3859

		0		1402

		0		0603

		0		1006

		0		0015

		1		6619

		0		1205

		0		7183

		0		4240

		0		1004

		0		0863

		0		8685

		0		0594

		0		0192

		0		2130

		0		3814

		0		5872

		0		0811

		0		1432

		0		1481

		0		2437

		0		1527

		0		4108

		0		4703

		1		5503

		0		2780

		1		1178

		0		3046

		0		9373

		0		3420

		0		7649

		0		3624

		0		5188

		0		1940

		0		1404

		0		0286

		0		6030

		0		0319

		0		3412

		0		3248

		0		6068

		0		0106

		0		1723

		0		0060

		0		2578

		0		2676

		0		0935

		0		0203

		0		1226

		0		0297

		0		0900

		0		3121

		0		7274

		0		0178

		0		1964

		0		4445

		0		0625

		0		4196

		0		3805

		0		8269

		0		1318

		0		0367

		0		1288

		0		6918

		0		4337

		0		1115

		0		7922

		0		0756

		0		2424

		0		3541

		0		7977

		0		2509

		0		4074

		0		1602

		0		4298

		0		1068

		0		1170

		1		3503

		0		8182

		0		0209

		0		3202

		0		0896

		0		0398

		0		1274

		0		0265

		0		3567

		0		1178

		0		9873

		0		4146

		0		0311

		0		1479

		0		2081

		0		4002

		0		0410

		0		5580

		0		3121

		0		1146

		0		6664

		0		2257
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		0		1728

		0		2651

		0		8128

		0		0703

		0		8917

		0		1334

		0		0339

		0		1528

		0		1453

		0		0193

		0		3825

		0		3787

		0		9258

		0		1585

		0		0018

		0		7254

		0		3477

		0		4731

		0		1806

		0		0401

		0		0880

		0		0368

		0		3703

		0		6661

		0		7721

		0		0078

		0		0854

		0		1029

		0		0755

		0		3656

		0		3478

		0		1171

		0		1567

		0		0040

		0		0122

		0		0096

		0		0142

		0		5231

		0		0053

		0		0002

		0		0606

		0		1069

		0		2771

		0		0909

		0		4738

		0		6660

		0		2916

		0		3497

		0		3063

		0		1181

		0		1582

		0		2564

		0		5209

		0		1874

		0		0993

		0		4586

		0		1361

		0		0844

		0		2958

		0		3579

		0		4913

		0		5910

		0		7065

		0		7892

		0		3011

		0		6085

		0		5490

		0		2398

		0		0026

		1		2643

		0		1827

		0		0372

		0		0510

		0		4745

		0		5756

		1		3567

		0		0583

		0		1258

		0		8497

		0		2464

		0		1702

		0		4368

		0		1314

		0		1096

		0		3306

		0		0439

		0		1360

		0		0578

		0		1312

		0		0637

		0		2431

		0		0912

		0		0576

		0		4229

		0		2111

		0		7645

		0		1724

		0		6292

		0		4025

		0		0004

		0		6567

		0		0708

		0		4122

		0		2901

		0		1281

		0		6347

		0		4583

		0		2461

		0		8741

		1		2261

		0		4637

		0		2634

		0		8736

		0		3097

		0		2681

		0		9272

		0		2131

		0		7070

		0		1025

		0		8069

		0		4109

		0		0804

		0		1843

		0		0774

		0		0308

		0		0889

		0		2075

		0		2531

		0		4306

		0		5899

		0		1570

		0		6696

		0		2537

		0		0384

		0		4004

		0		4780

		0		6773

		0		1789

		0		1641

		0		0849

		0		0973

		0		6069

		0		7011

		0		3966

		0		3492

		0		2323

		0		3096

		0		1156

		0		7856

		0		4810

		0		6658

		0		1121

		0		2014

		0		0982

		0		2049

		0		2034

		0		3554

		0		0142

		0		6893

		0		0093

		0		0456

		0		3360

		0		4211

		0		5149

		0		5128

		0		3371

		0		4120

		0		1469

		0		0189

		0		7578

		0		2367

		0		0156

		0		3721

		0		4823

		0		0160

		0		6859

		0		4007

		0		0221

		0		0979

		0		1307

		0		1439

		0		0462

		0		1983

		1		4093

		0		3185

		0		4537

		0		2398

		0		2852

		0		1567

		0		2915

		0		3773

		0		1826

		0		4254

		0		0693

		0		7037

		0		2676

		0		0900

		0		0233

		0		2621

		0		2355

		0		0801

		0		0991

		0		3216

		0		3126

		0		0413

		0		1555

		1		2268

		0		7065

		0		5002

		0		8589

		0		2160

		0		0625

		0		0495

		0		2759

		0		5782

		0		0316

		0		1589

		0		3922

		0		0829

		0		5375

		0		0222

		0		0716

		0		7181

		0		5398

		0		1278

		0		1692

		0		0809

		0		0534

		0		1445

		0		6744

		0		2276

		0		5302

		0		6319

		0		0127

		1		2888

		0		1183

		0		5194

		0		0307

		0		1633

		0		2038

		0		0773

		0		5915

		0		2532

		0		0454

		0		1663

		0		0205

		0		1032

		0		0529

		0		0121

		0		3403

		0		8327

		0		0187

		0		6910

		0		7434

		0		1869

		0		0393

		0		1055

		0		1167

		0		1316

		0		3727

		0		2207

		0		8179

		0		1369

		0		0817

		0		2651

		0		1052

		0		2353

		0		0317

		0		1460

		0		0354

		0		0120

		0		1112

		0		7676

		0		2694

		0		7476

		0		3587

		0		0651

		0		4981

		0		2503

		0		0402

		0		9412

		0		3813

		0		3974

		0		7035

		0		1637

		0		2703

		0		1126

		0		0707

		0		2705

		0		8003

		0		0259

		0		2219

		0		6138

		0		1234

		0		1290

		0		0637

		0		0119

		0		3077

		1		3744

		0		3249

		0		4886

		0		1845

		0		2593

		0		8779

		0		1711

		0		8660

		0		0958

		0		2011

		0		1359

		0		1166

		0		7271

		0		1429

		0		3193

		0		2038

		0		1741

		0		2766

		0		2346

		0		6663

		0		1545

		0		6341

		0		5141

		0		1300

		0		2218

		0		0259

		0		2100

		0		2201

		0		0735

		0		2267

		0		0234

		0		0797

		0		5078

		0		1148

		0		1592

		0		7911

		0		3382

		0		7327

		0		6870

		0		4892

		0		2574

		0		1269

		0		3245

		0		1754

		0		0225

		0		3681

		0		3958

		0		0596

		0		2972

		0		0207

		0		2281

		0		0997

		0		3116

		0		5568

		0		0589

		0		3774

		0		8610

		0		0224

		0		1181

		0		0641

		0		0682

		0		2062

		0		2810

		0		4920

		0		0519

		0		0308

		0		7066

		0		0462

		1		4443

		0		3016

		0		0237

		0		0155

		1		1438

		0		0919

		0		3434

		0		0981

		0		0990

		0		1183

		0		7427

		0		2310

		0		2667

		0		8118

		0		0011

		0		0032

		0		8218

		0		4083

		0		2079

		0		0651

		0		7359

		0		1149

		0		0378

		0		1510

		0		0026

		0		4543

		0		3079

		0		2761

		0		9365

		0		3680

		0		1278

		0		2172

		0		0679

		0		1772

		0		1302

		0		3429

		0		7570

		0		1622

		0		6448

		0		0887

		0		0743

		0		6570

		0		0120

		0		5131

		0		1288

		0		1831

		1		1028

		0		0487

		0		0572

		0		0401

		0		0580

		0		0100

		0		0658

		0		4992

		0		2329

		0		1663

		0		5766

		0		1970

		0		1153

		0		1655

		0		5736

		0		1923

		0		0451

		0		0744

		0		7379

		0		2989

		0		3438

		0		3264

		0		0047

		0		0407

		0		2728

		0		0243

		0		0252

		0		1827

		0		0164

		0		5994

		0		3454

		0		2580

		0		4507

		0		2327

		0		0779

		0		2084

		0		0914

		0		2218

		0		5041

		0		3905

		0		0146

		0		6755

		0		1477

		0		0368

		0		6744

		0		3004

		0		0718

		0		1739

		0		0215

		0		0974

		0		4147

		0		1393

		0		3172

		0		0142

		0		0555

		0		7773

		1		1120

		0		4489

		0		2433

		0		2136

		1		8023

		0		0118

		0		0210

		0		7102

		0		0284

		0		5009

		0		8990

		0		0819

		0		1483

		0		8914

		1		2525

		0		1603

		0		0100

		0		3843

		0		4686

		0		3219

		0		3853

		0		0342

		0		0545

		0		1093

		0		0965

		0		1945

		0		1027

		0		4710

		0		1848

		0		9527

		0		1958

		0		1992

		0		0250

		0		2986

		0		4440

		0		8900

		0		0108

		0		1028

		0		4453

		0		4162

		0		0012

		0		1637

		0		0605

		0		3532

		0		4896

		0		3806

		0		0743

		0		1493

		0		3753

		0		0280

		0		3667

		0		1761

		0		0878

		0		1181

		0		2525

		0		1804

		0		0798

		0		1544

		0		0414

		0		7455

		0		7127

		0		2271

		0		0982

		0		3192

		0		4938

		0		0847

		0		1447

		0		0370

		0		1766

		0		0163

		0		3962

		0		0123

		0		8697

		0		2805

		0		4236

		0		0236

		0		1357

		0		0743

		0		0711

		0		1292

		0		0412

		0		2299

		0		0905

		0		0958

		0		0217

		0		0868

		1		1204

		0		7272

		0		5001

		0		1788

		0		5601

		0		3823

		0		1620

		0		8195

		0		0526

		0		1860

		0		6577

		0		2351

		0		2185

		0		4399

		0		2622

		0		1415

		0		3225

		0		1794

		0		3478

		0		1542

		0		1873

		0		2758

		0		2353

		0		8274

		0		7353

		0		0471

		0		0855

		0		5210

		0		0248

		0		1368

		0		6096

		0		1732

		0		4119

		0		1617

		0		0682

		0		4818

		0		9956

		0		0165

		1		4202

		0		1718

		0		8607

		0		0311

		0		8970

		0		3620

		0		4522

		0		0143

		0		8305

		0		4764

		1		1034

		0		0830

		0		1325

		0		3127

		0		0312

		0		1151

		0		1590

		0		1434

		0		2148

		0		5318

		0		5749

		0		0168

		0		0970

		0		1278

		0		1643

		0		9333

		0		6826

		0		1265

		1		4593

		0		1718

		0		0111

		0		4287

		0		1045

		0		1063

		0		3393

		0		9291

		0		1945

		0		0708

		0		0897

		0		2674

		0		0379

		0		1670

		0		6363

		0		1615

		0		1936

		0		9470

		0		1882

		0		0902

		0		3263

		0		0282

		0		1579

		0		2689

		0		2724

		0		3161

		0		1646

		0		0952

		0		3042

		0		1850

		0		0795

		0		4335

		0		0372

		0		0418

		0		2730

		0		2253

		0		2363

		0		6035

		0		2996

		0		2509

		0		4616

		0		6377

		0		2401

		0		1404

		0		5497

		0		7722

		0		0876

		0		2822

		0		6641

		0		4658

		0		1047

		0		1337

		0		2658

		0		3657

		0		0915

		0		4969

		1		1466

		0		0908

		0		2670

		0		2964

		0		2219

		0		0318

		0		0966

		0		1538

		0		5967

		0		1977

		0		0346

		2		1169

		0		2703

		0		2175

		0		1190

		0		3006

		0		0195

		0		4663

		0		3629

		0		5798

		0		6774

		0		2100

		0		4145

		0		0419

		0		5388

		0		1232

		0		1289

		0		1904

		0		0255

		0		5529

		0		9600

		0		0076

		0		1550

		0		6795

		0		1189

		0		1047

		0		0649

		0		3070

		0		0970

		0		3313

		0		6105

		0		5472

		0		0297

		0		4573

		0		6885

		0		3310

		0		2260

		0		0101

		0		1502

		0		1125

		0		0893

		0		6630

		0		0747

		0		6765

		0		3899

		1		3665

		0		6244

		0		3074

		0		1313

		0		1363

		0		3561

		0		0716

		0		2985

		1		2581

		0		0205

		0		5378

		0		3510

		0		2863

		0		6893

		0		1143

		0		0768

		0		3036

		0		0473

		0		1431

		0		0039

		0		1168

		0		2371

		0		4767

		0		0686

		0		5953

		0		3252

		0		0447

		0		0912

		0		4375

		0		5791

		0		1594

		0		1056

		0		5774

		0		9197

		0		2125

		0		0047

		0		4202

		0		2175

		0		2577

		0		2805

		0		2592

		0		0269

		0		3161

		0		0593

		0		1118

		0		9601

		0		9999

		0		5809

		0		0131

		0		0217

		0		0188

		0		1241

		0		0125

		0		0637

		0		1640

		0		2748

		0		1137

		0		3074

		0		0882

		0		0759

		0		0571

		0		7939

		0		6526

		0		1107

		0		0080

		0		1435

		0		2445

		0		0169

		0		0839

		0		1010

		0		3682

		0		2003

		0		5607

		0		1588

		0		0731

		0		5339

		0		2512

		0		5494

		0		9402

		0		2896

		0		1264

		0		1423

		0		3398

		0		2031

		0		1044

		0		0456

		0		0319

		0		0446

		0		4941

		0		9350

		0		7712

		0		0460

		0		0885

		0		3756

		0		3812

		0		1224

		0		2446

		0		4801

		0		0642

		0		0472

		0		1523

		0		1333

		0		1790

		0		0259

		0		0092

		0		5377

		0		3887

		0		0346

		0		8845

		0		0225

		0		0675

		0		3678

		0		2781

		0		0411

		0		4217

		0		6864

		0		1114

		0		1041

		0		1934

		0		2366

		0		6951

		0		0354

		0		3902

		0		2171

		0		2426

		0		2429

		0		5406

		0		3506

		0		0237

		0		0751

		0		3118

		0		9112

		0		3330

		0		3437

		0		3557

		0		1978

		0		2557

		0		0060

		0		2987

		0		0024

		0		2013

		0		1328

		0		0512

		0		0110

		0		2671

		0		4819

		0		3271

		1		1030




Besziras — Diagramok —

Pont- (zy) vagy buborékdiagram beszirdsa — Pont
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A kapott pontok jol illeszkednek egy olyan egyenesre, amely atmegy az origon.
gy nagy biztonsdggal allithatjuk, hogy a mintarealizdci6 exponencidlis eloszlasbél
szarmazik.

A X\ paraméter becsléséhez abrazoljuk az origon atmend linearis trendvonalat.

Kattintson az abrara, majd

Tervezés — Diagram-ésszetevd hozzdaddsa —

Trendvonal — Tovabbi trendvonal-bedllitasok —

Trendvonal formdzdsa panelen:

Trendvonal bedllitdsai ikon — Linedris — Metszéspont: 0 —

Egyenlet latszik a diagramon

o

02 04 06 08 1 1,2 14 16 18 2 2,2

[ I N, B NV VR N R o

A meredekségbdl lathat6, hogy A becslése 3,3822. Osszehasonlitdsképpen kozoljiik,
hogy a vizsgalt valoszintiségi valtozo exponencidlis eloszlasi volt A = 3,2 paraméterrel.

A szint és a vonalvastagsagot igény szerint bedllithatja. A megoldas menetét
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végigkovetheti a kovetkezo videon.


https://youtu.be/6qWwcQn6Weg

3.3. Kétparaméteres eloszlasra vonatkozo6 illeszke-
désvizsgalat

Most azt vizsgaljuk, hogy a valdsziniiségi valtozd szarmazhat-e olyan eloszlastipusbol,
amelynek két ismeretlen paramétere van. Példaul egy valdszinliségi valtozé lehet-e
normalis eloszlast, amelynek m és o paraméterei ismeretlenek?

Altalanossagban jelolje ¥, és ¥, az ismeretlen paramétereket. Tegyiik fel, hogy
G, g1 és go olyan fiiggvények, melyekre az eloszlastipus eloszlasfiiggvénye eloall az
x helyen G<91 (01,92) + g2(04, 192)) alakban, tovabba G invertalhat6o. A normalis
eloszlds ilyen, hiszen G(t) = ®(t), g1(V1,72) = 19%, g2(V1,92) = —Z—;, V1 = m és
¥y = o valasztassal G(g1 (91, Y9)x + go(V1, 192)) = (”_m>, tovabba G invertalhatd.

g

Legyen 1 < 29 < --- < z,,, tovabba tegytik fel, hogy a mintarealizacié legkisebb
eleme kisebb x1-nél, a mintarealizacié legnagyobb eleme pedig nagyobb z,-nél. Han a
mintarealizacié elemszama és a valdszintiségi valtozé valoban a sejtett eloszlastipusba

tartozik, akkor
Fi(x:) = G(qu(01,92)z; + ga(01,02)), i=1,....7,

Ebbdl
G (Fy(x:)) ~ gr(¥1,92)i + g2(01,02), i=1,...,7,

azaz y; ‘= G_1<F;:(xi)> jeloléssel az (x1,11), ..., (2, y,) koordindtdju pontok ko-
rilbeliil egy olyan egyenesre esnek, melynek meredeksége g1 (1, 92) és a fliggbleges
tengelymetszete go(1, Us).

A legkisebb négyzetek elve alapjan az origén atmend y = max + b egyenletii
egyenesek koziil az illeszkedik legjobban az (z1,y1), - . ., (%, y,) koordinataju pontokra,
melyre ET: (mx; + b — y;)? értéke a legkisebb. Ezt az egyenest az adott pontokhoz
tartozé Z7”_6197"655,22'0/5 egyenesnek (vagy linedris trendvonalnak) nevezzik. Jelolje ennek

meredekségét m* és a fiiggdleges tengelymetszetét b*. Ekkor megoldva a

91(191,192) =m"

g2 (V1,7,) = b"
egyenletrendszert, a (J1,7,) megolddsa a (91, 7,) becslése. Tehdt ez a médszer nem
csak arra ad feleletet, hogy tényleg ebbe az eloszlastipusba tartozik-e a vizsgalt

valoszintiségi valtozo, hanem az ismeretlen paraméterek értékeit is megbecsiilhetjiik

vele.
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3.3. Példa. A minta-01.txt fajlban talalhaté mintarealizacié alapjan nézze meg,
hogy a vizsgalt valdsziniiségi valtozo lehet-e normalis eloszlasi. Ha igen, akkor becsiilje

meg linearis regressziéval a paramétereket.

Megoldas. Ha a vizsgélt valdsziniiségi valtozo normalis eloszlasi m varhaté értékkel

és o szorassal, akkor

F;@ﬁ:@(mi_m), 1=1,...,r,

azaz
yi = @7 (Fi(w)) ~ —w— =, i=1,....m

Igy az (x1,11), ..., (x,,y,) koordinataji pontok koriilbeliil egy olyan egyenesre esnek,
melynek % a meredeksége és — értéknél metszi a fliggbleges tengelyt. Ha m* illetve

b* a regresszios egyenes meredeksége illetve fiiggbleges tengelymetszete, akkor az

=m

SHESESQR

:b*

b 4g 5 =1

m* m*?

A mintarealizaciot masolja egy Excel-munkalap A oszlopaba. Vizsgalja meg a

egyenletrendszer megoldasa m = —

melyek az m és o becslései.

legkisebb és legnagyobb értékét a mintarealizdciénak a [=MIN(A:A)]| és [=MAX(A:A)]
fiiggvényekkel. Azt kapjuk, hogy 2,495 a legkisebb és 8,0063 a legnagyobb érték. Ennek

alapjan lehet x1 = 2,5 és x, = 8. Célszerli az r = 11 valasztas, mert ekkor egyenletes
beosztast valasztva 10 egyenlo hosszliisagu részintervallumot kapunk, melyek hossza
% = 0,55. igy r1 = 2,551 = 3,05;...; 211 = 8. Ezeket az értékeket irja be a

B1:B11 cellatartomanyba. Ezutan a C1 cellaban szamolja ki az y; értékeket a

|=NORM.S.INVERZ (DARABTELI(A:A;"<"%&B1) /DARAB(A:A))]

fiiggvénnyel, majd a kitolt6jelét hizza le a 11. sorig. Abrazoljuk a kapott pontokat.
Ehhez jelolje ki a B1:C11 cellatartomanyt, majd

Besziras — Diagramok —

Pont- (zy) vagy buborékdiagram beszirdsa — Pont

A 11 darab pont nagyon jé kozelitéssel egy egyenesen helyezkedik el, igy normalis

eloszlasunak tekinthetjilk a vizsgdlt valoszintiségi valtozot.
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		5		4584

		5		3780

		4		7339

		5		0884

		5		0674

		4		9444

		4		6063

		7		0333

		4		2884

		6		2984

		6		0361

		4		9679

		5		2982

		4		0271

		5		4870

		6		4616

		4		5727

		4		8065

		4		6250

		4		0505

		4		0726

		6		2603

		4		4924

		4		6293

		3		9250

		3		7483

		4		7654

		5		7604

		4		3341

		6		3941

		4		4250

		5		0410

		5		9539

		5		6394

		4		5163

		5		1524

		5		1208

		4		3123

		5		3227

		4		9047

		4		3340

		3		0020

		5		2450

		6		0868

		3		7789

		3		9948

		5		5868

		4		9254

		5		0289

		4		0572

		4		1587

		4		7531

		5		6529

		4		7454

		4		8902

		5		7700

		4		4897

		3		9491

		6		1591

		5		4470

		6		0080

		6		0578

		4		5717

		6		2169

		4		7936

		5		2755

		6		0043

		5		3943

		5		4504

		5		2733

		5		9492

		6		1329

		3		9897

		6		2054

		5		0361

		3		7237

		5		8680

		5		4058

		5		8330

		5		7308

		4		6414

		5		1884

		6		5592

		4		5139

		4		9267

		5		8757

		5		2277

		5		8507

		5		2470

		4		4362

		5		5940

		5		0638

		2		7775

		6		2683

		4		3425

		6		2845

		4		8581

		4		8351

		3		4988

		3		2230

		6		0193

		3		9437

		4		8570

		5		2917

		5		0621

		6		5411

		5		0241

		4		2015

		6		1543

		5		3099

		6		7156

		5		3456

		5		0023

		5		5401

		5		1334

		4		6812

		3		6566

		5		0589

		4		9355

		5		3839

		6		1555

		5		5349

		3		9717

		5		5805

		5		4965

		5		0462

		5		8942

		5		0649

		5		4666

		6		4207

		4		8509

		4		5554

		5		1485

		5		1646

		5		0095

		4		6534

		5		3752

		5		0357

		5		0277

		5		6528

		5		7210

		4		1469

		4		3405

		4		3237

		4		4398

		5		4410

		5		5503

		5		7534

		4		0887

		5		0861

		5		8574

		5		9275

		3		9721

		4		2556

		5		4964

		5		6357

		4		9217

		4		4576

		6		9948

		5		2517

		5		5793

		5		2809

		5		3994

		5		8457

		4		2576

		5		0382

		6		0202

		5		2011

		5		4629

		4		0734

		5		3227

		5		1039

		4		6235

		6		3710

		5		0680

		5		8272

		4		6050

		6		4978

		5		5801

		5		2605

		5		3366

		5		8512

		5		5499

		4		9616

		5		5943

		5		9210

		5		7459

		4		8287

		5		0804

		3		6909

		5		9361

		4		6209

		6		3503

		5		6785

		5		4369

		5		7347

		5		1642

		5		3346

		6		1425

		5		0288

		6		7729

		4		7656

		4		0363

		5		1780

		4		8480

		4		8961

		6		7148

		4		5828

		4		6222

		7		0344

		4		9222

		7		3677

		6		4471

		5		0800

		5		8460

		4		6297

		5		3024

		4		6332

		4		2779

		4		5332

		5		0456

		5		7736

		5		1071

		4		9357

		4		3600

		4		7630

		5		7197

		6		4046

		6		2271

		3		9410

		5		1966

		5		4094

		4		9928

		5		7676

		5		0057

		4		9006

		4		8248

		5		7544

		6		2806

		4		2290

		5		0638

		3		0683

		4		9868

		5		0124

		4		4746

		5		4588

		6		1749

		4		6546

		5		5660

		5		1826

		6		7965

		5		3999

		4		7898

		6		3362

		5		3435

		4		6261

		7		1143

		4		9049

		4		7667

		5		6303

		4		9468

		4		5723

		4		6997

		5		2462

		4		5361

		3		9780

		5		2944

		4		2543

		5		5177

		4		6750

		5		2087

		5		1341

		6		6706

		6		1873

		7		5427

		6		0897

		5		9934

		4		7197

		3		5331

		5		5093

		5		0785

		4		3940

		5		3108

		4		3551

		5		0243

		4		5155

		6		1592

		5		4153

		5		3222

		4		1100

		5		0432

		5		6372

		6		7374

		6		6198

		6		0980

		5		6948

		4		5504

		5		7632

		5		1734

		7		0372

		5		6977

		5		1122

		4		6354

		6		7893

		3		3386

		5		0583

		5		4631

		4		8392

		3		3396

		6		1593

		4		9778

		4		5457

		6		5388

		6		1762

		4		1306

		4		8887

		5		5939

		5		8007

		5		6963

		6		1284

		5		1740

		6		0516

		4		4967

		5		6449

		4		7255

		4		8429

		6		1555

		5		7281

		5		2355

		5		4977

		4		6004

		6		3998

		5		3925

		3		9734

		6		1899

		5		8081

		5		7865

		5		2325

		5		3742

		4		1496

		5		2273

		5		1833

		5		5712

		3		9635

		4		3974

		4		6479

		3		6899

		5		9049

		5		4684

		5		4312

		5		7665

		2		7558

		4		6158

		6		4791

		4		7988

		4		7032

		6		4855

		4		7329

		4		1931

		4		3355

		4		8688

		6		1566

		4		4816

		3		5685

		5		8767

		6		1454

		5		9865

		4		9026

		6		5775

		5		3153

		5		8012

		4		9408

		4		2269

		5		2903

		4		4029

		4		4277

		5		2649

		5		4350

		5		4411

		4		8779

		4		2002

		5		0915

		5		3507

		4		1301

		6		3331

		5		7301

		3		9745

		4		5441

		3		4179

		5		6756

		5		4737

		4		8264

		5		7657

		5		0535

		5		6072

		5		9454

		5		1589

		4		3391

		4		7058

		5		2213

		5		6865

		5		3678

		5		4984

		5		6921

		4		7456

		5		0491

		5		8163

		6		2290

		6		9744

		4		6410

		5		7052

		5		9265

		5		2845

		4		2842

		5		8538

		5		3810

		5		0554

		5		5438

		6		3413

		5		1890

		4		4512

		3		4842

		5		3961

		5		0743

		5		5716

		5		2725

		5		8139

		5		0316

		5		9331

		4		3316

		4		5753

		5		5361

		4		9960

		7		2566

		4		6591

		4		2866

		3		7385

		7		3813

		5		6158

		4		8028

		4		7993

		6		0013

		5		0109

		6		5884

		4		0467

		6		1036

		5		9134

		4		8486

		5		1738

		5		3453

		4		8752

		4		6126

		4		7457

		4		7275

		5		2175

		4		2565

		4		6596

		4		7640

		4		9433

		4		2974

		2		8227

		4		6803

		5		3184

		5		0620

		6		5200

		4		2227

		6		0492

		6		1776

		4		4630

		5		3942

		4		1758

		5		2494

		6		7285

		4		9540

		4		1785

		5		7755

		4		9312

		5		5982

		6		4681

		3		4185

		4		2867

		5		0835

		3		8309

		5		3622

		3		4186

		4		7951

		6		2672

		6		1458

		4		2003

		5		0750

		4		7896

		4		4042

		5		7339

		5		3738

		6		1231

		5		5134

		6		7345

		6		4667

		4		2579

		6		5443

		4		8613

		4		4111

		4		2705

		6		1329

		5		5364

		4		9649

		3		8505

		6		0529

		5		4429

		5		7746

		3		7831

		4		9449

		4		8100

		4		1900

		5		2771

		5		2011

		5		4592

		3		4469

		5		4061

		5		0827

		4		0042

		6		0820

		5		6646

		5		2849

		4		8569

		5		5336

		4		6909

		4		5892

		5		4333

		3		9093

		5		0948

		5		4030

		4		8518

		4		9370

		4		4432

		2		9952

		4		1397

		5		3285

		7		1719

		4		8584

		3		9779

		4		3152

		5		0127

		5		1808

		5		4484

		7		3610

		5		5293

		4		6665

		4		5408

		4		7995

		5		5755

		6		1199

		4		3499

		4		2393

		3		6974

		4		7680

		3		6448

		5		2237

		5		2184

		5		2285

		7		0505

		6		1133

		3		7906

		5		8622

		5		5663

		6		2713

		5		1126

		5		4949

		4		8635

		5		9675

		5		2316

		4		0701

		4		4466

		6		2482

		5		6929

		5		9543

		4		8665

		5		5445

		4		9692

		3		6702

		7		0751

		3		7767

		4		2032

		5		8504

		6		8480

		5		5311

		6		2147

		5		3380

		6		1478

		5		4923

		5		4373

		6		6342

		4		5074

		7		2438

		3		7317

		4		8263

		6		2384

		4		6138

		4		4745

		4		3022

		5		6459

		5		3246

		5		6430

		6		4282

		5		5806

		5		2734

		4		4285

		6		5311

		6		0123

		5		8531

		6		2394

		5		6404

		5		4411

		5		6993

		5		2751

		4		6199

		4		5422

		4		4126

		5		6172

		5		0116

		4		8237

		4		5649

		5		1905

		6		5592

		4		6348

		5		2177

		6		8036

		4		1457

		5		6558

		5		5741

		5		5666

		2		8018

		5		6956

		5		5289

		4		8399

		5		6707

		4		6314

		4		7312

		6		4909

		4		7714

		5		5951

		4		3776

		6		5805

		6		6916

		5		1934

		4		5839

		5		8978

		4		6445

		6		5512

		5		2370

		4		9444

		4		7828

		5		0259

		5		8021

		4		8317

		4		3031

		5		6890

		4		1068

		4		0847

		4		5460

		5		1527

		5		0407

		5		1212

		5		7856

		5		4863

		5		9905

		5		0290

		4		5266

		5		5416

		5		3941

		5		0528

		6		2097

		5		0001

		5		3143

		6		2167

		5		3519

		6		2324

		5		2059

		6		1748

		5		5651

		5		6356

		4		4696

		6		2737

		4		8116

		5		2680

		4		3512

		5		8867

		5		3220

		5		4329

		5		5284

		5		5085

		6		3104

		5		0434

		5		7140

		5		3562

		5		2531

		5		4002

		5		1783

		5		7048

		5		7184

		5		5172

		5		1352

		4		9603

		3		9313

		5		4767

		4		7090

		4		7127

		4		3223

		5		4336

		6		1174

		4		6373

		3		8555

		4		4293

		4		4314

		5		7547

		4		8026

		6		0821

		5		3531

		5		3235

		6		5410

		4		3566

		7		1359

		5		0955

		5		1110

		5		5030

		4		8813

		4		9120

		4		0395

		4		8785

		5		3915

		6		6945

		4		4984

		5		4616

		5		8153

		5		7497

		5		6372

		4		4358

		5		6141

		4		1042

		5		2654

		4		2156

		5		0830

		4		9464

		4		9923

		4		5035

		4		2735

		5		5330

		5		1962

		5		4992

		6		5707

		5		0458

		5		8353

		6		2916

		3		6324

		5		2736

		5		5917

		4		6743

		5		8796

		6		3626

		5		1155

		5		1123

		5		7000

		4		5160

		4		8807

		5		0245

		7		0701

		4		5947

		6		2036

		3		7464

		5		9732

		5		2029

		5		9228

		3		8906

		6		2485

		5		5742

		4		5521

		5		3571

		5		5513

		4		9619

		5		3588

		6		2022

		4		7393

		5		5780

		4		1221

		5		5359

		5		9873

		5		6298

		4		8787

		4		7661

		5		9957

		5		7792

		4		2347

		6		0093

		5		9456

		4		9975

		5		6786

		5		6981

		4		7223

		4		7913

		5		9911

		5		2510

		4		7114

		4		2544

		5		3968

		5		5752

		5		4790

		5		9568

		5		2605

		3		8172

		5		2798

		4		8984

		5		4867

		6		1111

		4		8918

		6		1563

		6		0120

		5		3789

		5		5431

		4		9226

		5		7043

		6		2793

		5		2441

		5		2050

		4		5633

		4		6916

		4		6625

		5		9635

		6		1768

		5		2589

		4		7300

		5		5807

		5		7619

		4		8598

		4		7157

		4		7824

		6		0639

		5		5093

		5		9960

		5		2932

		5		2080

		5		9620

		4		6296

		3		8878

		5		3162

		6		5103

		5		1173

		5		6762

		6		1396

		6		4105

		5		7807

		6		0430

		5		1808

		5		3905

		4		3163

		4		3925

		5		2560

		4		8453

		4		9757

		5		6889

		5		2273

		5		2387

		3		3677

		6		7149

		3		4782

		5		4073

		5		1337

		4		1300

		4		0802

		5		1542

		4		9306

		3		6457

		3		8569

		5		7071

		3		4816

		6		4423

		5		6825

		7		7009

		3		4716

		4		7138

		4		4604

		6		1284

		5		8201

		5		9396

		5		7182

		4		7774

		5		4088

		5		3426

		5		6326

		5		0493

		5		7287

		5		2997

		5		0667

		5		8469

		5		0312

		5		5427

		4		2829

		5		9492

		6		1253

		5		9152

		5		9238

		6		0033

		4		2299

		4		9557

		6		6264

		6		0594

		5		2773

		3		5947

		6		2582

		5		1706

		4		9632

		5		4529

		4		2825

		5		8926

		4		2003

		5		4109

		5		3556

		5		6467

		4		8808

		5		1709

		5		2906

		4		8087

		6		8579

		3		7020

		4		5261

		5		3973

		5		0434

		3		3622

		4		3818

		4		3125

		4		3219

		4		6319

		4		6212

		3		8744

		5		1824

		5		6134

		6		6481

		4		8120

		4		7063

		4		6452

		4		6712

		5		1085

		4		6189

		6		0202

		5		2177

		4		0132

		4		0547

		3		8716

		6		0034

		5		8482

		4		9132

		5		5436

		5		5673

		6		0328

		4		7646

		4		6067

		5		0090

		4		3369

		4		6598

		4		3339

		5		4308

		5		2361

		6		6284

		4		9380

		6		0789

		6		0397

		5		4312

		4		2417

		6		5262

		5		0774

		5		5394

		4		1305

		4		5203

		4		2016

		5		4140

		4		7308

		4		7377

		5		8092

		4		2179

		5		0787

		4		8275

		5		3759

		5		4772

		5		6608

		5		2164

		5		0163

		5		5947

		5		7467

		6		2122

		5		6089

		4		6702

		5		5933

		5		1651

		4		0011

		4		3815

		4		9414

		5		2594

		4		4436

		5		9624

		5		4728

		5		9665

		4		9995

		3		4743

		6		2026

		5		9634

		4		6332

		5		3775

		4		6678

		5		2124

		5		5319

		5		9156

		4		5374

		5		0093

		4		9897

		4		9561

		5		5550

		4		5672

		5		1296

		4		9264

		6		4250

		4		8684

		4		4561

		5		6244

		5		4997

		4		1175

		5		2499

		5		1765

		5		4814

		4		6724

		5		1743

		5		4575

		4		2330

		5		4758

		4		0035

		6		0646

		5		3674

		6		0657

		4		4551

		6		4932

		5		7753

		5		2077

		5		5366

		4		5465

		4		8068

		5		2611

		5		2721

		4		8448

		4		5374

		4		9047

		2		8971

		5		1579

		6		5017

		4		9339

		4		5800

		4		1378

		5		9295

		4		9705

		5		5128

		5		2590

		6		6620

		5		1958

		5		3510

		6		2943

		4		1195

		7		2478

		4		3924

		6		6125

		4		7009

		5		8802

		3		4976

		5		8742

		3		5574

		6		2963

		4		9643

		4		8701

		5		1892

		5		2414

		5		4624

		4		7883

		3		6140

		5		2281

		6		2576

		5		6499

		4		7558

		6		0743

		5		8361

		3		9468

		5		3079

		4		9235

		5		2052

		4		9240

		5		9477

		3		5357

		5		8808

		5		0318

		5		7354

		5		9721

		4		4038

		4		6883

		5		0996

		4		2670

		4		8034

		4		4562

		5		3706

		5		9928

		5		1285

		4		4771

		5		3803

		4		3922

		4		3758

		5		3648

		4		3288

		4		3431

		4		7407

		4		0216

		5		2395

		4		8622

		4		8464

		4		7602

		6		0540

		4		8476

		3		7730

		4		8830

		5		3850

		5		9201

		3		9734

		4		2597

		5		1105

		5		6551

		2		4950

		4		6327

		4		0998

		4		6977

		4		5857

		6		8876

		4		1704

		4		4022

		5		8925

		5		6660

		4		6369

		5		4182

		5		2587

		5		6391

		5		2637

		4		3848

		4		4154

		5		0285

		4		4669

		4		7670

		4		4159

		6		3875

		5		0025

		5		1842

		5		6447

		5		0815

		7		1408

		6		1425

		5		3782

		5		6862

		5		2082

		4		8465

		6		0903

		4		9621

		5		7794

		4		0960

		5		9178

		6		1620

		5		2056

		6		5410

		6		5869

		5		2236

		6		0049

		4		6474

		5		3487

		5		1465

		4		4661

		4		2543

		4		9668

		5		7490

		5		3780

		3		2901

		5		4554

		5		5762

		5		0997

		6		2793

		5		4952

		7		1283

		6		2690

		5		9157

		5		3205

		5		6029

		5		7390

		5		2182

		5		4538

		6		1103

		5		3776

		5		9568

		5		7604

		4		4075

		4		1099

		5		7263

		4		9175

		5		4772

		4		0342

		5		1508

		6		0807

		5		5647

		6		6637

		6		2944

		4		2020

		5		8176

		6		7796

		5		0666

		6		0250

		3		4326

		5		3628

		5		1122

		4		2711

		5		6429

		4		7647

		4		0989

		4		2422

		4		2744

		3		3886

		5		3362

		4		2770

		5		1282

		5		3311

		4		9202

		4		6214

		4		6270

		4		2117

		4		2778

		4		9013

		5		7987

		4		3292

		5		3167

		6		3980

		5		3355

		5		1049

		5		4937

		4		6706

		5		5283

		5		4582

		5		9658

		4		8925

		5		0996

		4		4273

		5		2302

		5		1575

		5		4494

		6		0487

		5		5850

		5		8131

		4		4082

		5		5673

		5		5560

		5		2785

		5		2796

		5		6167

		4		9809

		6		1262

		5		3314

		4		7133

		4		3617

		5		0515

		6		0769

		4		5312

		5		6950

		3		9454

		5		5510

		4		2765

		5		8283

		4		3106

		4		6655

		4		4606

		4		1901

		6		1767

		5		8401

		4		2582

		4		4063

		4		0667

		4		7722

		5		4285

		4		6454

		3		9721

		4		5134

		4		2923

		4		2881

		5		0451

		4		9667

		5		0202

		6		6137

		4		5968

		5		5567

		5		0173

		4		6374

		5		9707

		5		4270

		4		3745

		4		1426

		5		2265

		6		2526

		5		2696

		5		9197

		6		8807

		4		3950

		5		0242

		5		1887

		4		7761

		5		3988

		5		0409

		5		6428

		4		9952

		5		2865

		5		3601

		4		1708

		4		3157

		6		7804

		4		5730

		5		0011

		5		9866

		5		3389

		5		3627

		3		9430

		3		9975

		4		9693

		5		8774

		5		5942

		5		3254

		5		0474

		6		2785

		3		7883

		5		9958

		5		1258

		6		0258

		4		9547

		5		8149

		6		2513

		5		4537

		5		5285

		5		4716

		5		5439

		4		3357

		5		1491

		4		5364

		5		1829

		5		4221

		4		5404

		4		7727

		4		1431

		4		5224

		5		3265

		5		5777

		5		0227

		6		3415

		4		9773

		4		6731

		4		4786

		5		1892

		4		4096

		3		6518

		4		3159

		5		7882

		5		0081

		5		5767

		5		0347

		5		5903

		4		5393

		5		0462

		6		1538

		6		4470

		5		8650

		4		6499

		5		6889

		5		2916

		5		5508

		4		9811

		5		7832

		6		4205

		5		6084

		4		8716

		6		1770

		4		0801

		4		4701

		4		8625

		4		3601

		4		7267

		4		9794

		5		0062

		4		6980

		5		7952

		5		5299

		4		1909

		6		3500

		6		7062

		6		1719

		5		8110

		5		8146

		6		5117

		6		3352

		5		7602

		5		7398

		3		8295

		4		1907

		5		6296

		5		0688

		6		0650

		6		3254

		3		4881

		5		5908

		4		7244

		5		5304

		5		2267

		6		2720

		5		3663

		6		8456

		5		6637

		5		8657

		3		6104

		4		9113

		6		0324

		6		4911

		3		6422

		3		1260

		4		7278

		5		2784

		6		2129

		5		9133

		4		9536

		5		4431

		5		4654

		6		4995

		3		8395

		5		3505

		5		1746

		6		0576

		5		7580

		5		6201

		4		9602

		4		5242

		6		3056

		5		9745

		5		5520

		6		6593

		5		1797

		4		7190

		5		5501

		3		8584

		5		6178

		4		8987

		5		7358

		5		1746

		5		1690

		5		6865

		6		9962

		5		3238

		4		9441

		5		3262

		3		7651

		5		8390

		5		6576

		5		4846

		5		9069

		4		0842

		6		6479

		5		7725

		4		6871

		3		8896

		5		9612

		4		6064

		6		3951

		4		8191

		5		3681

		4		9798

		5		1428

		4		3609

		5		6673

		5		2127

		5		6014

		5		2829

		6		4117

		5		2122

		4		4916

		5		4078

		5		5027

		5		0006

		5		0364

		5		2269

		5		4827

		5		6337

		4		9046

		5		2219

		5		2177

		5		7516

		5		1646

		4		4926

		4		9003

		3		7019

		5		9404

		4		7514

		4		2766

		4		7182

		4		4185

		3		3759

		5		0051

		5		7030

		3		7049

		4		7257

		4		8817

		6		3469

		6		4078

		6		6510

		4		7037

		6		1130

		5		8900

		5		9810

		3		1011

		5		3384

		5		5828

		4		2928

		5		9553

		5		9399

		7		2835

		5		8386

		6		3671

		6		0189

		5		3325

		4		9448

		5		1602

		5		2169

		3		9554

		5		4272

		4		8093

		6		5003

		6		9132

		6		3483

		5		1537

		5		9177

		5		9344

		5		3310

		5		2641

		4		5796

		5		8040

		4		3626

		5		8345

		4		9654

		5		2464

		4		2267

		4		8187

		5		3171

		5		9349

		4		5668

		4		3423

		5		1325

		5		3956

		5		6148

		5		2117

		5		4297

		5		2026

		5		1391

		3		8032

		5		5323

		4		9457

		5		0858

		5		9035

		5		0570

		5		3270

		4		3520

		6		1194

		4		5085

		4		0892

		5		5946

		4		4536

		5		5257

		4		6824

		5		4008

		5		4923

		5		1863

		5		0970

		5		2523

		6		1840

		5		3134

		5		6047

		4		7935

		4		0209

		5		5792

		6		1864

		3		3452

		5		0922

		3		6273

		6		5681

		3		7709

		4		8605

		5		7152

		6		0732

		5		2637

		4		9433

		4		3565

		4		6378

		5		2390

		5		5897

		4		4662

		6		0214

		6		1684

		5		4860

		5		1989

		4		0526

		4		5311

		5		6527

		5		3772

		5		7136

		5		9140

		5		4121

		5		0688

		4		8627

		5		0394

		4		4496

		6		4835

		4		1521

		4		4841

		8		0063

		3		6100

		4		8896

		5		5865

		4		5388

		5		5455

		5		1831

		4		2025

		4		8357

		4		2636

		4		8159

		4		9158

		6		5421

		5		3968

		5		0878

		5		1523

		4		7288

		5		4102

		5		6908

		4		0959

		5		2561

		4		8649

		6		3951

		5		4589

		4		6268

		5		0688

		5		2008

		5		0598

		5		0283

		5		9696

		5		0735

		5		0613

		4		8180

		5		2001

		5		6066

		4		9477

		4		0039

		3		7643

		6		5538

		5		3379

		4		9912

		6		5168

		5		9279

		5		6825

		6		5459

		6		3936

		4		3745

		4		1978

		5		5039

		5		8788

		4		8147

		5		8889

		5		3252

		5		5471

		5		2605

		4		1726

		5		4367

		4		8608

		6		1752

		5		7512

		5		3144

		4		2739

		6		2770

		3		9261

		4		8115

		6		7879

		4		5129

		4		6695

		6		0448

		4		7429

		6		5518

		6		0247

		5		6071

		4		8932

		6		3015

		4		4098

		4		4047

		5		2943

		5		0874

		4		9378

		6		1214

		4		3795

		3		5560

		5		8928

		6		1952

		4		5378

		5		5628

		4		1302

		5		4454

		6		2351

		4		9176

		4		7992

		5		1710

		3		9349

		4		4611

		3		8105

		6		2612

		3		7331

		4		2817

		5		0554

		6		1652

		5		4085

		5		9783

		5		1902

		5		0379

		4		5232

		5		4825

		6		4016

		5		3696

		5		2545

		6		0566

		7		4254

		7		0487

		6		3036

		5		4487

		5		3421

		3		9901

		6		3435

		6		4505

		5		8278

		5		3978

		4		9828

		6		3752

		5		1319

		3		5596

		5		4924

		5		0531

		4		6711

		4		1213

		5		1861

		6		1981

		4		3076

		6		3178

		5		2679

		4		9167

		4		4769

		5		3552

		6		1134

		4		9762

		5		8597

		5		0841

		6		1524

		5		2451

		5		8641

		6		2794

		6		7145

		2		7464

		5		3430

		4		0800

		6		1452

		4		9703

		5		8088

		5		8679

		4		8227

		5		3999

		5		1177

		5		7231

		3		5726

		5		9561

		5		6451

		4		8234

		4		5228

		6		1721

		4		9029

		5		6621

		4		5677

		4		3943

		4		7129

		5		1725

		6		0761

		4		5422

		4		6235

		5		4231

		5		5987

		6		6615

		6		3684

		5		4558

		5		6065

		4		9284

		4		8538

		4		8640

		5		2838

		6		4052

		6		7545

		5		0535

		4		2532

		5		2626

		4		2717

		6		6964

		5		3294

		4		1094

		4		4418

		5		9394

		5		7515

		4		9058

		5		5691

		5		0008

		6		4890

		4		1206

		6		1426

		5		1427

		5		1811

		4		4098

		5		1529

		3		5178

		4		5439

		4		8544

		5		0650

		6		0103

		4		8551

		5		4186

		5		2398

		4		0963

		5		2022

		6		7329

		4		0969

		3		4997

		6		9985

		4		6285

		4		4574

		3		1564

		5		7502

		5		5352

		5		0821

		5		6416

		6		2513

		5		9073

		5		5486

		5		1619

		4		8344

		6		7320

		5		9311

		4		8045

		5		3601

		5		9610

		5		1364

		3		8943

		4		8105

		5		9285

		5		3995

		5		2752

		5		3553

		5		0907

		5		4316

		4		4865

		6		2788

		5		4723

		4		3946

		4		6659

		4		8319

		4		4068

		4		4434

		5		6965

		4		2462

		5		0557

		3		8523

		5		0085

		4		6576

		4		0962

		6		4214

		3		8867

		5		0782

		5		1686

		4		9074

		4		7449

		5		6463

		4		5841

		4		8402

		3		6909

		4		7870

		4		9668

		5		1759

		4		2583

		5		9542

		5		6512

		5		4460

		4		9271

		5		4399

		6		2793

		6		3955

		4		7667

		6		4015

		4		3585

		3		9195

		3		8441

		4		5197

		5		0626

		4		6587

		4		9016

		5		0372

		5		3360

		5		3413

		5		8891

		4		5524

		5		5110

		5		2776

		5		3303

		4		7062

		6		2278

		4		0187

		5		5361

		6		5676

		5		0954

		4		2867

		5		8405

		5		1119

		5		1320

		3		8707

		4		4095

		5		1945

		6		3264

		5		5802

		6		0206

		5		8853

		5		6662

		6		1254

		5		5354

		5		6101

		5		2807

		5		8163

		5		0655

		4		8434

		3		9878

		6		3540

		6		1211

		4		2790

		5		8296

		3		7174

		4		6232

		4		8316

		5		9957

		5		2376

		4		8383

		5		7537

		5		2738

		4		1025

		5		9325

		4		7628

		4		7268

		4		2472

		5		0238

		4		3566

		6		2505

		6		2767

		4		3449

		6		3853

		6		4046

		4		2626

		5		9418

		5		4796

		4		1129

		4		3655

		6		2934

		5		0351

		5		8827

		6		0090

		4		6050

		4		0614

		5		0878

		7		2228

		3		6739

		4		9823

		5		9945

		5		2551

		5		6675

		4		4290

		4		3201

		4		0945

		6		2670

		3		9142

		4		3954

		6		4047

		6		0010

		5		5240

		4		8388

		5		6211

		4		4924

		3		9480

		4		5465

		5		4963
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A paraméterek becsléséhez abrazoljuk a linearis trendvonalat. Kattintson az abrara,

majd

Tervezés — Diagram-ésszetevd hozzaaddsa —
Trendvonal — Tovabbi trendvonal-bedllitisok —
Trendvonal formdzdsa panelen:

Trendvonal bedllitasai ikon — Linedris — Egyenlet latszik a diagramon

y=1,2351x - 6,4061
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A lineéris trendvonal meredekségét a fiiggvénnyel, illetve a fliggdleges
tengelymetszet értékét a fliggvénnyel szamolhatjuk ki. Ennek alapjan m

becslése

|=-METSZ(C1:C11;B1:B11) /MEREDEKSEG(C1:C11;B1:B11)

és o becslése

|=1/MEREDEKSEG(C1:C11;B1:B11)

Az eredmény m =~ 5,1866 és o ~ 0,8096. Ellenorzésképpen kozoljiik, hogy a felhasznalt
mintarealizacio m = 5,2 és o = 0,8 paraméterii normalis eloszlasbdl szarmazik.

Az egész megoldast végigkovetheti a kovetkezo videdn.
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https://youtu.be/NV4_cqCiJYQ

3.4. Gyakorlatok

3.1. gyakorlat. A minta-02.txt fajlban talalhaté mintarealizacié alapjan vizsgalja
meg, hogy a vizsgalt valosziniiségi valtozo lehet-e egyenletes eloszlasi. Ha igen, akkor

a kapott abra alapjan becsiilje meg a paramétereket.

Utmutatds. Ha teljesiil, hogy a vizsgalt valészinfiségi valtozé egyenletes eloszlast az

[a, b] intervallumon, akkor

T;— a 1 a
= Fr () ~ = = T — , o 1=1,...,r
Y n (i) b—a b—a b—a
Ebbél 6 = L5 és b = —1=V Az Gsszehasonlitédshoz kozoljiik, hogy a vizsgalt

valdszinliségi valtozé egyenletes eloszlasi volt a [2,5; 8] intervallumon.

3.2. gyakorlat. A minta-02.txt fajlban talalhaté mintarealizacié alapjan vizsgalja

meg, hogy a vizsgalt valdszintiségi valtozo lehet-e exponencialis eloszlasu.

Utmutatds. A 3.2. példa alapjdn eljarva azt allithatjuk, hogy a minta nem exponenci-

alis eloszlasbdl szarmazik.

3.3. gyakorlat. A minta-04.txt fijlban talalhato mintarealizaci6 alapjan vizsgalja
meg, hogy a vizsgalt valoszinliségi valtozo lehet-e normalis eloszlasu. Ha igen, akkor
a kapott dbra alapjan becstilje meg a paramétereket. Hasznéljon —3-t6l 3-ig terjedd

beosztast 0,5 hossziusagu részintervallumokkal.

Utmutatds. A 3.3. példa alapjan eljarva azt llithatjuk, hogy a minta nem normélis

eloszlasbdl szarmazik.

3.4. gyakorlat. Generéljon Excel segitségével 3000 elemii mintarealizaciot egyenletes,
exponencialis, normalis illetve Cauchy-eloszlastu valészintiségi valtozéra vonatkozdan
a kordbban ismertetett modszerekkel. Grafikus illeszkedésvizsgalattal igazolja, hogy
az igy generalt mintarealizaciok valoban olyan eloszlastak, mint aminek az elmélet

szerint kell lennie. A paramétereket is becsiljiik meg.
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		7		4600

		4		1276

		7		4835

		5		3306

		4		6688

		5		0706

		7		4960

		3		8952

		6		5811

		5		4805

		4		3015

		4		7752

		2		5990

		2		9303

		6		2019

		7		2846

		7		9349

		5		8156

		6		9679

		7		3666

		4		3813

		3		6100

		3		1489

		6		8027

		6		6407

		3		9212

		4		3859

		3		9305

		3		1921

		3		2307

		3		6384

		3		9377

		6		0463

		7		0736

		7		6175

		5		6803

		5		1148

		7		7927

		3		5861

		5		8431

		3		7961

		5		3739

		4		0681

		7		6398
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		7		9942

		5		5162

		6		6444

		4		8763

		3		3614

		2		6498

		6		9538

		2		9040

		4		7731

		6		9232

		4		6372

		5		6064

		5		2298

		5		5211

		6		6493

		5		5387

		2		5418

		7		2908

		6		3346

		5		0861

		4		0738

		2		8739

		5		1156

		3		5609

		4		5109

		4		4424

		3		2057

		5		4238

		3		2476

		3		0477

		7		3866

		3		8251

		2		8752

		7		4660

		6		2627

		5		0365

		3		1199

		5		2957

		7		7839

		6		7178

		5		9591

		7		4423

		4		1984

		3		8392

		5		0153

		2		9967

		5		9765

		3		9556

		5		2061

		4		8905

		7		1181

		7		4012

		4		5012

		5		0860

		4		1339

		2		8518

		3		0119

		5		9337

		5		3642

		2		5730

		7		0173

		4		2047

		7		1732

		5		5517

		7		9005

		3		6823

		2		9355

		3		5801

		5		3494

		7		0678

		4		1001

		3		7367

		2		5456

		5		3369

		4		4999

		3		5872

		6		9466

		6		0511

		7		4431

		5		2972

		5		6342

		6		0094

		5		5009

		7		7301

		6		5829

		7		4969

		7		7823

		4		9739

		7		5747

		2		7632

		7		3575

		4		6168

		3		3612

		6		7386

		2		8711

		3		4688

		5		5491

		4		8716

		2		7583

		2		7971

		7		0629

		3		3436

		7		8523

		3		5235

		5		9081

		7		2960

		2		5493

		5		7011

		6		3397

		7		0753

		2		5673

		4		9679

		4		9102

		4		3814

		5		2153

		7		5465

		3		2498

		7		0739

		2		9599

		4		2359

		2		8052

		5		2722

		7		9550

		4		7146

		4		1381

		3		2554

		3		5728

		3		8516

		7		2607

		7		0453

		4		3501

		6		0949

		5		3594

		6		4304

		5		6391

		4		3828

		4		1327

		2		5633

		7		1276

		3		8987

		6		8460

		7		1404

		4		2661

		6		3642

		5		5794

		6		5452

		2		5170

		3		9412

		4		0190

		6		7140

		6		2144

		5		6886

		5		0201

		6		3568

		6		6996

		5		3927

		7		5427

		6		0408

		6		7694

		4		4679

		3		9360

		2		5194

		4		3532

		6		9979

		2		9238

		7		0649

		2		7073

		4		3616

		6		0165

		6		9373

		5		7894

		6		7650

		3		9533

		4		9968

		2		8547

		4		3748

		6		1480

		4		3441

		2		6850

		6		1223

		7		4931

		4		2439

		3		2420

		3		1251

		7		2469

		3		4677

		3		9074

		7		5447

		3		6055

		3		0601

		3		8502

		5		5775

		4		4366

		7		4144

		2		9336

		5		6478

		2		5268

		7		4138

		6		4522

		6		7489

		2		5679

		7		7709

		3		3625

		4		7523

		6		9851

		2		5748

		4		5467

		7		3807

		6		5831

		7		9260

		3		5219

		7		9151

		6		8611

		3		4202

		3		8871

		6		5805

		6		7244

		4		1105

		6		1681

		4		9314

		7		1930

		7		4586

		7		6033

		4		4324

		2		5851

		6		6559

		3		7805

		3		3035

		7		0253

		4		5733

		4		4176

		3		5761

		5		5057

		7		9721

		5		4485

		3		1798

		6		1009

		4		9842

		3		9542

		4		2550

		2		8127

		7		2438

		6		3537

		4		2620

		6		3976

		2		9288

		3		6427

		3		8323

		4		9019

		3		8451

		4		3449

		6		1809

		3		0077

		2		5608

		2		7149

		6		2768

		4		6650

		3		4737

		3		1065

		7		8409

		2		8618

		7		0693

		2		7957

		3		1168

		3		2600

		4		0032

		7		4220

		5		7343

		5		2960

		4		0148

		6		0879

		2		8630

		3		2258

		5		0547

		5		0299

		7		7227

		4		9633

		7		3855

		5		6503

		4		4001

		7		4400

		2		7864

		6		5741

		7		2882

		6		0880

		7		8714

		6		2698

		7		8471

		7		4207

		2		9026

		6		1479

		6		2534

		4		0651

		7		3575

		4		4271

		7		8865

		4		9717

		7		8815

		5		4314

		3		4695

		5		9019

		5		6358

		4		3567

		2		5621

		6		6724

		5		9209

		7		9233

		4		4739

		7		0047

		5		3359

		4		1997

		6		5456

		7		7102

		5		6039

		5		2659

		2		6158

		6		8083

		7		5744

		7		2512

		2		8718




4. fejezet

Statisztikak

Tegyiik fel, hogy egy ismeretlen eloszlast £ valészintiségi valtozé varhato értékét
kell meghatarozni. Mivel az eloszlast nem ismerjiik, ezért a mintarealizacio alapjan
kell becslést adni. Bizonyithatd, hogy a &-re vonatkozo &, . .
szamtani kozepe, azaz %(51 + -+ &), j6 becslése a varhaté értéknek. Altaldnosan
fogalmazva itt egy olyan fliggvényt definidltunk, amely valdszintiségi valtozokbol alld
rendezett n-eshez egy valdsziniiségi valtozot rendel. Az ilyen fliggvényeket statisztikd-
nak nevezziik. A kovetkezokben felsorolunk néhany nevezetes statisztikat, ahol a &-re

vonatkozo minta &1, ..., &,.

mintadtlag

tapasztalati szordsnégyzet

tapasztalati szoras

korrigdlt tapasztalati szordasnégyzet

korrigdlt tapasztalati szords

k-adik tapasztalati momentum (k € N)

k-adik tapasztalati

centralt momentum (k € N)

tapasztalati ferdeség

17’1,
5125;&
1 n
Sy = ﬁ;(& —&)°
17’[»
Sn: - i 2
Jn;@ 3
*2 1 - R
5= g 6O
B
12 K
ﬁ;&-
1& K
ﬁ;(&—f)
1

., &, minta elemeinek a



1
tapasztalati lapultsdg — > (& —
oy =1
Legyen w egy rogzitett elemi esemény. A & (w), &o(w), - .., & (w) szamokat allitsuk
novekvé sorrendbe. Az igy kapott n tagli sorozatban az i-edik tagot jeldlje £ (w).
Ekkor a &7,&5, ..., &, valoszinliségi valtozokat rendezett mintdnak nevezzik.

En

A & — & statisztikdt mintaterjedelemnek nevezzitk. A SRy ugynevezett

terjedelemkozép.

A tapasztalati medidn legyen 52%1, ha n paratlan, illetve % (f*% + f*% +1>, ha n
paros.

A 100t %-o0s tapasztalati kvantilis (0 < ¢ < 1) legyen &,5,4, ha nt ¢ N, illetve
t&r 4+ (1 —t)&k, 11, ha nt € N. (Vegyiik észre, hogy az 50%-os tapasztalati kvantilis a
tapasztalati mediannal egyenld.) A 25%-os tapasztalati kvantilist tapasztalati also
kvartilisnek, illetve a 75%-os tapasztalati kvantilist tapasztalati felséd kvartilisnek
nevezziik.

A tapasztalati modusz a mintaelemek kozott a leggyakrabban el6fordulé. Ha tobb
ilyen is van, akkor azok kozott a legkisebb.

Legyen a &-re vonatkozo minta &, ..., &, és az n-ra vonatkozé minta 7y, ..., 7,.

Ezek tapasztalati kovariancidja

Cov,(&,m) Z &ini — Z & - Z i,
ni3

illetve tapasztalati korreldcios egyiitthatoja

Cov,(€,1)

Corr,(&,n) := Sen - Sy

4.1. Példa. A minta-02.txt fajlban taldlhaté mintarealizacié esetén adja meg a
harmadik tapasztalati momentumot, harmadik tapasztalati centralt momentumot,

tovabba a rendezett mintét.

Megoldds. A mintarealizaciét mésolja az A oszlopba. A Bl cellaba irja a kovetkezot:
[=A173]. A B1 cella kitoltojelére kattintson kétszer.
A C1 celldba irja a kovetkezOt: [=(A1-ATLAG(A:4)) 3] A C1 cella kitoltdjelére

kattintson kétszer.

Ezutén a D1 celldba {rja a kovetkez6t: [=ATLAG(B:B) |- A kapott érték négy tizedes-
jegyre kerekitve 186,4503, mely a harmadik tapasztalati momentum.

Az E1 celldba irja a kovetkez6t: [=ATLAG(C: )] A kapott érték négy tizedesjegyre
kerekitve 0,0787, mely a harmadik tapasztalati centralt momentum.
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A rendezett minta megadasahoz az A oszlopot masolja at az F oszlopba, kattintson

az F oszlop jeloléjére, majd

Kezdélap — Rendezés és sziirés — Rendezés méret szerint (novekvd) —

Folytatja az aktudlis kijeloléssel — Rendezés
Ezutédn a rendezett mintat az F oszlop tartalmazza.

4.2. Példa. A minta-02.txt fajlban talalhaté mintarealizacié esetén szamolja ki
a kovetkezo statisztikdkat: minta elemszama; mintaterjedelem; terjedelemkozép;
mintaatlag; tapasztalati szords; tapasztalati szérasnégyzet; korrigalt tapasztalati

szoras; korrigalt tapasztalati szorasnégyzet; tapasztalati median; tapasztalati modusz.

Megoldds. A mintarealizaciot masolja az A oszlopba. Az el6z6 statisztikakat a kovet-

kez6 modon szamolhatja ki:

minta elemszama =DARAB(A:A)
mintaterjedelem =MAX (A:A)-MIN(A:A)
terjedelemkozép =(MIN(A:A)+MAX(A:A))/2
mintadtlag =ATLAG(A:A)

tapasztalati szoras =SZOR.S(A:A)
tapasztalati szorasnégyzet =VAR.S(A:A)

korrigalt tapasztalati szoras =SZ0R.M(A:A)

korrigalt tapasztalati szorasnégyzet | =VAR.M(A:A)

tapasztalati medidn =MEDIAN(A:A)
tapasztalati médusz =MODUSZ.EGY (A:A)

4.3. Példa. Tekintsiik a &-re vonatkozo 0,12; 0,63; 0,44; 0,50; 0,66; 0,81; 0,91; 0,96;
0,41; 0,67 mintarealizaciot és az n-ra vonatkozé 1,03; 0,13; 1,50; 1,21; 1,73; 1,13; 1,73;
0,65; 1,10; 0,01 mintarealizaciot. Szamolja ki a tapasztalati kovarianciat és korrelacios

egyutthatot.

Megoldas. Az elsé mintarealizaciot tegye az A oszlopba, a maéasodikat pedig a B

oszlopba. A tapasztalati kovarianciat a [=KOVARTANCIA.S(A:A;B:B)|, mig a tapasztalati

korreldcids egylitthatot a [=KORREL (A:A;B:B)| fliggvénnyel szamolhatja ki.

4.1. Gyakorlatok

4.1. gyakorlat. A minta-02.txt fajlban talalhaté mintarealizadcié esetén adja meg

a
n n n

1. n
Z«T’ia szza Z(xi_j)27 EZ'CL’I_?L HIM
=1 =1

=1 =1 =1
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n
értékeket, ahol x4, ..., x, a mintarealizacio elemei és T = % 3o
i=1

Utmutatds. Ha a mintarealizicié az A oszlopban van, akkor hasznélja rendre a
kovetkezo fiiggvényeket:

[=NEGYZETOSSZEG (A:A)]

[=ATL.ELTERES(A:A)]

|=SZORZAT(A:A)|.

4.2. gyakorlat. A minta-02.txt fajlban talalhato mintarealizacio elsé 100 elemének

szamolja ki a mértani illetve harmonikus kozepét.

Utmutatds. Hasznéljuk a [MERTANI.KOZEP| és [HARM. KOzZEP| fliggvényeket.

4.3. gyakorlat. Legyenek az xi,..., 29 szdmok a minta-01.txt els6é 20 eleme,
tovabbé az y1, . . ., ys0 szdmok a minta-02. txt elso 20 eleme. Szamolja ki a kovetkezo
értékeket: 2 2 2 2

2; iy, 2;(:6 —yi)?, 2}(%? — ), ;(wf +5;)-

Utmutatds. Hasznélja rendre a kovetkezé fiiggvényeket:

[SZORZATOSSZEG], [SZUMXBOLY2), [SZUMX2BELY?2], [SZUMX2MEGY2)].

4.
1
2

4. gyakorlat. A minta-02.txt fajlban talalhaté mintarealizacié esetén adja meg
)

)
3) a 3-nél kisebb elemek szdmat;
)

)

)

a 3-nal kisebb elemek 0sszegét;

a 3-nal nagyobb de 4-nél kisebb vagy egyenl6 elemek 0sszegét;

4
5
6

(
(
(
(4) a 3-nél nagyobb de 4-nél kisebb vagy egyenld elemek szamat;
(5) a 3-nal kisebb elemek atlagat;

(6) a 3-ndl nagyobb de 4-nél kisebb vagy egyenld elemek atlagat.

Utmutatds. Ha a mintarealizécié az A oszlopban van, akkor hasznilja rendre a
kovetkezo fiiggvényeket:

|=SZUMHA (A:A;"<3")

|=SZUMHATOBB(A:A;A:A;">3";A:A;"<=4")

[=DARABTELI(A:A;"<3")

|=DARABHATOBB (A:A;">3";A:A;"<=4")

|

|

=ATLAGHA(A:A;"<3")
=ATLAGHATOBB(A:A;A:A;">3";A:A;"<=4")]
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4.5. gyakorlat. Adja meg az [3.¢<4 indikdtorvaltozora vonatkozé mintarealizaciot,

ha a minta-02.txt fajlban talalhaté a &-re vonatkozd mintarealizacio.

Utmutatds. A mintarealizaciét mésolja az A oszlopba. A B1 cellaba frja a kovetkez6t:

\=HA(ES(A1>3;A1<=4) ;1;0) \ Ezutan a B1 cella kitoltéjelére kattintson kétszer.

4.6. gyakorlat. Adja meg az x7, és x},_. értékeit, ahol a &-re vonatkozd mintarealiza-
ci6 aminta-02.txt fajlban taldlhato, tovabba 7, ..., 2} a rendezett mintarealizaciot
jeloli. A rendezett mintarealizacié hdnyadik eleme a mintarealizidcié 5. eleme? A

mintarealizaciénak hanyadik legnagyobb eleme 7,9637

Utmutatds. A mintarealizaciét mésolja az A oszlopba. Ekkor
xy = [KICSI(A:A;K)]

x_, = [NAGY(A:A;k +1)]

min{k : xj; = x;} = [RANG.EGY (z;;A:A;1)]

min{k : z¥_, = 2;} + 1 = [RANG.EGY (z;;A:4;0)].

4.7. gyakorlat. A minta-02.txt fajlban taldlhaté mintarealizdcié esetén adja meg

a 30%-os tapasztalati kvantilist, tovabbd a tapasztalati alsé illetve fels6 kvartilist.

Utmutatds. Ha a mintarealizicié az A oszlopban van, akkor a 100t%-os tapasztalati
kvantilis, a tapasztalati also illetve fels6 kvartilis rendre a kévetkez6 moédon szamol-
hato ki:

|PERCENTILIS.TARTALMAZ (A:A;¢)

[KVARTILIS.TARTALMAZ(A:A;1)

|KVARTILIS.TARTALMAZ(A:4;3)].

4.8. gyakorlat. A minta-01.txt illetve minta-04.txt fijlban taldlhaté mintarea-
lizaciok esetén adja meg a tapasztalati ferdeséget és tapasztalati lapultsagot. Ennek
alapjan melyik minta szarmazhat normalis eloszlasbo6l? Az eredményt vesse Ossze a

grafikus illeszkedésvizsgalatnal tapasztaltakkal.

Utmutatds. Az eloszlas ferdeségének illetve lapultsiagénak természetes becsléseként
definialtuk a tapasztalati ferdeséget illetve lapultsidgot:

1 n n

S,;?’E Y& =) illetve 5;41 Y& —-9 -3

i=1 i=1

Ezeket a harmadik tapasztalati centralt momentum kiszamoldsahoz hasonléan hata-
rozhatjuk meg. A kapott értékek 5 tizedesjegyre kerekitve minta-01 esetén —0,03636
illetve 0,00135 tovabba minta-04 esetén 54,17325 illetve 2952,01016. Mivel ezek
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az értékek minta-01 esetén 0-hoz kozeliek, mig minta-04 esetén tavoliak, ezért
az elébbi minta szarmazhat normalis eloszlasbol, de az utébbi nem. Ez a grafikus
illeszkedésvizsgalatnal tapasztaltakkal is 6sszhangban van.

A tapasztalati ferdeség kiszamoldsara az Excelben hasznalhatjuk a

fiiggvényt is. Van egy fliggvény is, de ez mas becslést hasznal az eloszlas
ferdeségére:

3

n . 1(fz' —£)?
(n—1)(n —2)5;*
Excelben a lapultsagot csticsossagnak nevezik, pontosabban a tapasztalati lapultsagot

a fiiggvénnyel szamolhatjuk, de ez is més becslést haszndl az eloszlés
lapultsagara a korabban ismertetetthez képest:

n(n+1) 3 (& —&)* 3(n — 1)2

1= _

(n—D(n—2)(n—3)S," (n-2)(n-3)

Ezek a statisztikak nagy n esetén kortilbelil megegyeznek az elobbi statisztikakkal. A

|[FERDESEG]| és [cscsossAg| értékei 5 tizedesjegyre kerekitve minta-01 esetén —0,03638
illetve 0,00436 tovabba minta-04 esetén 54,20035 illetve 2956,93809.
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5. fejezet

Intervallumbecslések

Legyen & a vizsgalt valoszinliségi valtozo és £ eloszlasanak legyen 1 egy ismeretlen
paramétere. Intervallumbecslésnél egy olyan intervallumot adunk meg, amelybe a
valédi értéke nagy valoszintiséggel beleesik. Ezen intervallum alsé és felso végpontjat
egy-egy statisztikaval adjuk meg. A becsld intervallumot konfidenciaintervallumnak
nevezzilk. Ennek az 1 — « biztonsdgi szintje az az érték, amelytél nagyobb vagy

egyenlo valoszintiséggel esik ¥ a konfidenciaintervallumba.

5.1. Normalis eloszlas paramétereinek becslése

5.1. Példa. A minta-06.txt fijlban talalhaté mintarealizacié normalis eloszlasbél
szarmazik, melynek szérasa 0,7. Adjon a varhatod értékre 0,99 biztonsagi szinti

konfidenciaintervallumot.
Megoldas. Legyen &1, ..., &, a minta. Ismert, hogy 1 — a = 0,99, 0 = 0,7

jelolésekkel 71, 5] 0,99 biztonségi szintl konfidenciaintervallum a varhat6 értékre.

A mintarealizaciot masolja az A oszlopba. Mivel

g

vn

(07 - ==
! (1——2> = |MEGBIZHATOSAG . NORM (503 m) |,

ezért 7 értéke

|=ATLAG(A:A) -MEGBIZHATOSAG . NORM(0,01;0,7;DARAB(A:4))
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		17		2095

		16		0870

		14		6349

		15		7631

		15		1532

		13		1924

		17		9192

		16		7218

		15		0760

		15		1549

		16		6529

		15		7049

		15		5372

		15		0914

		15		5674

		15		7793

		14		7284

		14		8235

		15		0713

		15		3641

		14		6427

		14		8703

		15		5828

		15		4153

		15		4012

		14		6923

		16		1908

		16		1781

		14		8430

		15		8443

		15		6825

		14		2428

		15		0388

		15		6399

		13		6230

		16		1834

		14		4634

		15		5581

		15		6538

		16		2713

		14		2381

		14		8855

		15		1702

		16		2474

		14		9410

		15		3644

		14		0718

		15		9172

		14		5886

		14		5399

		15		7500

		15		7696

		16		2425

		15		4455

		16		0852

		15		3198

		14		9892

		16		2859

		14		9816

		15		5976

		15		0102

		15		5665

		17		0008

		16		0927

		14		1763

		15		0173

		14		9189

		14		7960

		15		6047

		14		7604

		15		1397

		15		8627

		14		4090

		15		6849

		16		7534

		15		7586

		14		9927

		15		6634

		15		0794

		15		2884

		14		0370

		15		4941

		15		2323

		14		2696

		14		4901

		13		8801

		15		2722

		14		7131

		15		1619

		15		0762

		15		6365

		14		8295

		16		8610

		14		8927

		15		3621

		15		2908

		16		0094

		15		2036

		13		9044

		14		3010

		15		5862

		15		6289

		15		2730

		16		7201

		14		6408

		15		1244

		15		0997

		15		1905

		15		4756

		15		4585

		14		9510

		15		0382

		16		1061

		15		6578

		15		7351

		15		6466

		15		9510

		15		6181

		15		9272

		14		9085

		15		2700

		14		5320

		14		1795

		15		5513

		16		1606

		15		6334

		16		1076

		15		1847

		15		6528

		15		2931

		16		4903

		14		8726

		15		0883

		15		4856

		14		9991

		16		8516

		14		7388

		15		5785

		16		4760

		14		8877

		14		7415

		15		3038

		15		3430

		14		9802

		14		5813

		16		5839

		15		6658

		14		5807

		15		6223

		14		3658

		16		1775

		16		0470

		15		5165

		14		8999

		15		2017

		15		2802

		16		0762

		15		8880

		14		9080

		15		5486

		15		7537

		15		2264

		16		0834

		15		3397

		14		5135

		14		9573

		15		4392

		15		1607

		15		1498

		15		6073

		15		5484

		14		5911

		14		9692

		15		9311

		14		9634

		14		7718

		13		5613

		14		8995

		15		4660

		14		0072

		14		1384

		15		4827

		14		5189

		14		4055

		14		7853

		15		0592

		16		3466

		14		9936

		14		5453

		15		3614

		15		5442

		15		1392

		16		5119

		15		8770

		16		0102

		15		3995

		14		6597

		14		9426

		15		1154

		14		8987

		15		4797

		15		7464

		14		5888

		15		9534

		14		7869

		15		8273

		15		6576

		15		8483

		13		5427

		15		5257

		14		7541

		15		1767

		14		5131

		16		9502

		14		6552

		14		2767

		14		8675

		14		4867

		14		8971

		13		7300

		15		6854

		15		5984

		15		5359

		15		3443

		16		6470

		14		4510

		16		0588

		15		5527

		15		5445

		17		4558

		15		7390

		16		1557

		16		2312

		15		6815

		15		6525

		15		3288

		16		2121

		15		8901

		16		9789

		14		5829

		15		0053

		15		7892

		15		3353

		15		4032

		16		5108

		15		7392

		15		1327

		14		0039

		16		6586

		15		0993

		15		6231

		14		7097

		14		6508

		14		4926

		15		8584

		14		4984

		14		5172

		14		9373

		15		1799

		14		2281

		13		8044

		15		1958

		16		3975

		15		6394

		15		4202

		15		7384

		14		4332

		15		2806

		14		9538

		14		3237

		15		1254

		15		7820

		16		1997

		13		6008

		14		3484

		16		3178

		15		8895

		16		5697

		14		8734

		14		6189

		15		1134

		14		5717

		14		5275

		15		5794

		14		5447

		16		3326

		15		9320

		14		0370

		16		5918

		15		1061

		15		5120

		15		7448

		13		9899

		14		3630

		14		7008

		15		7406

		14		5127

		13		5294

		15		4497

		16		1591

		15		0916

		15		2412

		16		3344

		15		2270

		14		9898

		15		1210

		15		0601

		15		5630

		14		6656

		14		3129

		15		5361

		14		8543

		14		1177

		15		3729

		15		8330

		15		4325

		14		5135

		16		1609

		14		5572

		16		6586

		15		5071

		14		9614

		15		5023

		14		6322

		14		4551

		15		0260

		15		7019

		14		0706

		15		2145

		14		9427

		15		1154

		14		3198

		16		3037

		15		0406

		15		7033

		15		7284

		14		1769

		14		3204

		15		4659

		14		3455

		15		5591

		15		4120

		15		3351

		16		4964

		14		3446

		14		6085

		15		6855

		14		7335

		14		7633

		15		5764

		15		2899

		16		0281

		14		9067

		15		1903

		15		2233

		15		1114

		14		8555

		15		1704

		15		6283

		14		1668

		15		6035

		15		3637

		15		4363

		15		0094

		15		8560

		15		3400

		15		3377

		14		8691

		15		5566

		14		8628

		13		9208

		14		7392

		14		5697

		15		9112

		14		8874

		13		7080

		14		8828

		14		5509

		14		5541

		15		7065

		14		4538

		15		9848

		14		5295

		15		4476

		15		8218

		15		8144

		16		5685

		15		9699

		16		0089

		15		0017

		15		4236

		14		9368

		15		8562

		15		1508

		15		6529

		15		0015

		15		9893

		15		4999

		14		0540

		15		2451

		15		7705

		14		9526

		15		9442

		15		6473

		15		6433

		15		7620

		15		4498

		13		4093

		15		7672

		14		7512

		14		9151

		15		1321

		16		1311

		15		4489

		14		3165

		15		1799

		16		0525

		17		0356

		15		4523

		15		5082

		15		5268

		16		4195

		14		4563

		15		9576

		14		7876

		14		8497

		15		3591

		16		3268

		15		3449

		15		6819

		15		2197

		16		3140

		15		7925

		15		7588

		16		0391

		14		2527

		14		9044

		14		0317

		15		4508

		15		7503

		15		9096

		15		7472

		14		9423

		15		0602

		14		5681

		13		6303

		15		4853

		14		7948

		15		0201

		15		4863

		15		7490

		16		3388

		14		8014

		14		3465

		14		7370

		16		2748

		

		

		

		

		

		




modon, mig 7 értéke

|=ATLAG (A:A) +MEGBIZHATOSAG . NORM(0,01;0,7 ;DARAB(A:A))

modon szamolhatd. A kapott eredmények négy tizedesjegyre kerekitve: 7 ~ 15,1966
és 19 =~ 15,3655. Ellendrzésképpen kozoljik, hogy a varhaté érték valodi értéke 15,3.

5.2. Példa. A minta-07.txt fijlban talalhaté mintarealizacié normalis eloszlasbél
szarmazik, melynek varhaté értéke 1251. Adjon a szérasra 0,9 biztonsagi szinti

konfidenciaintervallumot.

Megoldas. Legyen &1, ..., &, a minta. Ismert, hogy 1 —a = 0,9, m = 1251

F := F[Khi(n)]
1 2
T = Jo (1 _ %) Zz::l(& - m)
1 n
T2 = —~ > (& —m)?
NF(5) 5

jelolésekkel [, 2] 0,9 biztonsagi szintl konfidenciaintervallum a szérasra.
A mintarealizaciot masolja az A oszlopba. A Bl-be irja be, hogy [=A1-1251], majd

a B1 kitoltéjelére kattintson kétszer. Ezutan 7 értéke

|=GYOK (NEGYZETOSSZEG (B:B) /KHINEGYZET . INVERZ (1-0,1/2;DARAB(A:4)))

modon, mig 7, értéke

|=GYOK (NEGYZETOSSZEG (B:B) /KHINEGYZET . INVERZ (0, 1/2; DARAB(A:4)))

moédon szamolhatd. A kapott eredmények négy tizedesjegyre kerekitve: 7 ~ 3,1223

és 1o ~ 3,3754. Ellenorzésképpen kozoljiik, hogy a szoéras valodi értéke 3,2.

5.3. Példa. A minta-08.txt fijlban taldlhaté mintarealizacié normalis eloszlasbél

szarmazik. Adjon a szérasra 0,95 biztonsagi szintii konfidenciaintervallumot.

Megoldas. Legyen n a mintarealizaci elemeinek a szama. Ekkor 1 — a = 0,95

F := F[Khi(n — 1)]

n
T = Sn —F—l (1 _ %)
n
To = Sn\ F?(%)
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		1250		6

		1246		8

		1247		8

		1250		1

		1256		0

		1249		1

		1249		2

		1249		3

		1246		8

		1250		1

		1252		1

		1254		4

		1248		5

		1254		7

		1250		7

		1254		3

		1248		9

		1248		8

		1245		5

		1251		5

		1249		2

		1246		8

		1247		8

		1256		3

		1250		5

		1254		0

		1250		7

		1244		4

		1252		6

		1250		8

		1246		5

		1252		8

		1246		6

		1254		3

		1255		9

		1247		1

		1247		1

		1249		4

		1244		7

		1252		5

		1248		9

		1256		1

		1255		0

		1248		9

		1252		2

		1256		1

		1250		3

		1251		8

		1252		2

		1255		4

		1253		3

		1248		9

		1254		7

		1252		0

		1254		7

		1248		1

		1254		9

		1253		9

		1249		1

		1249		7

		1251		0

		1247		4

		1257		8

		1256		6

		1255		5

		1251		9

		1249		3

		1245		5

		1254		6

		1252		7

		1250		7

		1260		4

		1247		3

		1251		4

		1248		5

		1246		5

		1250		8

		1247		9

		1257		9

		1252		8

		1246		0

		1251		8

		1249		9

		1253		8

		1250		2

		1251		1

		1254		5

		1247		9

		1249		8

		1251		5

		1253		3

		1250		2

		1252		7

		1255		3

		1253		0

		1253		9

		1251		5

		1253		1

		1255		5

		1249		3

		1248		3

		1249		4

		1258		2

		1255		8

		1254		5

		1249		0

		1246		3

		1247		4

		1246		5

		1252		2

		1253		4

		1253		6

		1254		4

		1255		6

		1244		8

		1252		7

		1247		9

		1245		6

		1249		3

		1251		8

		1250		5

		1248		8

		1256		0

		1250		0

		1249		3

		1252		1

		1257		2

		1248		1

		1255		6

		1248		8

		1250		1

		1256		2

		1256		4

		1249		1

		1251		3

		1246		8

		1254		7

		1251		6

		1247		3

		1253		4

		1252		5

		1252		3

		1249		8

		1250		0

		1250		8

		1250		8

		1249		2

		1253		1

		1251		2

		1250		0

		1252		0

		1246		9

		1246		7

		1249		7

		1251		2

		1248		1

		1251		4

		1250		8

		1248		2

		1252		3

		1251		1

		1249		2

		1249		8

		1245		3

		1246		5

		1245		5

		1244		1

		1251		0

		1250		6

		1252		3

		1248		1

		1245		7

		1247		3

		1259		3

		1248		8

		1249		0

		1252		3

		1252		0

		1254		3

		1251		1

		1256		2

		1250		2

		1249		6

		1247		3

		1252		0

		1246		2

		1252		5

		1251		5

		1252		1

		1255		2

		1247		5

		1252		7

		1258		3

		1247		1

		1253		3

		1249		6

		1247		3

		1253		6

		1250		5

		1251		2

		1250		8

		1252		2

		1253		0

		1251		4

		1251		2

		1247		9

		1248		3

		1249		3

		1249		2

		1250		6

		1251		5

		1257		9

		1257		3

		1247		6

		1253		6

		1249		7

		1250		7

		1252		2

		1250		6

		1256		9

		1254		2

		1250		7

		1255		3

		1250		7

		1248		4

		1249		8

		1249		8

		1250		6

		1246		7

		1251		9

		1255		5

		1246		9

		1254		3

		1252		3

		1250		0

		1252		8

		1248		4

		1253		3

		1258		1

		1243		9

		1252		6

		1249		8

		1249		3

		1254		1

		1243		5

		1253		0

		1252		8

		1249		2

		1250		5

		1247		6

		1251		0

		1253		1

		1246		0

		1251		4

		1249		7

		1249		4

		1254		3

		1255		1

		1248		8

		1251		9

		1244		9

		1251		1

		1241		7

		1249		8

		1244		0

		1249		0

		1246		3

		1249		7

		1245		4

		1253		3

		1252		6

		1251		2

		1258		9

		1250		3

		1246		8

		1250		7

		1250		5

		1252		6

		1255		0

		1252		2

		1246		5

		1253		0

		1252		6

		1247		4

		1249		8

		1253		2

		1258		5

		1248		8

		1248		4

		1249		5

		1256		0

		1250		4

		1251		2

		1249		6

		1245		4

		1254		4

		1251		1

		1252		0

		1247		2

		1255		9

		1256		6

		1253		7

		1251		5

		1254		1

		1248		9

		1257		2

		1250		5

		1249		4

		1251		5

		1250		0

		1249		3

		1251		6

		1258		3

		1259		7

		1254		5

		1258		2

		1251		0

		1248		4

		1253		7

		1246		9

		1243		6

		1251		5

		1253		6

		1248		8

		1251		1

		1256		8

		1252		0

		1246		0

		1252		0

		1251		8

		1252		0

		1253		3

		1251		1

		1245		3

		1252		2

		1255		8

		1250		4

		1255		8

		1251		0

		1249		1

		1250		5

		1249		6

		1245		9

		1252		6

		1254		3

		1256		6

		1256		2

		1255		7

		1253		7

		1250		5

		1244		4

		1245		5

		1251		5

		1253		0

		1250		2

		1247		2

		1253		3

		1249		7

		1251		3

		1258		5

		1252		7

		1254		3

		1248		2

		1248		8

		1252		8

		1259		1

		1248		0

		1248		7

		1253		0

		1251		4

		1255		2

		1255		3

		1258		1

		1250		1

		1249		0

		1249		7

		1252		5

		1246		6

		1247		6

		1253		3

		1252		4

		1251		4

		1252		7

		1252		4

		1249		4

		1253		8

		1243		5

		1249		1

		1248		2

		1250		5

		1246		3

		1252		6

		1251		1

		1250		5

		1252		4

		1245		0

		1249		9

		1254		9

		1250		3

		1246		4

		1251		8

		1249		5

		1244		7

		1256		9

		1249		8

		1251		9

		1250		0

		1255		0

		1250		4

		1251		2

		1250		6

		1253		2

		1243		9

		1253		6

		1248		4

		1251		8

		1245		0

		1248		6

		1248		7

		1246		2

		1251		3

		1248		5

		1252		4

		1248		7

		1249		2

		1248		7

		1249		6

		1248		9

		1246		4

		1252		5

		1249		5

		1252		3

		1248		8

		1247		4

		1247		4

		1250		6

		1248		7

		1247		3

		1249		1

		1250		7

		1247		9

		1253		1

		1245		7

		1245		2

		1248		5

		1246		1

		1250		2

		1253		0

		1254		1

		1255		8

		1253		1

		1252		0

		1249		6

		1253		0

		1250		4

		1251		7

		1250		9

		1250		1

		1254		6

		1250		2

		1252		7

		1249		6

		1252		5

		1247		9

		1250		5

		1248		7

		1255		0

		1250		3

		1249		5

		1251		9

		1246		1

		1250		1

		1251		0

		1253		0

		1247		1

		1253		1

		1249		8

		1252		9

		1244		2

		1249		5

		1252		4

		1253		6

		1252		0

		1255		2

		1253		6

		1248		5

		1252		4

		1252		5

		1251		6

		1247		0

		1249		7

		1250		2

		1246		3

		1252		4

		1252		0

		1247		3

		1256		4

		1250		8

		1252		3

		1251		8

		1247		3

		1255		0

		1252		2

		1254		2

		1252		3

		1249		7

		1254		7

		1253		0

		1256		9

		1254		1

		1253		4

		1256		6

		1249		5

		1250		7

		1251		2

		1254		2

		1253		5

		1249		4

		1256		2

		1257		9

		1250		2

		1252		5

		1242		3

		1249		4

		1249		4

		1249		4

		1242		3

		1252		4

		1248		9

		1250		2

		1243		2

		1251		8

		1257		3

		1247		1

		1249		0

		1252		5

		1252		1

		1257		5

		1252		8

		1248		1

		1247		0

		1255		3

		1251		5

		1249		9

		1256		1

		1255		6

		1251		8

		1253		1

		1248		5

		1254		0

		1255		9

		1249		6

		1252		5

		1250		6

		1249		9

		1249		9

		1254		7

		1251		5

		1247		0

		1250		6

		1252		8

		1255		4

		1252		4

		1248		1

		1248		5

		1252		2

		1250		4

		1254		3

		1250		5

		1250		2

		1254		1

		1246		1

		1250		7

		1249		2

		1242		9

		1250		2

		1248		1

		1252		8

		1246		7

		1254		3

		1253		9

		1250		8

		1252		8

		1250		1

		1248		4

		1248		8

		1250		0

		1250		5

		1254		5

		1249		4

		1257		8

		1250		9

		1252		9

		1247		6

		1255		5

		1251		8

		1256		7

		1250		8

		1248		2

		1252		9

		1247		9

		1256		4

		1250		4

		1248		3

		1249		9

		1256		8

		1252		6

		1253		1

		1248		0

		1252		6

		1253		9

		1253		4

		1250		2

		1252		7

		1251		1

		1253		9

		1249		9

		1252		7

		1249		4

		1254		0

		1251		7

		1253		2

		1257		0

		1254		0

		1253		4

		1251		1

		1253		0

		1253		4

		1254		2

		1253		6

		1251		4

		1254		0

		1253		6

		1253		5

		1251		8

		1251		1

		1256		4

		1248		2

		1256		8

		1250		2

		1250		0

		1250		6

		1246		6

		1254		2

		1252		2

		1248		0

		1250		6

		1253		7

		1242		0

		1252		7

		1251		4

		1247		8

		1247		4

		1250		1

		1250		4

		1252		5

		1249		9

		1251		4

		1246		6

		1253		7

		1245		4

		1250		4

		1254		2

		1254		3

		1247		5

		1253		5

		1249		2

		1249		6

		1257		5

		1253		3

		1250		5

		1257		6

		1248		7

		1252		1

		1248		8

		1250		8

		1250		5

		1250		0

		1246		4

		1247		9

		1252		1

		1241		2

		1250		4

		1250		0

		1249		0

		1250		7

		1249		1

		1251		8

		1253		7

		1245		3

		1251		6

		1249		6

		1248		7

		1246		9

		1248		6

		1249		5

		1248		2

		1249		2

		1250		3

		1249		8

		1249		2

		1250		4

		1250		1

		1258		0

		1254		5

		1250		5

		1244		0

		1252		2

		1250		2

		1254		8

		1248		6

		1253		4

		1254		6

		1248		7

		1252		2

		1248		5

		1250		3

		1249		0

		1250		6

		1245		6

		1247		4

		1251		9

		1253		6

		1247		7

		1248		8

		1251		2

		1249		2

		1252		8

		1252		7

		1256		9

		1253		8

		1251		6

		1250		2

		1255		9

		1248		0

		1244		4

		1246		8

		1247		7

		1252		2

		1248		7

		1252		0

		1256		6

		1256		6

		1245		5

		1251		1

		1250		4

		1254		7

		1247		5

		1250		7

		1245		8

		1250		2

		1254		4

		1247		9

		1254		7

		1248		9

		1251		2

		1250		8

		1254		1

		1252		0

		1251		5

		1256		0

		1250		8

		1251		0

		1252		5

		1250		0

		1247		4

		1249		1

		1256		4

		1247		8

		1251		5

		1254		4

		1246		6

		1248		5

		1249		2

		1251		8

		1247		2

		1252		6

		1257		6

		1250		9

		1254		4

		1254		1

		1250		9

		1243		8

		1248		4

		1250		0

		1246		5

		1251		1

		1250		3

		1255		5

		1251		7

		1253		3

		1249		9

		1256		4

		1251		5

		1249		0

		1248		7

		1253		1

		1251		8

		1246		2

		1254		2

		1253		0

		1250		7

		1251		9

		1256		8

		1246		0

		1251		7

		1250		1

		1253		8

		1247		9

		1245		4

		1256		7

		1255		6

		1245		0

		1247		0

		1255		9

		1254		4

		1251		4

		1260		2

		1252		7

		1258		1

		1248		7

		1251		2

		1244		0

		1255		1

		1252		2

		1246		3

		1251		3

		1249		9

		1248		8

		1252		2

		1253		9

		1248		5

		1252		2

		1251		1

		1250		0

		1249		5

		1246		8

		1252		6

		1250		7

		1252		0

		1246		4

		1249		8

		1247		6

		1251		7

		1246		9

		1250		1

		1251		1

		1245		3

		1247		4

		1250		2

		1249		8

		1250		3

		1249		1

		1255		5

		1250		9

		1245		9

		1249		3

		1254		9

		1251		0

		1251		3

		1253		8

		1252		0

		1249		9

		1248		0

		1250		9

		1251		4

		1250		7

		1250		2

		1253		0

		1245		0

		1246		9

		1255		2

		1247		9

		1247		2

		1250		1

		1251		2

		1244		6

		1251		4

		1244		1

		1245		8

		1250		4

		1253		4

		1247		6

		1251		3

		1257		1

		1250		1

		1248		8

		1251		4

		1255		5

		1253		5

		1248		2




		13		27

		15		65

		18		30

		13		85

		15		77

		13		54

		14		50

		11		76

		16		05

		14		78

		16		55

		12		09

		12		68

		13		04

		14		31

		11		79

		16		57

		10		76

		13		22

		11		17

		17		47

		11		69

		12		31

		14		51

		11		70

		11		63

		15		55

		10		73

		13		72

		13		50

		15		14

		13		06

		12		99

		13		56

		14		03

		10		79

		9		08

		14		55

		13		49

		11		82

		14		99

		15		64

		17		93

		11		02

		14		15

		17		21

		17		28

		10		60

		10		76

		18		50

		

		

		

		

		

		




jelolésekkel [, 2] 0,95 biztonsagi szintl konfidenciaintervallum a szérasra.

A mintarealizaciét masolja az A oszlopba. Ezutan 7 értéke

[=SZ0OR.S(A:A)*GYOK (DARAB(A: A) /KHINEGYZET . INVERZ (1-0,05/2;DARAB(A: A)-1))]

modon, mig 7y értéke

|=SZOR.S(A:A)*GYOK (DARAB(A:A) /KHINEGYZET . INVERZ (0,05/2;DARAB(A:4)-1))]

modon szamolhaté. A kapott eredmények négy tizedesjegyre kerekitve: 7 ~ 1,9081
és 19 =~ 2,8465. Ellenorzésképpen kozoljilk, hogy a valédi szoréds 2,4.

5.4. Példa. A minta-09.txt fijlban taldlhaté mintarealizacié normalis eloszlasbél

szarmazik. Adjon a varhato értékre 0,94 biztonsagi szinti konfidenciaintervallumot.

Megoldas. Ha &, ...,&, a minta, akkor 1 — a = 0,94

F:=F[T(n—-1)]
i5 ::E— %F’_l (1—;)

T Sy 1 _a

jelolésekkel [, 5] 0,94 biztonsagi szintl konfidenciaintervallum a varhaté értékre.

A mintarealizaciot masolja az A oszlopba. Mivel

S* - —
n -t (1 — (;) = [MEGBIZHATOSAG.T(a; S} ;m)],

NG

ezért T értéke

|=ATLAG(A:A)-MEGBIZHATOSAG.T(0,06;SZOR.M(A: A) ;DARAB(A:A)) |

moédon, mig 5 értéke

|=ATLAG (A:A)+MEGBIZHATOSAG. T (0,06;SZOR.M(A:A) ;DARAB(A:A))|

moédon szamolhatd. A kapott eredmények négy tizedesjegyre kerekitve: 71 ~ 4,2918
és 1o >~ 4,8270. Ellenorzésképpen kozoljik, hogy a valodi varhato érték 4,6.
5.2. Valészinliség becslése

5.5. Példa. Egy ismeretlen p valészinliségli esemény n = 55 kisérletbdl k = 39 alka-

lommal kévetkezett be. Adjon p-re 0,98 biztonsagi szintl konfidenciaintervallumot.
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		4		2419

		4		1396

		4		4513

		3		0388

		4		3447

		4		3068

		5		7896

		3		4726

		4		6043

		3		5833

		4		7762

		4		4640

		4		2291

		4		8756

		5		6819

		4		7153

		5		0223

		5		6040

		4		9895

		4		4456

		4		5863

		5		5130

		4		5975

		4		7654

		3		7473

		

		

		

		

		

		




Megoldds. Legyen ¢ a figyelt esemény indikatorvaltozéja. Ekkor € az esemény relativ

gyakorisagat, azaz %—et jelenti. Az 1 —a = 0,98

T = 7%Lmax {z eN: EZ: (?)5%1 —E)n_i < g}

i=0
T ::imin{zéN:i(?)f%l—f)n—i > 1—3}
i=0

jelolésekkel [, 5] 0,98 biztonsagi szintli konfidenciaintervallum p-re. Mivel

min {z eN: zZ: <7Z>§l(1 — E)nﬂ > :C} = ’BINOM.INVERZ(n;E;x)‘

i=0
modon szamolhatdé, ezért

max {z eN: zZ: <n>€z(1 —E)nii < :U} = ‘BINOM.INVERZ(n;E;m)—l‘.

i—0 \!

fey 7

|=(BINOM. INVERZ(55;39/55;0,02/2)-1) /55

modon, mig 7

|=BINOM. INVERZ(55;39/55;1-0,02/2) /55|

modon szamolhato. A kapott eredmények négy tizedesjegyre kerekitve: 7 ~ 0,5455
és 1o ~ 0,8364. Ellenorzésképpen kozoljiik, hogy a feladatban megadott gyakorisag
p = 0,72 paramétert karakterisztikus eloszlasbdl szarmazo minta generaldsa révén
addédott.

5.3. Gyakorlatok

5.1. gyakorlat. Oldjuk meg az 5.3. példat annak ismeretében, hogy a varhaté érték
14. Melyik moédszer ad jobb becslést?

Utmutatds. Az 5.2. példa megoldését hasznéljuk. A kapott intervallum alsé illetve felsd
végpontja négy tizedesjegyre kerekitve 1,9012 illetve 2,8245. Ennek az intervallumnak
a hossza 0,9233, mig az elobb kapott intervallum hossza 0,9384, azaz 0,0151-del
hosszabb. Tehat a varhato érték ismeretében egy kicsit jobb becslést kaptunk.

5.2. gyakorlat. Oldjuk meg az 5.4. példat annak ismeretében, hogy a széras 0,8.
Melyik médszer ad jobb becslést?
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Utmutatds. Az 5.1. példa megoldésat hasznaljuk. A kapott intervallum alsé illetve felsd
végpontja négy tizedesjegyre kerekitve 4,2585 illetve 4,8604. Ennek az intervallumnak
a hossza 0,6019, mig az elobb kapott intervallum hossza 0,5352, azaz 0,0667-del

rovidebb. Tehat a széras ismeretében rosszabb becslést kaptunk.

5.3. gyakorlat. A minta-03.txt fdjlban taldlhaté mintarealizaciérdl a grafikus
illeszkedésvizsgalatnal lattuk, hogy exponencialis eloszlasbdl szarmazik. Ennek a
mintarealizacionak az els6 100 elemét a minta-10.txt fijl tartalmazza. Ebbdl adjunk

az eloszlas A paraméterére 0,9 biztonsagi szintli konfidenciaintervallumot.

Utmutatds. Ha &, ..., &, a minta, akkor 1 — o = 0,9

F := F[Gamma(n; 1)]

1
Ty = —=F! (1 — a>
né 2

jelolésekkel |71, 7] 0,9 biztonséagi szintli konfidenciaintervallum A-ra. A szamoldshoz
tudnunk kell, hogy F' = F|[Gamma(n;1)] esetén

F~'(x) = [GAMMA. INVERZ (x;n;1) |

A kapott intervallum alsé illetve felsé végpontja négy tizedesjegyre kerekitve 2,6750
illetve 3,7197. Ellentrzésképpen kozoljiik, hogy A valodi értéke 3,2.

5.4. gyakorlat. Egy esemény 10000 kisérletbol 2562 alkalommal kovetkezett be.

Adjon az esemény valdszintiségére 0,99 biztonsagi szintli konfidenciaintervallumot.

Utmutatds. Az 5.5. példdhoz hasonlé médon is megoldhaté a feladat, de mivel a
kisérletek szama most nagy, ezért a szamolasnal a Moivre—Laplace-tételt is alkalmaz-
hatjuk. Eszerint, ha n a kisérletek szdma és € az ismeretlen p valészintiségii esemény

relativ gyakorisaga, akkor 1 — o = 0,99

c:=01 (1 — oz)
2

= 2
T
¢ 2 c - e c
f‘i‘%‘i‘ﬁ\/f(l_f)"‘ﬁ
T2 1= o2
1+<



		0		1776

		0		0624

		0		5565

		0		1781

		0		771

		0		8958

		0		1712

		0		1362

		0		3412

		0		0157

		0		3625

		0		0063

		0		025

		0		1247

		0		1017

		0		1958

		0		1662

		0		5921

		0		3045

		0		2464

		0		4984

		0		4214

		0		0388

		0		0774

		0		0658

		0		5729

		0		1674

		0		1193

		0		4554

		0		1739

		0		0492

		0		1731

		0		8111

		0		0158

		0		0436

		0		1074

		0		6113

		0		0791

		0		8365

		0		66

		0		1657

		0		2249

		0		116

		1		1889

		0		3399

		0		0919

		0		8083

		1		384

		0		1812

		0		9291

		0		129

		0		1078

		0		3988

		0		025

		0		0603

		0		1285

		0		3051

		0		6273

		1		9874

		0		1264

		0		18

		0		0934

		0		0822

		0		0657

		0		7338

		0		0379

		0		0765

		0		035

		0		3638

		0		1582

		0		0799

		0		8184

		0		439

		0		645

		1		9789

		0		0626

		0		0343

		0		2688

		0		0522

		0		1732

		0		0186

		0		0232

		0		2413

		0		1069

		0		0187

		0		093

		0		1278

		0		1448

		0		3592

		0		0909

		0		2395

		0		6015

		0		123

		0		2918

		0		0211

		0		2235

		0		4263

		0		6362

		0		3597

		0		1936




jelolésekkel |71, 2] 0,99 biztonsagi szintii konfidenciaintervallum p-re. Az igy kapott
intervallum alsé illetve fels6 végpontja négy tizedesjegyre kerekitve 0,2451 illetve
0,2676. Ennek és az el6z6 intervallumnak a hossza gyakorlatilag megegyezik, igy
hasonléan j6 mindkét becslés.

A szamolas tovabb egyszeriisithetd, ha figyelembe vessziik, hogy most % = (0,0001
elhanyagolhatoan kicsi ﬁ = (0,01-hoz képest. Ekkor

Az igy kapott intervallum alsé illetve fels6 végpontja négy tizedesjegyre kerekitve
0,2450 illetve 0,2674.

5.5. gyakorlat. A minta-11.txt fajlban taldlhaté mintarealizicié [7,b] intervallu-
mon egyenletes eloszlasbél szarmazik. Adjon b-re 0,95 biztonsagi szint konfidencia-

intervallumot.

Utmutatds. Ha &, ..., &, a minta, akkor a =7, 1 — a = 0,95

F := F|Gamma(n;1)]

o=

T i=a+ (ec2 ﬁ(@: — a)>

jelolésekkel [11, 2] 0,95 biztonsagi szintli konfidenciaintervallum b-re. A szdmolashoz

hasznalja a és fuggvényeket. A kapott intervallum alsé illetve fels6
végpontja két tizedesjegyre kerekitve 13,25 illetve 17,86. Ellendrzésképpen kozoljiik,

hogy b valédi értéke 15.

26



		14		01

		10		42

		12		18

		9		48

		14		09

		12		04

		11		62

		10		00

		10		60

		11		20

		13		45

		8		19

		12		80

		8		54

		14		42

		9		40

		9		28

		10		21

		7		36

		9		99

		12		90

		10		10

		7		74

		11		64

		12		05

		7		78

		11		00

		9		73

		7		74

		7		11

		13		16

		9		39

		13		66

		14		38

		12		78

		13		38

		10		78

		8		78

		11		02

		7		44

		9		86

		12		16

		11		85

		11		13

		9		05

		10		91

		11		02

		8		02

		12		25

		12		87




6. fejezet

Paraméteres hipotézisvizsgalatok

Grafikus illeszkedésvizsgalatnal azt néztiik meg, hogy lehet-e példaul normalis eloszla-
su a vizsgalt valoszintiségi valtozo. Tehat egy feltételezésrol, hipotézisrél dontottiink.
A hipotézisvizsgdlatokban vagy mas néven statisztikai probikban szintén a statisztikai
mezore vonatkozo hipotézisekrol dontjiik el a mintarealizacié alapjan, hogy igaz vagy
sem, de ennek nem kell feltétleniil az eloszlasra vonatkoznia. Lehet példaul az a
hipotézis, hogy egy valdszinliségi valtozo varhato értéke megfelel az eléirdsnak, vagy
két valoszintiségi valtozo fiiggetlen, vagy a varhaté értékeik megegyeznek stb. Ha
a hipotézis ismert eloszlastipusboél szarmazo valdszintiségi valtozok paramétereire
vonatkozik, akkor paraméteres hipotézisvizsgalatrol beszéliink.

Azt a feltételezést, amelyrol dontést akarunk hozni, nullhipotézisnek nevezzik és
Hy-val jeloljiik. Ha Hy-t elutasitjuk, akkor egy azzal ellentétes allitast fogadunk el,
melyet ellenhipotézisnek neveziink és Hi-gyel jeloliink. Dontésiink lehet helyes vagy

hibés a kovetkezd tablazatnak megfelelGen:

Hy-t elfogadjuk  Hy-t elutasitjuk

Hy igaz helyes doéntés elséfaji hiba
H, igaz mdsodfaji hiba helyes dontés

Ha H, teljesiilése esetén az elsofaju hiba valdsziniisége maximum « lehet, akkor ezt
a szamot a proba terjedelmének, az 1 — a szamot pedig a proba szintjének nevezzik.
A statisztikai proba menete a kovetkezo:

1. Megadunk egy Hj teljesiilése esetén ismert eloszlasi 7 statisztikat, mely lénye-
gesen masképpen viselkedik Hy illetve H; teljestilése esetén. Az ilyen statisztikat
probastatisztikdnak nevezziik.

2. Rogzitett o ismeretében megadunk egy I intervallumot gy, hogy H teljesiilése

esetén a 7 € I esemény valdszinlisége maximum (vagy ha lehet, pontosan)
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a legyen. Az I intervallumot kritikus tartomdnynak, mig a komplementerét
elfogaddsi tartomdnynak nevezzik.

3. Ha a mintarealizaci6 alapjan 7 a kritikus tartoméanyba esik, akkor Hy-t eluta-
sitjuk (azaz Hy-gyet fogadjuk el), ellenkezé esetben pedig Hy-t elfogadjuk a H
ellenhipotézissel szemben.

Ekkor a terjedelmi prébat kapunk. Az I megvalasztasa 7-hoz nem egyértelmi. A
lehetséges esetekbdl gy kell valasztani, hogy a masodfaju hiba valészintisége minél
kisebb legyen. Ezért ugyanazon nullhipotézis esetén a kiilonbozé ellenhipotézisekkel
szemben mas és mas kritikus tartomany a megfelelo.

A gyakorlatban a prébastatisztikat nem nekiink kell kitaldlni, hanem mar ismert
statisztikai probak kozil valasztunk a feladat feltételeinek és a célnak megfeleléen. A
kovetkezdkben targyalt statisztikai probédkra teljesiilnek a kovetkezok:

o Torzitatlan, azaz Hy-t nagyobb valdszintiséggel utasitjuk el, ha H; igaz, mint

amikor Hy igaz.

o Konzisztens, azaz a minta elemszamanak novelésével a masodfaji hiba val6szi-
niisége 0-hoz tart.

Elofordulhat, hogy kiilonb6z6 szinteken kiilonbozé dontéseket hozunk ugyanazzal a
préobaval. Ennek a kellemetlen tulajdonsagnak az az oka, hogy a csokkentésével a
masodfaju hiba valdszintisége no. Ilyenkor a konzisztenciat kihasznalva, noveljitk meg

a minta elemszamat gy, hogy a méasodfaju hiba valészintisége kellden lecsokkenjen.

6.1. Egymintas u-préba

¢ € Norm(m; o), m ismeretlen, o ismert, a {-re vonatkozé minta n elemt, mg € R.

Hy: m = myg | kritikus tartomany
Hl:m#mo 2—2(1)(|U|)<Oé
Hi:m<my|1—®(u|)) <aésu<0

Hi:m>my | 1—-®P(u|) <aésu>0

ahol

uzg—mo\/ﬁ

g

Az egymintas u-préba a gazdasagi statisztikaban egymintds z-proba néven ismert.

6.1. Példa. A minta-12.txt fijlban taldlhaté mintarealizacié normalis eloszlasbél
szarmazik. Tudjuk, hogy a szoras 2. Teljesiilhet-e, hogy a varhaté érték nagyobb
13,8-nél? Dontson 0,99 szinten.
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		14		276

		13		490

		14		767

		17		633

		14		217

		15		738

		14		100

		14		626

		10		911

		12		798

		10		635

		15		512

		15		801

		11		846

		14		146

		20		372

		11		862

		13		595

		12		900

		11		496

		16		106

		12		579

		14		167

		10		889

		15		095

		16		421

		15		120

		17		507

		15		198

		14		590

		12		584

		14		796

		12		173

		10		851

		17		083

		14		179

		10		453

		12		301

		12		302

		14		258

		16		245

		15		244

		15		080

		11		673

		15		624

		11		517

		13		781

		15		047

		14		161

		13		985

		17		915

		13		098

		12		588

		18		472

		14		318

		8		668

		14		141

		14		547

		13		560

		15		559
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		15		617

		11		651

		16		773

		11		133

		13		227

		13		528

		13		647

		14		370

		15		985

		17		843

		17		763

		14		307

		15		024

		13		423

		13		425

		9		128

		12		703

		12		435

		12		235

		11		678

		14		810

		13		564

		16		261

		15		549

		14		461

		15		739

		12		227

		13		170

		13		778

		11		729

		15		468

		17		815

		16		674

		12		965

		17		730
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		11		520

		11		419

		10		748
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		12		870
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		16		350

		13		989
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		13		836

		17		306

		13		110

		15		763

		13		859

		13		447

		15		827

		16		002

		11		462

		14		140

		15		339

		11		797

		16		465

		11		141

		17		122

		10		851

		14		195

		11		509

		12		072

		13		325

		14		809

		13		694

		12		524

		17		102

		14		248

		15		218

		15		177

		11		193

		12		714

		13		063

		13		564

		12		092

		10		854

		13		282
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		13		388
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		14		901

		12		108

		11		935

		15		026
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		12		771
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		14		645
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		15		167
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		16		034
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		13		085

		14		047
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		14		062

		13		588

		15		715

		13		184

		14		829

		18		385

		12		903

		14		607

		13		235

		15		521

		13		415

		12		856

		14		979

		14		268

		16		302

		9		638

		13		548

		12		379

		16		619

		11		946

		14		234

		13		191

		10		411

		17		833

		12		339

		15		745

		12		186

		13		974

		18		058

		16		803

		16		439

		13		569

		10		802

		16		856

		14		788

		10		766

		15		675

		13		812

		12		251

		12		484

		16		189

		12		418

		11		415

		13		863

		16		662

		11		566

		14		883

		12		680

		15		006

		10		479

		12		743

		15		050

		14		197

		11		842

		14		949

		15		020

		12		034

		16		336

		14		360

		13		432

		12		303

		15		649

		11		877

		13		849

		13		593

		14		509

		14		954

		13		733

		13		787

		15		612

		13		492

		12		179

		15		028

		15		064

		12		462

		14		318

		12		427

		14		340

		13		052

		16		618

		13		619

		12		697

		13		696

		12		597

		11		861

		14		943

		14		828

		16		609

		14		578

		11		173

		12		060

		10		347

		15		021

		14		595

		9		165

		16		381

		13		245

		15		555

		12		830

		13		828

		12		435

		13		331

		11		533

		12		978

		14		300

		12		870

		14		280

		14		621

		13		976

		14		456

		14		403

		15		629

		12		793

		12		797

		13		301

		13		116

		18		694

		13		283

		17		009

		13		718

		15		199

		13		921

		10		391

		13		424

		14		456

		13		151

		17		186

		14		384

		16		186

		10		831

		16		055

		17		063

		13		958

		12		419

		12		432

		8		677

		14		408

		13		649

		14		506

		16		606

		14		639

		10		334

		12		121

		14		728

		15		229

		13		498

		11		492

		12		982

		11		549

		13		514

		14		090

		14		210

		16		451

		15		842

		13		352

		12		067

		10		380

		15		673

		16		193

		15		607

		11		436

		15		930

		14		323

		16		969

		15		908

		17		799

		16		428

		12		009

		13		612

		9		836

		13		640

		8		074

		15		744

		15		542

		13		167

		13		308

		14		149

		13		639

		15		066

		16		805

		9		572

		12		245

		12		773

		15		498

		12		053

		12		428

		15		075

		13		189

		14		192

		15		794

		11		351

		14		707

		13		969

		9		441

		16		943

		12		965

		14		803

		13		575

		15		061

		12		563

		11		596

		10		613

		13		096

		12		813

		14		731

		16		446

		12		248

		14		492

		10		856

		14		050

		12		296

		15		194

		17		542

		9		789

		13		666

		14		337

		14		556

		14		449

		15		929

		13		599

		15		848

		12		040

		14		520

		14		108

		15		682

		13		729

		13		800

		11		685

		12		974

		13		566

		15		016

		13		723

		13		614

		14		242

		14		694

		19		893

		16		550

		11		839

		10		552

		14		293

		16		172

		10		159

		13		508

		16		703

		13		313

		14		979

		14		609

		14		906

		11		411

		14		760

		13		717

		12		686

		12		730

		14		469

		18		161

		16		904

		15		212

		10		763

		13		676

		15		266

		15		812

		14		765

		12		344

		14		692

		14		342

		12		939

		15		035

		14		375

		16		807

		11		589

		15		930

		12		971

		15		168

		14		291

		11		015

		12		089

		15		142

		15		294

		13		984

		12		291

		13		036

		14		951

		13		004

		16		327

		13		839

		15		094

		13		744

		15		207

		15		185

		15		372

		13		678

		13		652

		13		309

		8		830

		17		399

		13		868

		11		448

		15		805

		13		544

		13		176

		11		300

		16		381

		11		346

		18		607

		12		914

		13		899

		15		046

		13		404

		12		589

		16		292

		15		461

		16		220

		13		362

		15		340

		13		420

		15		837

		15		835

		9		568

		14		850

		14		473

		15		202

		16		260

		14		704

		10		485

		13		089

		10		094

		12		080

		8		978

		12		403

		10		555

		10		883

		16		662

		12		253

		11		720

		15		690

		12		667

		14		375

		12		231

		11		361

		12		775

		12		974

		14		017

		13		712

		11		844

		12		927

		14		306

		14		577

		13		719

		12		504

		14		233

		15		249

		14		341

		11		911

		10		591

		15		563

		14		261

		13		716

		11		993

		13		922

		17		085

		18		218

		11		923

		10		989

		14		569

		17		035

		15		832

		14		770

		13		396

		14		042

		13		277

		15		406

		11		521

		14		939

		12		684

		15		749

		17		219

		13		518

		14		100

		12		524

		13		457

		12		969

		12		916

		11		835

		14		764

		11		605

		14		717

		15		673

		16		807

		15		701

		13		006

		14		470

		13		098

		17		296

		13		574

		15		437

		12		938

		13		474

		13		631

		16		199

		15		791

		15		047

		14		280

		16		970

		16		982

		15		963

		14		318

		12		052

		18		503

		14		193

		14		692

		15		517

		15		637

		9		884

		15		324

		16		985

		11		322

		13		455

		11		559

		12		656

		13		176

		17		220

		16		579

		16		332

		14		511

		13		617

		15		476

		19		766

		11		546

		13		243

		12		057

		16		795

		16		183

		14		821

		12		192

		16		372

		14		801

		13		876

		17		548

		14		344

		12		245

		10		151

		9		813

		12		369

		12		097

		12		497

		12		900

		10		420

		16		556

		15		228

		15		699

		15		082

		12		207

		12		014

		17		218

		17		117

		12		587

		13		879

		12		337

		18		417

		15		962

		15		542

		12		774

		11		520

		11		973

		16		815

		12		200

		13		273

		15		032

		20		611

		12		559

		14		005

		15		830

		12		192

		14		617

		15		550

		14		846

		16		360

		13		212

		12		321

		14		124

		12		272

		13		855

		14		342

		12		648

		15		747

		12		163

		14		444

		

		

		

		

		

		




Megoldds. A mintarealizaciot masoljuk az A oszlopba, majd szamoljuk ki a minta-
atlagot médon. Ennek értéke négy tizedesjegyre kerekitve 13,9824, A
kérdés, hogy ez 13,8-t6l véletleniil nagyobb vagy van valami oka?

Egymintds u-préba alkalmazhato, ahol Hy: m = 13,8 és Hy: m > 13,8. Akkor
fogunk H; mellett dénteni, ha 1 — ®(|u]) < a és u > 0.

A szint 0,99, azaz a = 0,01. Mivel £ — my = 13,9824 — 13,8 > 0, ezért u > 0,
masrészt emiatt 1 — & (|u|) = 1 — &(u). Mivel

1—®(u) = \Z.PRGB(A:A;mO;U)‘,

ezért egy celldba irjuk a kovetkezdt: [=z.PROB(A:4;13,8;2) | Ennek értéke négy tize-

desjegyre kerekitve 0,0047, amitol nagyobb az a. Tehat a kritikus tartomanyban van
a probastatisztika, azaz Hy-t elutasitjuk és ezzel a Hi-gyet elfogadjuk. Tehat 0,99

szinten a varhaté érték nagyobb 13,8-nél.

6.2. Kétmintas u-préba

¢ € Norm(my;01), n € Norm(mag; o9) fiiggetlenek, my, my ismeretlenek, oy, oy ismer-

tek, a &-re vonatkozo minta n; elemi, az n-ra vonatkozé minta ny elem.

Hy: my = my | kritikus tartomany
Hi:my #ms | 2—-20(Jul) < a
Hi:mp<mg | 1—®(Ju)) <aésu<0

Hi:my>mo | 1—®(Ju)) <aésu>0

ahol B
&—7

u_i

2 2

91 , 93

ni no

A kétmintas u-proba a gazdasagi statisztikaban kétmintds z-proba néven ismert.

6.2. Példa. A minta-14.txt fijlban taldlhaté mintarealizacié normalis eloszlasbél
szarmazik, melynek szorasa 2. A minta-15.txt fajlban taldlhaté mintarealizacié
szintén normalis eloszlasbdl szarmazik, melynek szorasa 3. Teljestilhet-e, hogy a két

minta varhato értéke megegyezik? Dontson 0,98 szinten.

Megoldas (1). Kétmintds u-préba alkalmazhaté Hy: my = mg és Hy: my # mo
hipotézisekkel. Az u prébastatisztika értéke koriilbelil 4,34, melybdl 2 — 2®(|ul)
értéke Ot tizedesjegy pontossaggal 0,00001. Mivel a = 0,02, ezért az ellenhipotézist

fogadjuk el, azaz a két varhato érték nem egyezik meg.
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		8		23

		10		35

		10		33

		9		47

		7		27

		10		03

		9		59

		11		34

		10		19

		14		72

		11		54

		11		58

		11		88

		8		48

		10		27

		9		22

		10		43

		8		69

		14		26

		14		51

		11		24

		6		65

		14		01

		11		06

		7		14

		9		86

		12		95

		9		60

		14		00

		9		48

		7		35

		7		75

		5		77

		10		52

		11		74

		8		94

		10		76

		11		24

		8		44

		11		14

		14		01

		8		51

		7		89

		15		12

		10		19

		6		33

		15		71

		11		83

		15		37

		10		34

		11		20

		13		75

		12		03

		10		45

		10		53

		10		43

		5		81

		7		30

		8		58

		6		10

		12		09

		8		11

		10		39

		8		14

		9		77

		13		97

		8		72

		4		98

		14		14

		15		35

		8		23

		10		75

		15		00

		6		86

		10		52

		14		19

		9		55

		13		79

		10		97

		6		94

		15		04

		18		14

		10		11

		14		01

		8		45

		8		74

		12		05

		5		88

		14		27

		14		06

		10		78

		10		33

		9		60

		15		77

		10		99

		10		24

		5		72

		12		12

		9		06

		16		40

		9		58

		12		00

		11		81

		9		65

		11		00

		9		48

		8		48

		16		29

		13		04

		15		29

		11		82

		10		39

		10		73

		6		75

		12		49

		10		63

		14		33

		10		78

		18		24

		9		40

		11		83

		14		22

		10		87

		6		16

		7		60

		10		08

		8		76

		11		69

		9		28

		13		36

		10		54

		13		42

		16		85

		12		58

		12		60

		9		65

		7		84

		11		56

		16		29

		11		97

		12		43

		11		47

		10		17

		7		82

		15		47

		12		97

		13		07

		9		57

		11		55

		10		88

		9		79

		11		76

		8		22

		7		60

		10		30

		12		52

		13		46

		11		56

		7		51

		9		11

		10		62

		13		36

		11		61

		10		22

		11		60

		14		90

		10		48

		10		75

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		

		




Megoldas (2). A feladat az Adatok/Adatelemzés meniiponttal is megoldhat6. A
felugré ablakban a legordiilé listaban valassza a Kétmintds z-proba a vdarhato értékre
sort, majd OK. Kattintson az 1. vdltozétartomany felirat mezdjére, majd jelolje
ki az A oszlopot. Kattintson a 2. vdltozotartomdny felirat mezo6jére, majd jelolje
ki a B oszlopot. Az 1. (ismert) vdltozé variancia értéke 4, hiszen a szoras 2, igy a
szérasnégyzet, mas néven variancia értéke 22 = 4. Hasonlban, a 2. (ismert) vdltozé
variancia értéke 9. Kattintson a Kimeneti tartomdny felirat mezdjére, majd a C1
cellara. Végill OK. A kapott tdblazatban z jelenti az u probastatisztika értékét,
P(Z<=z) egyszéli jelenti az 1 — ®(|u|) értékét és P(Z<=z) kétszéli jelenti a 2 —
— 20 (|ul) értékét.

6.3. Egymintas t-préba

¢ € Norm(m;o), a paraméterek ismeretlenek, a &-re vonatkozé minta n elemdi,

mo € R.
Hy: m = my | kritikus tartomany
lem%mo 2—2F(|t|)<a
Hi:m<my | 1-F(t]) <aést<0
Hi:m>my | 1—-F(|t|)) <aést>0
ahol

t= 5;1"0\/5 és F = F[T(n—1)).

6.3. Példa. A minta-12.txt fajlban taldlhaté mintarealizacié normalis eloszlasbol

szarmazik. Teljestiilhet-e, hogy a varhaté érték egyenlo 14-gyel? Dontson 0,99 szinten.

Megoldds. Egymintas t-proba alkalmazhaté, ahol Hy: m = 14 és Hy: m # 14. A
szint 0,99, azaz o = 0,01. Ezt kell 6sszehasonlitani 2 — 2F(|t]) értékével. Excelben

2 —2F(|t|) =[T.PROB(A:A;B:B;2; 1)),

ahol az A oszlopban van a mintarealizacio, és a B oszlop minden olyan celldjaban az
mg értéke van, amely mellett talalhato a mintarealizacionak egy eleme. Eszerint tehat
masoljuk a mintarealizaciot az A oszlopba, majd a B1 cellaba irjuk be, hogy 14 (most
ez az my). Ezutdn a B1 cella kitoltdjelére kattintsunk kétszer. Ezzel a mintarealizacié
minden tagja mellé 14 kertl. Mar csak egy iires celldba az el6bb emlitett moédon
ki kell szdmolni a 2 — 2F(|t|) értékét. Ez négy tizedesjegyre kerekitve 0,7998. Ettdl
kisebb «, igy a nullhipotézist fogadjuk el. Tehat a varhato érték 14.
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6.4. F-préba

¢ € Norm(my;01), n € Norm(ms; 03) fiiggetlenek, a paraméterek ismeretlenek, a &-re

vonatkoz6 minta n; elemi, az n-ra vonatkozé minta ny elemi.

Hy: 01 = 05 | kritikus tartomény

Hy:01# 09 | 2min{F(F),1 - F(F)} < «
Hi:01 <oy | min{F(F),1-F(F)} <aésF<1
Hi:o0p>09 | min{F(F),1-F(F)} <aésF>1

ahol

2
S*
F= 75’27“ és F:=F[F(n;y —1;ny —1)].
S*
n,n2
6.4. Példa. A minta-12.txt és minta-14.txt fajlban talalhaté mintarealizacidok
normalis eloszlasbdl szarmaznak. Teljesiilhet-e, hogy a két minta szérdsa megegyezik?

Dontson 0,99 szinten.

Megoldas (1). F-préba alkalmazhaté Hy: o1 = 09 és Hy: 01 # 09 hipotézisekkel. Ha

az A illetve a B oszlopokba rakjuk a két mintat, akkor

2min{F(F),1 — F(F)} = [F.PROB(A:A;B:B)),

amely most négy tizedesjegyre kerekitve 0,6588. Az av = 0,01 ettdl kisebb, azaz a

nullhipotézist fogadjuk el. Tehat a szorasok megegyeznek.

Megoldas (2). A feladat az Adatok/Adatelemzés meniiponttal is megoldhaté. A felugrd
ablakban a legordiilo listaban valassza a Kétmintds F-proba a szordsnégyzetre sort,
majd OK. Kattintson az 1. vdltozétartomany felirat mezdjére, majd jelolje ki az
A oszlopot. Kattintson a 2. vdltozotartomadny felirat mez6jére, majd jelolje ki a B
oszlopot. Kattintson a Kimeneti tartomdny felirat mezdéjére, majd a C1 cellara. Végiil
OK. A kapott tablazatban F jelenti az I’ probastatisztika értékét, P(F<=f) egyszélii
jelenti a min{ F'(F),1 — F(F)} értékét.

6.5. Kétmintas t-préba

¢ € Norm(myq;01), n € Norm(mag; 09) fiiggetlenek, o1 = 09, a paraméterek ismeretle-

nek, a &-re vonatkozé minta ny elemt, az n-ra vonatkozé minta no elemi.

Hy: my = my | kritikus tartomany
Hi:my#me | 2-2F(t]) <«
Hi:my<mg | 1—F(t]) <aést<0
Hi:my>mo | 1—=F(t]) <aést>0
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ahol

_ E—ﬁ \/nlng(n1+n2—2)
\/nlSan + nyS2 ny + ng

,n2

A feltételben szerepel, hogy a szorasoknak meg kell egyezni, melyrol F-probaval
donthetiink.

6.5. Példa. A minta-12.txt és minta-14.txt fajlban taldlhaté mintarealizaciok

szarmazhatnak-e azonos normalis eloszlasbo6l? Dontson 0,99 szinten.

Megoldas (1). Az el6z6 példaban lattuk, hogy a szérasok megegyeznek. Ezért a
varhaté értékek egyezésére alkalmazhatunk kétmintas t-probat Hy: my = my és
Hi: my # my hipotézisekkel. Ha az A illetve a B oszlopokba rakjuk a két mintat,
akkor

2 —2F(|t|) =[T.PROB(A:4;B:B;2;2)],

amely most kb. 7,4972-10~*, azaz kisebb az o = 0,01 értéktl. Igy az ellenhipotézist
fogadjuk el. Tehat a varhaté értékek kiilonboznek, vagyis nem azonos normalis
eloszlasbol szarmazik a két minta.

Kiszamolva a mintaatlagokat kideriil, hogy az A oszlopban nagyobb a mintaatlag,
mint a B-ben, azaz £ — 7 > 0. Ebb6l ¢ > 0, tovdbba

1 — F(|t]) = [T.PROB(A:A;B:B;1;2)]

értéke kb. 3,7486 - 107, azaz kisebb az a = 0,01 értéktdl. Igy Hy: my > my esetén
a kritikus tartomanyba esik a probastatisztika, azaz amellett dontiink, hogy az A
oszlopban taldlhat6é mintarealizdcidohoz tartozd valdszintiségi valtozd varhato értéke a

nagyobb.

Megoldas (2). A feladat az Adatok/Adatelemzés meniiponttal is megoldhaté. A felugrd
ablakban a legordiilo listaban valassza a Kétmintas t-proba eqyenlo szordasnégyzeteknél
sort, majd OK. Kattintson az 1. vdltozétartomany felirat mez6jére, majd jelolje ki
az A oszlopot. Kattintson a 2. vdltozétartomany felirat mezdjére, majd jelolje ki a B
oszlopot. Kattintson a Kimeneti tartomdny felirat mezojére, majd a C1 cellara. Végiil
OK. A kapott tablazatban t érték jelenti a t prébastatisztika értékét, P(T<=t)
egyszéli jelenti az 1 — F(|t|) értékét és P(T<=t) kétszéli jelenti a 2 — 2F(|t])

értékét.
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6.6. Scheffé-modszer

¢ € Norm(my;01), n € Norm(ms; 03) fiiggetlenek, a paraméterek ismeretlenek, a &-re

vonatkoz6 minta n; elemil, az n-ra vonatkozo minta ns elemi, ny < ns.

Hy: my = my | kritikus tartomany
Hi:my#mgy | 2-2F(Jt]) < «
Hi:my<mg | 1—F(t]) <aést <0
Hi:my>mo | 1-F(t]) <aést>0

ahol
nl
-n (t=1,...,n
S T !
jeloléssel B
t=—"—vm ¢é F=F[T(n —1)]
ngnl
Vagyis a (i, ..., (,, mintara alkalmazzuk az egymintas t-prébat my = 0 valasztéssal.

Specidlisan n; = ny esetén (; = & — n; teljesiil. A mddszert ekkor pdrositott
t-probanak is nevezik. Ebben az esetben a mddszer akkor is alkalmazhaté, ha a

mintak nem fliggetlenek, de csak akkor, ha & — n normaélis eloszlasu.

6.6. Példa. Egy iskolaban 1j médszert akarnak kiprobalni a gyerekek probléma-
megold6 képességeinek javitasara. A kisérlet elején kitoltetnek 50 didkkal egy ilyen
képességet méré tesztet. A kapott eredményeket %-ban, a didkok névsoraval meg-
egyez6 sorrendben rogzitették a minta-20.txt fajlban. Egy éven keresztiil alkal-
mazzak a modszert ezeken a didkokon. A tesztet az egy év leteltével megismétlik.
A kapott eredményeket ismét a didkok névsoraval megegyez6 sorrendben leirtak a
minta-21.txt fajlban. Ennek alapjan dontson 0,99 szinten arrél, hogy a médszer

sikeresnek mondhaté-e.

Megoldas (1). Az els6 illetve masodik teszt eredményeit masolja az A illetve B
oszlopba. Mivel a két minta nem tekinthet6 fiiggetlennek, ezért a kiilonbség mintéat
kell megvizsgalni, hogy normalis eloszlasu-e. A C1 celldba irja be, hogy [=A1-B1], majd
a kitolt6jelre kattintson kétszer. Igy a C oszlopban megjelenik a killonbségminta.
Erre grafikus normalitasvizsgalatot végziink a korabban ismertetett mdédon, melybol
kideriil, hogy a kiilénbség minta normalis eloszldstnak tekinthetd. Igy alkalmazhatjuk
a varhato értékek Osszehasonlitasara a parositott t-probat.

Az els6 mintarealizacié atlaga 65,94, a masodiké pedig 69,78. A modszernek

koszonheto az atlagnovekedés, vagy a véletlen miive? Az ellenhipotézis legyen az,
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hogy a moddszer sikeres, azaz a masodik minta varhato értéke nagyobb mint az els6é.
Mivel ( = € — 7 = 65,94 — 69,78 < 0, ezért t < 0 tovabb4,

1 — F(|t]) = [T.PROB(A:A;B:B;1;1)]

értéke négy tizedesjegyre kerekitve 0,0002. Ett6l o = 0,01 nagyobb, tehat az ellenhi-

potézist fogadjuk el, azaz a modszer sikeresnek tekinthetd.

Megoldas (2). A feladat az Adatok/Adatelemzés meniiponttal is megoldhaté. A felugrd
ablakban a legordild listaban valassza a Kétmintds parositott t-proba a vdarhato értékre
sort, majd OK. Kattintson az 1. vdltozétartomdny felirat mezéjére, majd jelolje ki
az A oszlopot. Kattintson a 2. vdltozotartomany felirat mezdjére, majd jelolje ki a B
oszlopot. Kattintson a Kimeneti tartomdny felirat mezdjére, majd a C1 cellara. Végiil
OK. A kapott tablazatban t érték jelenti a t probastatisztika értékét, P(T<=t)
egyszéli jelenti az 1 — F(Jt|) értékét és P(T<=t) kétszéli jelenti a 2 — 2F(|t])

értékeét.

6.7. Példa. A minta-06.txt és minta-08.txt fajlokban normalis eloszlasu fiigget-

len mintdk vannak. Déntson a varhaté értékeik egyezésérdl 0,98 szinten.

Megoldds. A minta-06-ot illetve minta-08-at méasolja az A illetve B oszlopba. El6szor
végezzen F-probat. Ennek az lesz az eredménye, hogy a szérasok nem egyeznek meg.
Ezért a kétmintas t-préba nem alkalmazhaté, igy a Scheffé-modszert hasznédljuk. A
C1y---,Cn, minta elkészitéséhez tegye a kovetkezoket.

Egyelore a C és D oszlopokat hagyja tiresen. Szamolja ki az els6 illetve mésodik
minta elemszamat. Kapjuk, hogy ez 456 illetve 50. Mivel a mésodik minta elemszama

kisebb, ezért ez lesz a £-re vonatkozo mintarealizacio. Elészor szamolja ki az

ni

1 _
T, kz::lﬁk -n

n
G =& — *1771 +
no

értékét a C1 cellaba

[=B1-GYOK (50/456) *A1+SZUM(A1: A50) /GYOK (50%456) ~ATLAG (A: A) |

modon. Huzza le a C1 cella kitoltojelét az 50. sorig. Ezzel a C oszlopban elkésziilt
a (1,...,Cy, minta. A Scheffé-moddszer szerint erre kell alkalmazni az egymintas
t-probat my = 0 valasztassal. Tehat a D1 cellaba irja be, hogy 0, majd a kitoltdjelet
htizza le az 50. sorig. Ekkor

2 —2F(]t]) = |T.PROB(C:C;D:D;2;1)|.
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Ennek értéke kb. 3,5514 - 1075 ami kisebb a = 0,02-n4l, igy a varhaté értékek nem
egyeznek meg.

A C oszlop atlaga negativ, amely C értékét adja. Igy t < 0, tovabba

1 — F(|t]) = |T.PROB(C:C;D:D;1;1)]

értéke kb. 1,7757 - 107 ami kisebb a = 0,02-nél. gy é-nek, azaz a masodik mintahoz

tartozo valoszinliségi valtozénak a varhatéd értéke kisebb.

6.7. Welch-préba

¢ € Norm(myq;o1), n € Norm(mag; 09) fliggetlenek, a paraméterek ismeretlenek, a &-re

vonatkoz6 minta n; elemi, az n-ra vonatkozo minta ns elemd.

Hy: m; = mo | kritikus tartomany
Hi:my#me | 2-2F(Jt]) < «
Hi:my<mg | 1=F(t]) <aést<0
Hi:miy>my | 1=-F(|t]) <aést>0

ahol —_—
PR S| és F o~ F[T(s)].
S
&mn1 + 7,12
s N9

Az s szabadségi fok ¢ értékének kerekitése a legkozelebbi egészre, ahol

2 2
* * 2
. TE&m h— SWW - (a + b)
a = — == c:= 5 5
1 Mo a b

7’L1—1+7’LQ—1

Ezt a probat akkor szoktak alkalmazni, ha az F-proba a szérasok kiilonbo6zoségét
mutatja ki, ugyanis a szérasok egyezése esetén a kétmintas t-proba megbizhatobb.
Legyen Fj := F[T(k)], ahol k& € N. Az el6bb az F(|t|) ~ Fs(|t|]) kozelitést
alkalmaztuk, de ezt lehet finomitani polinomidlis interpoldicioval. Ehhez tekintsiik azt
a g polinomot, melyre g(k) = Fi(]t|) minden k € N esetén. Ezutan az F(|t]) ~ g(c)

kozelitéssel szamolhatunk tovabb.

6.8. Példa. A minta-06.txt és minta-08.txt fajlokban normalis eloszlasu fiigget-

len mintak vannak. Déntson a varhato értékeik egyezésérol 0,99 szinten.

Megoldas (1). A minta-06-ot illetve minta-08-at masolja az A illetve B oszlopba.

El6szor végezzen F-probat. Ennek az lesz az eredménye, hogy a szoérasok nem egyeznek
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meg. Ezért a kétmintas t-proba nem alkalmazhaté, igy a Welch-probat hasznaljuk.
Ekkor

2 —2F(|t]) = |T.PROB(A:A;B:B;2;3)].

Ennek értéke kb. 2,7336 - 10~° ami kisebb a = 0,01-n4l, igy a varhaté értékek nem
egyeznek meg.

Az els6 minta atlaga nagyobb a masodiknal, ezért ¢ > 0, tovabba

1 — F(|t]) = [T.PROB(A:A;B:B;1;3)]

értéke kb. 1,3668 - 107> ami kisebb o = 0,01-nél. Igy az els6 mintdhoz tartozd

valoszinliségi valtozonak a varhatéd értéke nagyobb.

Megoldas (2). A feladat az Adatok/Adatelemzés meniiponttal is megoldhat6. A
felugré ablakban a legorduld listaban valassza a Kétmintds t-proba nem-eqyenlo
szorasnégyzeteknél sort, majd OK. Kattintson az 1. vdltozotartomdny felirat mezéjére,
majd jelolje ki az A oszlopot. Kattintson a 2. vdltozotartomdny felirat mezojére, majd
jelolje ki a B oszlopot. Kattintson a Kimeneti tartomdny felirat mezo6jére, majd a
C1 cellara. Végill OK. A kapott tdblazatban t érték jelenti a t prébastatisztika
értékét, P(T<=t) egyszéli jelenti az 1 — F'(|t|) értékét és P(T<=t) kétszéli jelenti
a2 —2F(|t]) értékét.

Azt fogja tapasztalni, hogy ebben az esetben egy kicsi eltérés lesz a T.PROB
fiiggvénnyel szamolt értékektdl. Ennek az az oka, hogy a T.PROB fiiggvény pontos
szabadsagi fokkal szdmol polinomidlis interpolaciot hasznéalva, mig az utébbi modszer

egészre kerekitett szabadsagi fokot vesz alapul.

6.8. Khi-négyzet proba normalis eloszlas szérasara

¢ € Norm(m; o), a paraméterek ismeretlenek, a £-re vonatkozé minta n elemi, o > 0.

Hy: 0 = 0¢ | kritikus tartomany

Hi:0#0¢ | 2min{F(x*),1 - F(x*)} < a

Hiy:o<oo | min{F(x*),1 - F(x*)} <aé x*<n-—1
Hy:0>00 | min{F(x*),1-F(x})}<aésx*>n—-1

ahol
2

b~ 5"2 (n—1) és F = F[Khi(n—1)].
90
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6.9. Példa. Egy alkatrész valamelyik paraméterére vonatkoz6 normalis eloszlasa
minta a minta-07.txt fajlban talalhaté. Elozetes vizsgalat kimutatta, hogy a varhaté
érték megfelel az el6irasnak. A selejtarany alacsonyan tartasa miatt a szoéras nem
lehet nagyobb 3-nal. Eleget tesznek-e a legyartott alkatrészek ennek a feltételnek?

Doéntson 0,98 szinten.

Megoldds. A mintarealizaciét masolja az A oszlopba. Ennek korrigalt tapasztalati

szOrdsat [=sZ0R.M(A:4)| médon szdmolhatja ki, amely négy tizedesjegyre kerekitve
3,2451, ami nagyobb oy = 3-t6l. Ebbdl kévetkezben x? > n — 1.
Legyen Hi: o > 3, azaz, hogy a szords nem felel meg a feltételnek. Ekkor F'(x?)

értéke

|=KHINEGYZET.ELOSZLAS(VAR.M(A:A)*(DARAB(A:A)-1)/9;DARAB(A:A)-1;IGAZ)|,

vagy

|=KHINEGYZET . ELOSZLAS (VAR.S(A:A)*DARAB(A:A) /9;DARAB(A: A)-1;IGAZ)],

médon szdmolhaté, amely 0,9997 négy tizedesjegyre kerekitve. Igy min{F(x?),1 —
— F(x*)} = 0,0003 négy tizedesjegyre kerekitve. Ettél nagyobb a = 0,02, tehat az
ellenhipotézist fogadjuk el, azaz a gyartmany nem felel meg a szérasra vonatkozo
feltételnek.

6.9. Statisztikai préba az exponencidlis eloszlas pa-

raméterére

¢ € Exp()), ahol A ismeretlen, a -re vonatkoz6 minta n elemt, Ay > 0.

Hy: XA = )\g | kritikus tartomany

Hi: A# X | 2min{F(7),1 - F(7)} < a

Hi: A< X | min{F(7),1 - F(y)} <aésy>n
Hi: A> X | min{F(y),1-F(y)} <aésy<n

ahol
v=Xné és F = F|Gamma(n;1)].

6.10. Példa. Egy rendelet szerint a héziorvosi rendelckben az orvosoknak minden
beteggel atlagosan 5 percnél tobbet kell foglalkoznia. Egy adott rendelében feljegyez-
nek néhany beteggel valé konzultacié idejét percben. A mintdt a minta-22.txt fajl
tartalmazza, mely exponencialis eloszlasu. Ez alapjan betartja-e az itteni orvos a

rendeletet? Hozzon dontést 0,99 szinten.
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		1		00

		1		91

		2		87

		4		73

		10		10

		4		73

		6		79

		21		82

		2		77

		7		47

		4		54

		3		40

		10		86

		4		64

		3		30

		1		75

		9		32

		21		14

		1		89

		15		30

		1		38

		13		63

		7		03

		2		10

		0		96

		1		47

		6		94

		0		26

		8		92

		7		21

		5		41

		16		13

		0		64

		12		24

		2		48

		16		79

		5		63

		0		40

		2		24

		0		86

		4		39

		2		82

		12		83

		0		87

		14		56

		5		60

		10		67

		18		40

		2		96

		2		50

		9		51

		10		04

		21		47

		32		12

		2		72

		0		81

		14		52

		5		29

		9		03

		2		76

		1		57

		4		47

		9		73

		5		97

		7		12

		1		54

		2		42

		10		81




Megoldas. Masolja a mintat az A oszlopba. A mintaatlag 7,0669 perc, tehat tgy tiinik,
hogy az orvos betartja a rendeletet. Kérdés, hogy ez csak véletlen, vagy szignifikansan
nagyobb az atlagos konzultaci6 idé 5 percnél? Legyen az az ellenhipotézis, hogy az
orvos betartja a rendeletet, azaz E & = % > 5. Igy tehdt H;: X < 0,2. Mivel \g = 0,2

és & > /\io =5, ezért v > n, masrészt

F() = |GAMMA.ELOSZL (0,2*SZUM(A:A) ;DARAB(A:A) ;1; IGAZ) |,

amely most 0,9989 négy tizedesjegyre kerekitve. EbbSl min{F(v),1 — F(v)} =
= 0,0011. Ettél a = 0,01 nagyobb, ezért az ellenhipotézist fogadjuk el, miszerint az
orvos betartja a rendeletet.

6.10. Statisztikai préoba valészintiségre

¢ € Bin(1;p), p ismeretlen, a {-re vonatkozé minta n elemt, 0 < py < 1.

Hy: p=pg | kritikus tartomany

Hy:p # po nE<F‘1(%)VagynE>F—1(1—g)
Hy:p<p | nE < Fla)

Hy:p>py | nE>F Y1 —a)

ahol .
F~(z) = min {z eEN: Y <7Z>p6(1 —po)" Tt > x} .

i=0
6.11. Példa. A tejiparban hasznos lehetne egy olyan eljards, melynek révén na-
gyobb ardnyban sziiletne iiszéborji, mint bikaborji, hiszen ekkor tobb fejostehenet
nevelhetnének fel azonos sziiletésszam mellett. Egy kutato javasol egy modszert erre.
Az allitasanak ellenorzésére elvégeznek 100 ilyen eljarast, melynek révén 61 darab
iiszOborju sziletett. Ennek alapjan dontson 0,99 szinten arrél, hogy hatasos-e a

modszer.

Megoldas. Az 1j eljards révén az tszéborju sziiletésének relativ gyakorisdga (mely
a val6szintiség hatdsos becslése) 0,61. Kérdés, hogy a relativ gyakorisdg csak a
véletlennek koszonhetéen nagyobb %—nél, vagy azért mert a valdsziniiség is nagyobb
%—nél? Legyen £ az indikatorvaltozdja annak az eseménynek, hogy az eljaras révén
iiszoborju sziletik és p ennek az eseménynek a valdszintisége. Ekkor n = 100 és
né = 61. A médszer akkor hatékony, ha p > % Alkalmazzuk az el6bb ismertetett
statisztikal probét py = 5 valasztdssal. Tehdt Ho: p =% és Hy: p > 5. Mivel

min {Z eN:Y (?)pé(l —po)" Tt > x} — [BINOM. INVERZ (n; p; )],
=0
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igy most

F~1(1—a)=F1(0,99) = [BINOM.INVERZ(100;1/2;0,99)| = 62.

Mivel né = 61 < 62 igy a nullhipotézist fogadjuk el, azaz a médszer nem hatékony.
Azonban, ha 0,95 szinten dontenénk, akkor F~1(0,95) = 58 miatt mér az ellenhi-
potézist fogadnank el, hiszen n€ = 61 > 58. Igy a vélaszunk a szint fiiggvénye. Ezért

tandcsos tovabbi kisérleteket végezni.

6.12. Példa. Tegytik fel, hogy az el6z6 feladatban tovabbi 100 esetet megvizsgalnak,
és azt kapjak, hogy a most mar osszesen 200 esetbdl 125 alkalommal sziiletett
tisz6borju. Igy is déntson 0,99 szinten arrél, hogy hatdsos-e a médszer. Kell-e Gjabb

kisérleteket végezni?

Megoldds. Ekkor F~1(0,99) = 116 (a feltétel az, hogy ez az érték 101 és 199 kozé
essen, ami teljesiil), igy a mddszert hatékonynak mondhatjuk, hiszen 125 > 116. Az
F~! monoton novekvd, igy ennél kisebb szinten is ugyanigy dontenénk. Ezért tovabbi

kisérletekre nincs sziikség.

6.11. Gyakorlatok

6.1. gyakorlat. Egy gépsoron csavarokat készitenek. Az eloiras az, hogy a csavarok
hossza 14 mm legyen. Néhany hosszat lemérik. A minta-12.txt fajlban talalhato
a mintarealizacio, mely normalis eloszlasbél szarmazik és tudjuk, hogy a széras 2.
Eleget tesznek-e a csavarok a hossziisdgra vonatkozé eloirasnak, vagy allitani kell a

gép pontossagan? Dontson 0,99 szinten.

Utmutatds. Hasznéljon egymintés u-probat Hy: m = 14 és Hy : m # 14 hipotézisekkel.
Koénnyen lathaté, hogy 1 — ®(Ju|) = min{l — ®(u), ®(u)}, igy

2 — 2®(|u|) = [2#MIN(Z.PROB(A:A;14;2);1-Z.PROB(A:A;14;2))].

6.2. gyakorlat. Egy keresked6 egy malomtol nagy tételben lisztet rendel 1kg-os
kiszerelésben. A megvasarolt tételbdl 100 zacskot lemérnek grammban. A mintareali-
zaci6 a minta-13.txt fajlban talalhaté. Tudjuk, hogy a minta normalis eloszlasboél
szarmazik, melynek 10 gramm a szorasa. Dontson 0,99 szinten, hogy a kereskedo

elfogadja-e a szallitmanyt.

Utmutatds. Hasznaljon egymintés u-prébat Hy: m = 1000 nullhipotézissel. A keres-
ked6 csak akkor nem fogadja el a szallitmanyt, ha a H;: m < 1000 ellenhipotézis

teljesiil.
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6.3. gyakorlat. Oldja meg az €el6z6 gyakorlatot igy is, ha nem ismerjiik a szérast.

Utmutatds. Hasznéljon egymintds t-probat az elézé hipotézisekkel. Excelben

1 — F(|t|) = [T.PROB(A:A;B:B;1;1)],

ahol az A oszlopban van a mintarealizacio, és a B oszlop minden olyan celldjaban az

moy = 1000 értéke van, amely mellett talalhaté a mintarealizaciénak egy eleme.

6.4. gyakorlat. Egy kérhaznak olyan fajdalomcsillapitéra van sziiksége, amely 12
percen belil hat. Egy bizonyos fajtat kiprébalnak néhany betegen. A hatas elérését
percben mérik. A minta-14.txt fajlban talalhaté a mintarealizaci, mely normalis
eloszlasbol szarmazik. Dontson 0,99 szinten, hogy ez a fajdalomcsillapitéo megfelel-e

az igényeknek.
Utmutatds. Hasznéljon egymintds t-prébat Hy: m = 12 és Hy: m > 12 hipotézisekkel.

6.5. gyakorlat. Két fajdalomcsillapitoé injekcié hatdsossagat mérik. Mindkettot
kiprébaljak tobb betegen. Percben mérik a hatasanak elérését. Az elsé fajdalomesil-
lapitora vonatkozoé mintarealizacié a minta-14.txt fajlban taldlhaté. Ez normalis
eloszlasbdl szarmazik, melynek szérdasa 2. A méasodik fajdalomcsillapitora vonatkozo
mintarealizacié a minta-15.txt fajlban talalhato. Ez szintén normaélis eloszlasbol
szarmazik, melynek szérésa 3. Melyik szer tekinthet6 hatasosabbnak? Dontson 0,99

szinten.
Utmutatds. Hasznéljon kétmintds u-probat.

6.6. gyakorlat. Az el6z6 gyakorlatot oldja meg a szérasok ismerete nélkil is.

Valtozott-e a dontése?
Utmutatds. Hasznéljon F-probat majd Scheffé-médszert vagy Welch-probét.

6.7. gyakorlat. Két gépsor altal gyartott csavarokat ellendrzik. A csavarokbol
mintat vesznek és ezeket lemérik mm-ben. Az elsé illetve masodik gépre vonatkozo
minta a minta-06.txt illetve minta-08. txt fajlokban talalhato, melyek normalis
eloszlasuak. Ezekbol egymintas t-probakkal megallapitottak, hogy mindkét gép eleget
tesz a hosszusagra vonatkozo elOirasoknak. A gépek pontossagat igy mar csak a
szorasuk hatdrozza meg. Dontson 0,98 szinten arrdl, hogy melyik gépsor tekintheto

pontosabbnak.
Utmutatds. Hasznéljon F-prébat.
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6.8. gyakorlat. Két kiilonboz6 markaju golflabdat tesztelnek. Egy golfozd ugyanaz-
zal az utével mindkét markaja labdabdl eliit néhanyat. Az iitéstavolsagokat lemérik
méterben. Az elsé ill. masodik markara vonatkozé minta a minta-16.txt illetve
minta-17.txt fajlokban taldlhato, melyek normalis eloszlastak. Melyik labdamarka
tekinthet6 jobbnak 0,99 szinten, ha csak az titétavolsag varhato értékét vessziik

alapul?

Utmutatds. El6szor F-probét alkalmazzon, melynek az lesz az eredménye, hogy a
sz6rasok egyforménak tekinthet8k 0,99 szinten. Igy a varhaté értékre kétmintés
t-proba alkalmazhato.

El6szor legyen az az ellenhipotézis, hogy a labdamarkak kiillonb6z6 mindségtiek.
Ekkor a 2 — 2F(Jt|) értékét kell kiszamolni, amely Excelben

[T.PROB(A:A;B:B;2;2)],

ahol az A oszlopban az els6 markara, mig a B oszlopban a masodik méarkéara vonatkozo
adatok vannak. Ebbdl azt fogjuk kapni, hogy kiilonbozoek a labdédk. Ezutan mar
folosleges az egyoldali ellenhipotézisre is megesindlni a probat, elég csak a mintaat-
lagok viszonyat megvizsgalni. Mivel az elsé minta atlaga nagyobb, igy azt kapjuk,

hogy az els6 labdamérka jobb.

6.9. gyakorlat. Egy 16szergyarto cég azt allitja, hogy sikeriilt kifejlesztenie egy
mesterlovo puskdhoz egy olyan 1j 10szert, amellyel nagyobb a taldlati pontossag, mint
a hagyomanyossal. Ennek ellenérzésére ugyanakkora tavolsagbdl 16nek egy célra a
hagyomanyos és az 1j 10szerrel is. A talalat tavolsagat a célponttél mm-ben mérik. A
hagyomanyos illetve 14j 16szerre kapott mintak a minta-18.txt illetve minta-19.txt
fajlokban vannak, melyek normalis eloszlastiak. Dontson 0,99 szinten arrdl, hogy

igaz-e a gyar allitasa.

Utmutatds. A minta-18-at illetve a minta-19-et mésolja az A illetve B oszlopba.
El6szor F-probat alkalmazzon, melynek az lesz az eredménye, hogy a szérasok
egyforménak tekintheték 0,99 szinten. Igy a vérhaté értékre kétmintés t-proba
alkalmazhato. Legyen az az ellenhipotézis, hogy az 4j 16szernek nagyobb a taldlati

pontossaga. Mivel az els6 minta atlaga nagyobb, ezért t > 0, tovabba

1 — F(|t|) = [T.PROB(A:A;B:B;1;2) .

Ettol nagyobb az «a, ezért az ellenhipotézist fogadjuk el. Tehat a gyar allitasa igaz.

6.10. gyakorlat. A minta-13.txt fajlban egy normalis eloszlasbol szarmazé min-

tarealizacid talalhato. Dontson 0,99 szinten arrdl, hogy a széréas értéke 10.
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		153		42

		152		11

		153		57

		157		75

		154		82

		154		42

		155		04

		155		09

		158		89

		154		94

		155		21

		157		74

		154		71

		158		64

		154		45

		153		57

		156		44

		157		44

		154		62

		157		92

		158		26

		155		35

		156		14

		156		64

		153		71

		151		49

		157		86

		155		36

		156		31

		156		47




		152		56

		147		39

		153		70

		148		15

		152		86

		144		30

		153		55

		148		69

		148		47

		148		47

		150		60

		150		19

		152		47

		153		59

		149		82

		157		43

		148		86

		145		25

		150		91

		152		37

		152		04

		150		15

		149		02

		153		58

		146		31

		154		57

		146		29

		150		87
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Utmutatds. Hasznéljon khi-négyzet prébat.

6.11. gyakorlat. A minta-10.txt fajlban egy exponencidlis eloszlasbodl szarmazd

mintarealizacio talalhaté. Dontson 0,99 szinten arrdl, hogy a paraméter értéke 2,3.

6.12. gyakorlat. Egy dobdkockaval 1000 dobasbdl 186 alkalommal dobtunk hatost.

Dontson 0,99 szinten arrél, hogy a hatos dobasanak a valoszintisége %.

6.13. gyakorlat. Az 6tos lottd 3000 sorsolasabdl 190 alkalommal huztak ki az
1 szamot. Valaki azt 4llitja, hogy ez gyanisan sok, valami csaldas van a dologban.

Dontson 0,99 szinten arrél, hogy igaza van-e az illetének.

Utmutatds. Rendes esetben annak a valszintisége, hogy egy lotté 6tosben szerepeljen
89

az 1 szam Eg“o% = %. Legyen p a valodi valdszintisége ennek az eseménynek. Ekkor

az illeto allitdsa Hy: p > %. A kritikus érték 196, melytol a gyakorisag kisebb, azaz
nem esik a kritikus tartomdnyba. Igy nincs igaza az illetének, ez a gyakorisdg még
nem gyanusan sok. Masrészt példaul 0,9 szinten mar azt kapnank, hogy H; igaz, igy

biztosabb valaszhoz tovabbi sorsolasokra lesz sziikség.
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7. fejezet

Nemparaméteres

hipotézisvizsgalatok

Ebben a fejezetben 1 — « ismét a préba szintjét jelenti.

7.1. Tiszta illeszkedésvizsgalat valdsziniliségre

Ay, ..., A, teljes eseményrendszer, py,...,p, ER,, p1+---+p, = 1.

’HO: A; valoszintisége p; Vi

9

Legyen g; az A; gyakorisdga n kisérlet utan (o; > 10 Vi),

r )2
v; = np;, XQZZM és  F ~ F[Khi(r — 1)].

i=1 Vi
Kritikus tartomany: 1 — F(x?) < a.

7.1. Példa. Egy dobokockaval 400-szor dobtunk. Az 1, 2, 3, 4, 5, 6 dobéasok gyakori-
sagai rendre 69, 50, 57, 64, 63, 97. Dontson 0,99 szinten arrél, hogy szabalyos-e a
kocka.

Megoldas. Legyen az a nullhipotézis, hogy a dobdkocka szabalyos, azaz p; = --- =
=pg = %. Az A1:A6 cellakba irja be rendre a 69, 50, 57, 64, 63, 97 gyakorisagokat,
melyek mindegyike nagyobb 10-nél, igy alkalmazhat6 a proba. A Bl celldba irja be
v, = np; értékét, azaz [=400/6]. Ezutédn a B1 cella kitoltéjelére kattintson kétszer.
Tehat most Al:A6 tartalmazza a g;, mig B1:B6 a v; értékeket. Ekkor

1 — F(x*) = |[KHINEGYZET.PROBA (A1:A6;B1:B6)|.
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A kijott érték 0,0014 négy tizedesjegyre kerekitve, ami kisebb a = 0,01-nél, igy

elutasitjuk a nullhipotézist, azaz a dobdkocka cinkelt.

7.2. Tiszta illeszkedésvizsgalat eloszlasfiiggvényre

Legyen & a vizsgalt valoszintiségi valtozo és Fy egy eloszlasfiiggvény.

‘HO: ¢ eloszlasfiiggvénye Fo‘

Legyen a1 < ag < -++ < a,_1, I = (—00,a1), Iz = [a1,a2), Is = [as,a3), ..., [,_1 =
= [a,_9,0,_1), I, = [a,_1,00). Jeldlje p; a {-re vonatkoz6 n elemii mintaban az I;
intervallumba es6 mintaelemek szamat (o; > 10 Vi), tovabba legyen p; = Fy(aq),
p2 = Fo(az) — Fo(ar), ps = Fo(as) — Fo(az), - .., pr—1 = Folar—1) — Fola,—2), pr =
=1- Fy(a,-1),

r 2

vi =np;, X’ = Zu és F ~ F[Khi(r — 1)].

-1 Vi
Kritikus tartomany: 1 — F(x?) < a.

7.2. Példa. A minta-23.txt fijlban taldlhaté mintarealizacié alapjan dontse el
0,99 szinten, hogy a vizsgalt valoszinliségi valtozé lehet-e A = 1 paraméterti Poisson-

eloszlas.

Megoldas. Legyen az a nullhipotézis, hogy a vizsgalt valdszinliségi valtozé A = 1
paraméteri Poisson-eloszlast. A mintarealizacié elemeit masolja az A oszlopba. A

B1:B3 cellatartoményba irja be rendre a 0, 1, 2 szamokat, majd a C1 cellaba, hogy

|=POISSON.ELOSZLAS (B1;1;HAMIS)|.

A C1 kitolt6éjelére kattintson kétszer. Végiil a C4 cellaba irja be, hogy [=1-SZUM(C1:C3)].

Ezzel a C oszlopban megjelennek a pi, po, ps, ps értékek, ahol a1 =1, as =2, a3 =3
és Fy a A = 1 paraméterii Poisson-eloszlas eloszlastiiggvénye. Mivel p, = 0,0803
négy tizedesjegyre kerekitve, ezért az utolsé intervallum tovabbi felbontasara nincs
szitkség.

A D1 celldba irja be, hogy [=DARABTELI(A:A;B1)], majd a kitoltdjelet hizza le
a 3. sorig. A D4 celldba frja ezt: [=DARABTELI(A:4;">=3")]. Ezzel megkapja a p;

gyakorisagokat, melyek mindegyike nagyobb 10-nél, igy alkalmazhat6 a proba. Az E

oszlopban szamolja ki a v; = np; értékeket. Irja az E1 celldba, hogy |=DARAB (A: A) *C1],

majd a kitoltéjelet huzza le a 4. sorig. Ekkor
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1 — F(x*) = |KHINEGYZET.PROBA (D1:D4;E1:E4)|.

A kijott érték 0,3017 négy tizedesjegyre kerekitve, ami nagyobb a = 0,01-nal, igy
elfogadjuk a nullhipotézist.

7.3. Példa. A minta-27.txt fajlban talalhaté mintarealizaciorél dontse el 0,99

szinten, hogy szarmazhat-e standard normalis eloszlasbél.

Megoldas. Legyen az a nullhipotézis, hogy standard normalis eloszlasbdl szarmazik a
mintarealizacié. A mintarealizacié elemeit masolja az A oszlopba. Az osztépontok
legyenek a1 = —2, a3 = —1, a3 =0, agy = 1, a5 = 2. A B1:B5 cellatartomanyba irja

be ezeket a szamokat, majd a C1 cellaba, hogy

[=NORM. S . ELOSZLAS (B1; IGAZ) ,

a C2-be pedig

|=NORM. S.ELOSZLAS (B2; IGAZ) -NORM. S . ELOSZLAS (B1; IGAZ) .

A C2 kitolt6jelét hizza le az 5. sorig. Végil a C6 celldba irja be, hogy [=1-SZUM(C1:C5)].

Ezzel a C oszlopban megjelennek a p; értékek. Mivel p; = pg = 0,0228 négy tize-
desjegyre kerekitve, ezért az elso és utolsé intervallumok tovabbi felbontdsara nincs
sziikség.

A D1 celldba irja be, hogy [=DARABTELI(A:A;"<"&B1)], a D2-be pedig

[=DARABHATOBB(A: A; ">="&B1;A:A; "<"&B2) .

A D2 kitolt6jelét hizza le az 5. sorig. A D6 celldba irja ezt: [=DARABTELI (A:A;">="&B5) |

Ezzel megkapja a g; gyakorisagokat, melyek mindegyike nagyobb 10-nél, igy alkal-
mazhaté a préba. Az E oszlopban szdmolja ki a v; = np; értékeket. Irja az E1 celldba,

hogy [=DARAB(A:A)*C1], majd a kitoltSjelet htizza le a 6. sorig. Ekkor

1 — F(x?®) = [KHINEGYZET.PROBA (D1:D6;E1:E6) .

A kijott érték 0,8337 négy tizedesjegyre kerekitve, ami nagyobb a = 0,01-nal, igy
elfogadjuk a nullhipotézist.

7.3. Becsléses illeszkedésvizsgalat

Legyen ¢ a vizsgalt valoszinliségi valtozo és Fy eloszlasfliggvény minden v € © C RY

esetén.

‘HO: ¢ eloszlasfiiggvénye Fy valamely 9 € © esetén
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		0		1162

		0		2242

		0		1977

		-0		3287

		0		9731

		0		4905

		1		6240

		0		0148

		0		0630

		1		6285

		-0		8709

		-0		7987

		1		6746

		0		3624

		-0		2639

		1		8505

		-0		6696

		0		8884

		-0		4902

		-1		9440

		-1		1442

		0		4108

		1		6557

		0		2550

		-0		3331

		1		8069

		0		2466

		-0		4487

		2		0019

		-1		2405

		-3		1282

		0		6428

		-0		3928

		0		5589

		-1		1660

		-0		0619

		-0		2348

		-1		3652

		0		6834

		0		6341

		0		3847

		1		3202

		0		3302

		0		7373

		0		8551

		0		4954

		2		2578

		0		5266

		0		6728

		0		2928

		-1		5417

		0		3200

		1		9536

		0		0095

		1		3178

		1		0235

		2		0127

		-0		2777

		-0		3582

		-0		6299

		2		4041

		0		7521

		-0		3506

		0		1102

		1		2847

		-0		5545

		-0		6680

		0		7872

		-1		0633

		-0		1695

		1		6911

		1		1731

		1		6978

		1		3365

		1		1817

		-0		1729

		0		3653

		0		0989

		0		3719

		0		7010

		0		7244

		0		9197

		1		1410

		-2		3524

		1		0469

		0		5044

		0		5193

		-0		4122

		-0		9106

		-0		3760

		-0		2904

		0		2316

		0		6901

		2		1750

		-0		1495

		1		4803

		1		2248

		-2		0492

		2		6141

		-1		4077

		-0		3932

		0		8244

		-0		5278

		-0		0373

		0		8007

		0		2431

		0		1102

		2		1242

		-1		9492

		-0		3011

		-0		6302

		0		4717

		-0		2947

		0		7892

		2		3806

		-0		5598

		1		2320

		0		0263

		-0		9483

		-0		9184

		1		2288

		1		2677

		-0		8165

		-0		2675

		1		0585

		0		2900

		-0		6381

		-0		5766

		-1		9161

		0		8680

		-0		0374

		-1		2485

		0		5588

		-0		2463

		-0		0863

		0		2712

		0		9839

		-1		4512

		-1		0989

		-0		7311

		0		8178

		-0		4171

		0		3332

		1		2105

		-1		7271

		-0		8472

		0		5237

		-0		7666

		0		8668

		0		1399

		-0		8193

		-0		8872

		0		3757

		0		1388

		-0		7271

		-0		7947

		1		9250

		2		4895

		0		4223

		-2		1139

		1		6490

		1		0697

		0		2450

		-1		3187

		1		2408

		0		0920

		-1		6660

		-0		1613

		-1		2946

		0		0323

		0		1230

		0		3860

		0		5322

		-1		5804

		-0		6725

		0		4950

		-0		0596

		-1		8918

		1		8261

		1		1245

		-0		2717

		1		2286

		-0		1417

		-0		3087

		-0		6545

		0		1808

		-0		5581

		-0		1681

		0		6392

		-0		8932

		0		7229

		-1		1395

		-0		4015

		-0		3651

		0		0645

		0		7897

		1		3705

		-1		4943

		1		1635

		-0		5748

		-2		0781

		0		8886

		0		7520

		0		8833

		0		2850

		-1		1228

		0		8660

		-0		8025

		0		8661

		-0		1149

		-0		4720

		2		8199

		-0		3004

		-0		5413

		-0		3956

		0		2725

		0		3662

		0		1291

		0		3501

		-0		3279

		-0		9363

		0		1428

		0		7761

		1		0193

		0		4844

		1		3340

		-1		8583

		0		5956

		0		0724

		-2		0582

		-0		7211

		-0		5608

		-1		2221

		0		2407

		-1		4088

		-0		0794

		0		5511

		0		6390

		-2		2745

		-1		9899

		-1		6421

		0		7736

		-0		0822

		0		4830

		0		1530

		-0		7023

		-1		5239

		0		2737

		0		1346

		0		1832

		1		6889

		0		0178

		-1		4064

		-0		1572

		0		0629

		0		3796

		0		2448

		-0		3082

		0		5159

		2		6617

		-0		5869

		-0		5926

		-1		0293

		-0		0961

		-0		3238

		0		5573

		-1		7769

		-1		9492

		-1		6527

		0		1434

		0		7110

		-0		6553

		1		0287

		0		9390

		0		4119

		0		1918

		-0		3566

		1		6610

		-0		8483

		0		1471

		-0		3703

		0		5745

		-0		4637

		0		8595

		0		4253

		1		6034

		0		0290

		1		2498

		0		7504

		0		7829

		1		4668

		-0		0020

		2		0977

		0		6574

		0		7616

		-0		3051

		1		2512

		0		2051

		2		1508

		0		6927

		0		1311

		-1		9894

		1		1766

		-1		0307

		1		2043

		-0		4637

		-0		9427

		-1		1732

		-0		1005

		2		6612

		1		6399

		-0		5269

		-0		0161

		0		0555

		-0		0395

		-1		2329

		1		3346

		0		1776

		-0		9826

		1		2458

		1		3105

		0		1498

		-1		2594

		-2		5520

		-0		8377

		-2		3714

		1		1272

		0		8169

		0		2694

		1		0284

		0		6711

		-0		3516

		-0		3480

		-1		9732

		-0		5795

		-0		8362

		0		2876

		0		1719

		0		7969

		0		1943

		1		6450

		0		1847

		1		3938

		0		0139

		0		2897

		-0		7859

		-0		8275

		-0		1845

		-2		4493

		1		0030

		-0		2249

		1		2644

		1		2614

		-0		2160

		1		5180

		-0		4839

		-1		0613

		0		7754

		0		4660

		-0		3365

		-0		8682

		0		9133

		0		8751

		0		7322

		-0		2492

		0		4756

		-0		2781

		0		1001

		0		4119

		0		2579

		-0		7977

		-0		3165

		-0		2904

		0		6559

		1		8912

		-1		0101

		-1		4683

		-0		3329

		0		4537

		0		0486

		-0		5021

		-1		4441

		-1		5184

		1		6762

		1		4530

		-0		5853

		0		4334

		0		5439

		0		8379

		-1		8199

		-0		5284

		0		4617

		-0		7103

		-0		6699

		1		2636

		0		8307

		0		4378

		1		9874

		1		0577

		0		7559

		-2		0860

		0		5092

		0		0299

		-0		7954

		2		0896

		0		2725

		-1		2428

		-1		5819

		0		1584

		-1		9583

		-0		8180

		-0		3825

		-0		8210

		0		2386

		1		3702

		-0		1027

		-0		3774

		-0		0287

		0		2314

		-0		0250

		1		0760

		1		6342

		0		0322

		-0		6233

		-0		8666

		0		0990

		-1		3105

		-0		2298

		-0		6059

		2		0015

		-0		6551

		1		1165

		1		1693

		1		2017

		-0		6344

		-0		5953

		-0		6609

		-1		1926

		0		0244

		-0		1539

		0		6381

		0		4626

		1		0174

		-0		8289

		-0		3559

		-0		2192

		-0		0777

		-1		9294

		-0		5902

		0		3307

		0		1434

		-0		2633

		1		8605

		1		8590

		0		2496

		0		0250

		1		1358

		-0		1214

		0		3234

		0		8350

		1		5838

		-0		3784

		-0		5792

		0		9099

		0		4834

		-0		6016

		1		7545

		0		8927

		-0		3590

		0		0643

		-1		6527

		-0		4563

		0		7426

		-1		1637

		0		5039

		0		6868

		0		5104

		-2		3260

		0		3005

		1		8560

		1		8276

		-0		1144

		-0		0607

		-1		5417

		1		3700

		-0		0176

		-2		1348

		-1		1663

		-0		2677

		-0		2335

		0		9472

		0		2691

		0		7616

		-0		7264

		-1		2834

		-1		0089

		0		9490

		0		7638

		-0		1707

		0		3244

		0		5262

		-0		9085

		-0		0560

		-0		2754

		1		4931

		-1		0052

		-0		3177

		-0		2350

		2		4946

		-0		6832

		-1		7814

		-0		5413

		0		0983

		-3		3810

		-0		5617

		-0		8209

		-1		8832

		1		3511

		0		8225

		0		1507

		1		6032

		0		0311

		0		1248

		0		4545

		-0		9333

		-1		0118

		0		6704

		0		8586

		-0		1679

		0		5574

		0		0344

		-1		7658

		-1		3675

		0		2377

		-0		8562

		-0		9748

		0		6705

		-1		0013

		0		7424

		0		3249

		0		5480

		-0		8790

		-1		2250

		0		7381

		1		0871

		-0		9423

		1		2224

		-0		0098

		-0		0099

		0		6669

		0		7510

		2		1540

		-1		4597

		0		5293

		0		0464

		0		5340

		-0		5602

		-0		7915

		0		9972

		0		2857

		0		1898

		-0		3000

		-0		4090

		-0		9376

		0		0649

		0		4201

		-0		4116

		-0		3821

		-0		3454

		-0		6196

		0		4811

		-0		4213

		-1		0361

		-0		1194

		0		7593

		-0		1948

		1		2873

		-0		5554

		1		3236

		-2		0770

		0		3069

		-0		2485

		-2		4056

		1		0564

		0		0151

		-0		2224

		-0		7206

		-0		6065

		0		5091

		-0		5008

		0		4729

		0		5954

		0		2889

		-1		2673

		-0		3787

		-0		7840

		-1		0018

		-1		3711

		0		3106

		-1		1766

		-0		6746

		-0		0659

		-0		8212

		-0		0403

		-0		2146

		0		1774

		-0		8606

		0		1654

		1		2392

		-1		8948

		0		4033

		1		1113

		1		1077

		0		8366

		0		9688

		0		9117

		-1		2161

		-1		0849

		-1		5172

		-0		9769

		0		1149

		-0		5423

		0		8039

		1		1187

		1		3002

		-0		6089

		0		1984

		1		6312

		-1		5881

		0		9217

		-0		9212

		-0		2296

		-1		1488

		0		3124

		0		7504

		0		4847

		-2		1144

		-0		8068

		-0		0132

		-0		9271

		-1		1186

		-0		7790

		0		5851

		-0		1375

		-0		6632

		0		4312

		0		9116

		1		2200

		0		1099

		0		9721

		-1		2770

		-1		3941

		-0		2792

		-0		1661

		0		6696

		-0		5650

		-0		8772

		-1		4237

		1		7591

		0		0639

		0		1303

		-0		9971

		0		2780

		1		4614

		-0		3042

		-0		7071

		0		2142

		-0		9543

		1		3429

		-0		5552

		0		6107

		-1		1783

		-1		5793

		-0		0367

		0		4446

		-0		1332

		1		4105

		1		0332

		-0		4945

		0		3337

		-1		3942

		0		3828

		-0		5519

		0		1782

		-1		9327

		-0		7707

		-1		5226

		-1		6891

		-1		3523

		1		9571

		-0		7806

		-1		0317

		1		2855

		-1		2328

		0		4994

		1		2461

		-0		8692

		0		9192

		1		3916

		1		6617

		-1		0820

		1		1906

		0		2506

		0		6987

		-0		7519

		0		1898

		1		4469

		-0		7659

		-1		1682

		-1		2195

		0		5455

		-0		5995

		1		0749

		-1		0090

		0		3100

		0		6029

		0		3943

		0		9558

		-1		0264

		-0		4864

		0		3941

		-2		0107

		-1		9730

		-0		5803

		-1		3786

		-0		3395

		0		7273

		-0		8832

		-0		9875

		-0		3834




Legyen a1 < as < -+ < ap_1, I = (—00,a1), Iy = [a1,a2), I3 = |ag,a3), ...,
I,y = lar_2,a,1), I, = [a,_1,00). Jelolje g; a {-re vonatkozd n elemil mintdban
az I; intervallumba es6 mintaelemek szamét (o; > 10 Vi). Legyen 9 a ¢ maximum
likelihood becslése Hy feltételezésével, tovdbbd p1 = Fs(a1), p2 = F5(as) — Fy(a1),
ps = F5(a3) — F5(az), ..., pro1 = Fy(ar—1) — F5(a,—2), pr = 1 — F5(a, 1),

v; = np;, XQZZM és  F ~ F[Khi(r — 1 —v)].

-1 Vi
Kritikus tartomany: 1 — F(x?) < a.

7.4. Példa. A minta-24.txt fijlban talalhaté mintarealizacié alapjan dontse el

0,99 szinten, hogy a vizsgalt valészinliségi valtozo lehet-e normalis eloszlasu.

Megoldas. Ttt nem tudjuk hasznalni a [KHINEGYZET.PROBA| fiiggvényt, mert az r — 1

szabadsagi fokkal szdmol r — 1 — v helyett. Igy . direkt” médon fogjuk meghatdrozni
X2 és 1 — F(x?) értékekeit.

A nullhipotézis legyen az, hogy a vizsgalt valoszintiségi valtozo normalis eloszlast.
Ennek v = 2 darab paramétere van, a varhato érték és a széras. Ezek maximum
likelihood becslései Hy esetén a mintaatlag illetve a tapasztalati szoras.

Az aq,as, ..., a9 osztopontok legyenek rendre a 6,7, ... ,14 szdmok, melyeket irjon

be a B1:B9 cellatartomanyba. A C1 cellaba irja be, hogy

|=NORM.ELOSZLAS (B1; ATLAG (A: A) ;SZOR.S(A:A) ; IGAZ)

a C2-be pedig

=NORM.ELOSZLAS (B2; ATLAG(A:A) ;SZOR.S(A:A) ;IGAZ)-
NORM.ELOSZLAS(B1;ATLAG(A:A) ;SZOR.S(A:A) ;IGAZ)

A C2 kitoltéjelét hiizza le a 9. sorig. Végil a C10 cellaba irja be, hogy [=1-SZUM(C1:C9)].

Ezzel a C oszlopban megjelennek a p; értékek. Mivel p; = 0,0223 és p1g = 0,0231 négy
tizedesjegyre kerekitve, ezért az elsé és utolsd intervallumok tovabbi felbontasara
nincs sziikség.

A D1 celldba irja be, hogy [=DARABTELI (A:A;"<"&B1)|, a D2-be pedig

[=DARABHATOBB(A:A; ">="&B1;A:A; "<"&B2) .

A D2 kitoltdjelét hiizza le a 9. sorig. A D10 celldba irja ezt: [=DARABTELI (A:A;">="&B9) |

Ezzel megkapja a g; gyakorisagokat, melyek mindegyike nagyobb 10-nél, igy alkal-
mazhato a préba.

Az E oszlopban szamoljuk ki a (@1;7”’)2 értékeket. Ehhez az E1 cellaba irja be, hogy
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		10		83

		7		75

		6		52

		10		38

		9		44

		6		77

		11		25

		6		75

		8		03

		8		03

		11		48

		8		73

		8		10

		6		10

		8		94

		12		13

		11		93

		9		58

		9		74

		9		99

		11		38

		8		70

		11		30

		10		82

		9		27

		9		93

		8		39

		10		22

		11		82

		10		79

		11		37

		11		55

		8		18

		10		37

		11		67

		9		51

		9		73

		11		13

		10		63

		10		35

		11		16

		10		44

		10		71

		7		97

		12		22

		7		77

		12		57

		9		13

		8		93

		5		54

		11		05

		9		15

		8		11

		8		83

		9		38

		10		12

		10		30

		9		25

		11		71

		8		67

		13		53

		9		45

		11		28

		7		30

		10		02

		10		96

		10		46

		14		08

		10		78

		8		28

		7		38

		13		59

		7		37

		10		68

		10		78

		8		91

		13		56

		10		64

		11		57

		9		99

		8		50

		10		53

		10		97

		10		85

		9		11

		14		67

		10		39

		11		18

		10		86

		10		11

		13		38

		12		43

		8		12

		8		80

		11		54

		8		02

		9		00

		7		45

		11		37

		11		09

		8		11

		10		15

		9		37

		11		60

		8		03

		10		52

		9		17

		10		98

		10		38

		9		40

		8		55

		10		52

		9		28

		11		11

		8		44

		11		50

		9		73

		10		39

		6		79

		12		25

		11		72

		12		67

		12		56

		9		13

		9		70

		8		37

		12		03

		6		80

		10		84

		8		31

		10		97

		11		10

		7		79

		11		03

		9		61

		14		20

		12		55

		8		97

		10		60

		13		75

		9		06

		11		98

		6		65

		11		43

		7		14

		8		37

		16		29

		11		29

		10		13

		9		94

		8		48

		9		21

		10		27

		7		48

		7		84

		9		94

		10		98

		10		84

		9		94

		6		48

		7		92

		10		27

		12		72

		8		80

		9		61

		7		83

		9		65

		10		93

		8		48

		8		41

		8		54

		7		99

		7		28

		8		03

		7		14

		12		56

		13		33

		11		52

		7		85

		8		57

		6		32

		10		01

		12		93

		10		39

		9		41

		12		55

		10		57

		7		44

		10		98

		7		73

		10		12

		8		38

		6		85

		9		78

		9		00

		9		58

		9		33

		12		78

		9		66

		10		79

		9		55

		9		05

		12		82

		7		19

		13		59

		11		05

		9		02

		13		17

		10		98

		12		23

		13		48

		12		18

		13		71

		9		12

		9		81

		10		80

		9		87

		8		96

		8		63

		9		68

		11		00

		12		07

		10		75

		11		71

		9		71

		13		37

		11		71

		9		22

		8		24

		7		13

		10		30

		10		03

		9		47

		12		48

		12		82

		10		55

		9		74

		8		05

		11		10

		10		83

		7		40

		14		34

		8		59

		12		51

		10		17

		13		05

		5		48

		10		31

		9		15

		13		36

		8		36

		7		71

		5		44

		9		07

		7		88

		8		64

		8		02

		11		48

		10		19

		10		69

		12		29

		12		96

		11		62

		9		46

		6		86

		12		49

		6		93

		8		65

		8		25

		9		63

		11		70

		7		08

		10		75

		10		03

		9		48

		9		17

		10		54

		10		75

		12		91

		10		04

		12		07

		5		97

		9		17

		7		58

		12		74

		11		50

		8		52

		9		22

		9		48

		6		72

		9		67

		9		24

		12		44

		10		17

		13		30

		11		78

		11		28

		11		53

		8		89

		13		27

		8		32

		8		30

		11		93

		9		01

		11		08

		10		82

		10		39

		10		81

		8		03

		10		72

		8		52

		10		61

		8		80

		14		49

		8		66

		8		78

		12		85

		11		03

		7		41

		10		92

		8		88

		8		86

		9		59

		13		15

		10		82

		12		43

		8		06

		7		05

		10		28

		10		57

		10		96

		12		93

		12		35

		7		60

		6		29

		7		43

		14		72

		14		26

		9		25

		12		51

		8		75

		12		00

		11		56

		7		85

		9		55

		9		69

		9		90

		8		00

		9		93

		12		04

		8		07

		6		47

		8		72

		11		03

		6		61

		10		15

		13		06

		8		28

		8		25

		10		10

		10		92

		11		62

		9		13

		9		76

		12		78

		8		07

		7		12

		6		89

		11		23

		8		16

		8		06

		9		23

		10		77

		4		75

		14		21

		7		81

		9		46

		8		12

		10		36

		8		56

		10		45

		11		34

		10		85

		9		32

		7		04

		11		80

		13		49

		12		19

		7		99

		4		38

		9		64

		9		02

		10		84

		11		36

		12		43

		8		71

		9		72

		9		31

		11		64

		9		51

		8		45

		10		20

		8		20

		11		27

		9		04

		9		56

		9		44

		5		92

		10		30

		9		74

		7		65

		8		43

		8		23

		8		90

		7		29

		11		56

		11		88

		8		82

		9		93

		11		85

		10		03

		9		60

		9		09

		10		40

		12		52

		9		85

		12		15

		8		57

		9		20

		10		46

		13		21

		8		88

		8		60

		8		23

		7		94

		7		93

		10		24

		9		84

		5		95

		11		48

		7		36

		7		22

		8		15

		7		20

		12		36

		6		67

		12		00

		9		97

		8		17

		12		35

		9		08

		8		64

		7		56

		12		09

		8		40

		11		57

		9		67

		8		89

		10		71

		9		37

		13		26

		15		92

		11		15

		10		73

		11		64

		13		47

		14		24

		12		05

		8		76

		13		11

		9		75

		8		49

		6		88

		13		96

		12		38

		11		01

		9		48

		12		26

		12		06

		11		24

		9		80

		11		36

		6		29

		10		06

		5		71

		9		64

		10		96

		8		85

		12		40

		11		02

		8		27

		12		10

		12		89

		5		77

		11		36

		7		45

		11		81

		10		42

		9		54

		9		21

		9		50

		9		44

		7		44

		13		08

		12		73

		9		36

		11		37

		11		71

		8		55

		11		91

		10		91

		9		26

		10		60

		9		43

		10		47

		9		99

		9		50

		8		69

		8		22

		11		08

		8		10

		7		25

		12		36

		8		84

		9		00

		13		01

		8		82

		12		57

		10		22

		10		94

		10		05

		11		55

		8		06

		10		73

		7		39

		8		78

		7		72

		10		07

		11		34

		9		69

		9		54

		10		84

		10		79

		9		32

		9		82

		14		83

		12		15

		9		70

		6		46

		10		65

		14		55

		9		06

		8		10

		7		55

		12		04

		12		87

		5		26

		8		90

		9		68

		6		78

		14		51

		11		42

		7		25

		12		43

		7		38

		8		84

		10		89

		11		74

		6		43

		12		59

		10		18

		12		64

		10		08

		8		28

		11		35

		9		62

		8		53

		11		55

		7		53

		8		82

		8		46

		9		30

		4		83

		11		57

		10		20

		8		68

		7		89

		11		06

		11		35

		12		77

		11		88

		11		78

		9		29

		7		95

		9		35

		8		17

		11		73

		6		46

		9		84

		11		50

		13		48

		4		86

		11		00

		12		71

		11		24

		11		83

		12		61

		9		84

		11		07

		10		66

		8		94

		6		48

		12		08

		12		01

		9		48

		8		53

		11		32

		10		22

		10		97

		10		01

		12		92

		12		04

		14		77

		13		87

		8		89

		8		86

		8		18

		7		62

		10		87

		13		18

		10		28

		12		23

		8		78

		8		15

		10		20

		10		96

		9		46

		8		36

		10		07

		11		63

		11		65

		8		16

		13		83

		11		04

		5		32

		9		46

		8		25

		9		99

		11		49

		13		34

		6		65

		9		36

		8		77

		10		71

		11		27

		13		12

		11		57

		7		25

		11		30

		6		24

		5		03

		11		06

		11		86

		5		85

		11		23

		8		43

		9		91

		10		21

		10		64

		9		61

		10		25

		11		42

		10		72

		9		51

		7		71

		9		97

		7		47

		10		70

		8		35

		10		66

		9		25

		7		48

		10		00

		11		48

		8		20

		8		27

		12		76

		10		41

		10		61

		11		01

		10		10

		8		66

		8		90

		6		88

		8		31

		7		20

		10		26

		6		55

		10		92

		10		64

		9		74

		10		40

		11		28

		11		04

		11		50

		6		81

		10		92

		12		01

		13		54

		12		97

		12		13

		8		52

		8		94

		12		31

		8		51

		10		41

		9		51

		6		80

		11		52

		10		17

		11		80

		10		65

		12		70

		9		08

		7		84

		13		84

		10		62

		9		93

		10		06

		6		96

		13		75

		9		28

		7		54

		8		17

		9		82

		12		50

		10		29

		7		59

		10		30

		10		21

		10		61

		6		83

		13		33

		6		78

		9		84

		7		99

		9		22

		13		55

		9		69

		12		00

		14		11

		7		23

		8		21

		8		22

		9		90

		12		18

		9		70

		9		90

		9		85

		11		48

		12		96

		12		90

		12		23

		10		38

		6		61

		10		26

		6		63

		11		40

		10		28

		13		48

		12		40

		11		86

		8		95

		9		74

		11		02

		10		54

		14		58

		8		60

		7		19

		14		94

		8		02

		8		82

		9		69

		12		48

		11		54

		5		47

		12		08

		8		29

		11		43

		10		05

		9		66

		8		84

		12		04

		7		90

		12		72

		11		65

		9		37

		8		17

		10		64

		9		00




[=(D1-DARAB(A:A)*C1)~2/(DARAB(A:A)*C1)],

majd a kitoltéjelét hiizza le a 10. sorig. Végiil kiszdmoljuk az 1 — F(x?) értékét,
melyben r — 1 —v =10 -1 — 2 =7 a szabadsagi fok:

|=1-KHINEGYZET . ELOSZLAS (SZUM(E1:E10) ;7;IGAZ) |

A kapott érték 0,6064 négy tizedesjegyre kerekitve, ami nagyobb o = 0,01-nél, igy

elfogadjuk a nullhipotézist. Tehat a mintarealizacié normaélis eloszlasbol szarmazik.

7.4. Fiiggetlenségvizsgalat eseményrendszerekre

Ay, . A, és By, ..., B két teljes eseményrendszer. A nullhipotézisben azt feltéte-

lezziik, hogy a két eseményrendszer fiiggetlen egyméstol, azaz

ahol P a val6di valészinliség. Végezziink n darab kisérletet. Legyen g;; az A; N B;

gyakorisaga (g;; > 10), k; az A; gyakorisaga, [; az B; gyakorisaga,

3 X?:ZZM és F o~ F[Khi((r —1)(s — 1))].

Vi]

i=1j=1
Kritikus tartomany: 1 — F(x?) < a.
7.5. Példa. A kovetkezo tablazat 200 ember haj- és szemszinét tartalmazza:

szOke haj barna haj fekete haj
kék szem 42 28 3
barna szem 17 89 21

Ebbdl a mintabol dontse el 0,99 szinten, hogy fiiggetlen-e az embereknél a hajnak és

a szemnek a szine, vagy van valamilyen genetikai kapcsolat a kettd kozott.

Megoldds. A nullhipotézis az lesz, hogy fliggetlen a szem- és hajszin. Mivel a g;;

gyakorisdgok nagyobbak 10-nél, ezért alkalmazhat6 a proba. Az el6z6 tablazat értékeit

gépelje be az A1:C2 cellatartoméanyba. A D1 celldba irja be, hogy [=SZUM(A1:C1) |, majd

a kitolt6jelet hizza le a 2. sorig. Ezutan az A3 celldba irja be, hogy [=SZUM(A1:42)],

majd a kitoltéjelet hizza jobbra a D oszlopig. A D1 és D2 tartalmazza a ki és ko
értékeket, az A3, B3, C3 pedig az [y, l5, I3 értékeket, végiil D3-ban van az n értéke.

Ennek alapjan elkészitjik a v;; = %kilj tablazatat. Az F1 cellaba irja a kovetkezot:
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[=$D1xA$3/$D$3].

A kitoltojelet hiizza jobbra a H oszlopig, majd le a 2. sorig. Tehat A1:C2 tartalmazza
a 0i;, F1:H2 pedig a v;; értékeket. Ekkor

1 — F(x*) = |[KHINEGYZET.PROBA (A1:C2;F1:H2)|,

mely kb. 210719, ami kisebb a = 0,01-nal. Igy elutasitjuk a nullhipotézist, azaz a

szem- és hajszin kozott van genetikai kapcsolat.

7.5. Fiiggetlenségvizsgalat két valdosziniiségi valto-
zora

A vizsgalt valdszintiségi valtozok & és .

‘Ho: Eésn fﬁggetlenek‘

A (&, n)-ra vonatkoz6 minta (§1,m1), .-+, (Eny n)-

Legyen ag < a; < --- < a,, tegyiik fel, hogy &, ..., &, minden eleme benne van
az |ag, a,) intervallumban. Jelolje k; a &1, ..., &, mintdban az [a;_1,a;) intervallumba
esO elemek szamat.

Legyen by < by < --- < by, tegyiik fel, hogy 7, ...,n, minden eleme benne van a
[bo, bs) intervallumban. Jelolje [; az ny, ..., 7, mintdban a [b;_;, b;) intervallumba es6
elemek szamat.

Jelolje 05 a (§1,m), - -, (€nyMn) mintdban az [a;_1,a;) X [bj_1,b;) tartoményba

esé elemek szamat (o;; > 10),

3 X?:iiw és F~ FKhi((r —1)(s — 1))].

Vij

=1 j=1
Kritikus tartomany: 1 — F(x?) < a.

7.6. Példa. A minta-25.txt fajlban taldlhat6 (£, n)-ra vonatkozé mintarealizaci6

alapjan dontse el 0,99 szinten, hogy & és n fiiggetlenek-e.

Megoldas. Legyen az a nullhipotézis, hogy & és 1 fiiggetlen. Az A oszlopba kertil a &-re
vonatkozé mintarealizacid, mig a B oszlopba keriil az n-ra vonatkoz6 mintarealizacio.
Az A és B oszlopok minimumaéanak és maximuménak vizsgalataval kidertl, hogy

minden mintaelem pozitiv és kisebb 4-nél. Legyenek ay, ..., as rendre 0, 0,13, 0,3,
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		1,426		0,325

		1,042		1,468

		0,326		0,705

		1,190		0,078

		0,331		0,598

		0,112		0,696

		2,176		0,206

		1,141		0,006

		0,884		0,519

		0,459		0,442

		1,134		0,064

		0,577		0,552

		0,314		0,088

		0,800		0,009

		0,329		0,017

		0,131		0,374

		0,246		0,317

		1,291		0,147

		0,278		0,834

		0,184		1,347

		0,369		0,854

		0,100		0,259

		1,322		0,401

		0,063		0,297

		0,080		0,632

		0,427		0,626

		0,103		0,154

		0,701		0,121

		0,349		0,388

		0,274		0,537

		0,701		0,448

		0,030		0,044

		0,261		0,004

		0,049		0,274

		0,026		0,418

		0,130		2,033

		0,446		0,881

		0,101		0,070

		0,018		0,030

		0,135		0,621

		0,047		0,332

		0,033		1,125

		0,799		0,179

		1,073		0,065

		0,996		1,672

		0,390		0,336

		0,472		0,494

		0,044		0,252

		0,369		1,314

		0,016		0,157

		0,573		0,199

		0,609		0,954

		0,798		0,440

		0,349		0,482

		0,497		0,141

		0,008		0,352

		0,086		0,180

		0,053		0,022

		0,308		0,360

		0,474		0,198

		0,607		0,599

		0,105		0,615

		0,385		0,427

		0,228		1,158

		0,131		0,682

		0,131		0,006

		0,917		0,235

		0,661		1,360

		0,057		0,077

		0,660		0,373

		0,344		0,224

		0,358		0,882

		0,219		2,109

		0,117		0,237

		0,238		0,580

		0,984		0,152

		0,033		0,323

		0,927		1,090

		0,148		0,707

		0,093		0,332

		0,029		0,120

		0,198		0,035

		0,819		0,005

		0,055		0,749

		0,261		0,186

		0,036		0,176

		0,292		0,422

		1,144		0,166

		0,139		0,232

		0,641		0,127

		0,797		0,090

		0,662		0,091

		1,406		0,039

		0,681		0,784

		0,177		0,300

		0,750		0,788

		0,479		1,125

		0,279		1,063

		0,097		0,503

		0,111		0,247

		0,415		0,124

		0,488		1,719

		0,977		0,012

		0,159		0,244

		0,006		1,073

		0,049		0,909

		0,410		1,236

		0,212		0,254

		0,209		1,011

		0,115		0,105

		0,408		1,466

		0,180		0,395

		0,577		0,626

		0,265		0,632

		0,284		0,806

		0,837		0,409

		0,343		1,070

		0,671		2,319

		0,166		1,252

		0,317		1,091

		0,381		0,047

		0,117		0,116

		0,559		0,453

		0,487		0,695

		0,219		0,251

		1,293		0,544

		0,970		0,474

		0,349		0,942

		0,145		0,374

		0,143		0,340

		0,347		0,166

		1,565		0,088

		0,128		0,699

		0,177		0,017

		1,655		0,410

		1,023		0,040

		0,282		0,159

		0,601		1,038

		1,024		0,469

		0,062		0,716

		0,116		1,255

		0,179		0,276

		0,357		1,567

		0,448		0,350

		0,444		0,566

		0,185		0,430

		0,185		0,070

		0,569		0,320

		1,467		0,175

		0,021		0,812

		0,275		0,275

		0,127		0,052

		0,076		2,047

		0,146		0,675

		0,096		0,094

		0,877		0,012

		0,197		2,487

		0,676		0,066

		1,089		0,582

		0,027		0,197

		0,185		0,418

		0,566		0,467

		0,225		0,674

		1,050		0,332

		0,046		0,389

		1,031		0,943

		0,009		0,123

		0,300		0,156

		1,751		0,470

		1,320		1,078

		0,302		0,233

		3,226		0,350

		0,259		0,010

		1,900		0,546

		1,774		0,759

		0,296		0,302

		0,283		0,118

		0,313		0,181

		0,171		1,219

		0,055		0,121

		0,234		0,529

		0,098		0,240

		0,345		1,486

		0,308		0,232

		0,090		1,364

		0,315		0,230

		2,545		0,136

		1,456		0,943

		0,312		0,844

		0,236		0,009

		1,305		0,385

		0,133		0,539

		0,295		0,809

		0,065		0,164

		0,273		1,236

		0,243		0,009

		1,086		0,338

		0,073		0,044

		0,436		1,961

		1,575		2,687

		1,710		0,610

		0,466		0,031

		0,029		0,793

		0,982		0,603

		1,221		0,093

		0,146		0,016

		0,535		0,522

		0,425		0,547

		0,227		0,162

		0,692		0,964

		0,207		0,396

		0,016		1,161

		0,068		0,094

		0,012		1,270

		0,350		0,051

		0,154		0,876

		0,578		0,104

		0,246		0,284

		0,287		0,069

		0,487		0,005

		0,476		0,267

		0,102		0,140

		0,232		0,148

		0,080		0,302

		0,805		1,047

		0,265		1,000

		0,295		0,111

		0,297		0,910

		0,045		0,491

		0,394		1,575

		0,436		0,415

		0,069		1,758

		0,689		0,662

		0,327		0,248

		0,018		0,301

		0,482		0,214

		1,449		1,901

		0,192		0,592

		0,077		0,011

		1,750		0,432

		0,009		0,611

		0,299		0,326

		0,375		1,240

		1,512		0,038

		0,172		0,094

		0,067		0,089

		0,776		0,111

		0,377		0,151

		0,737		0,211

		0,322		0,037

		0,268		0,088

		0,398		0,123

		0,976		1,535

		0,587		0,673

		0,322		0,097

		0,109		0,329

		3,572		0,177

		0,793		0,005

		0,189		0,312

		0,434		0,296

		1,092		0,036

		0,133		0,134

		0,178		0,273

		0,348		0,426

		0,484		0,129

		0,122		0,545

		0,225		1,165

		0,138		0,228

		1,475		0,540

		0,382		1,001

		0,993		0,456

		1,384		0,815

		0,355		0,098

		0,163		0,649

		0,021		0,245

		1,176		0,590

		0,577		0,046

		0,596		0,254

		0,035		0,197

		1,399		0,076

		0,319		0,229

		0,055		0,124

		0,301		0,503

		0,310		0,053

		0,356		0,115

		0,450		0,341

		0,218		0,990

		0,039		0,593

		0,082		0,279

		1,462		0,547

		0,007		0,038

		0,930		0,725

		0,129		0,032

		0,002		0,130

		0,236		0,667

		0,265		0,978

		1,047		0,041

		0,263		0,311

		0,473		0,584

		0,666		0,452

		0,462		0,024

		0,286		0,819

		0,059		0,185

		0,036		0,068

		0,290		0,138

		0,231		0,293

		0,094		0,836

		0,323		0,076

		0,979		0,310

		0,495		0,308

		0,264		0,163

		1,838		0,465

		0,865		0,432

		0,434		0,470

		0,569		0,899

		0,080		0,117

		0,062		0,403

		0,718		0,391

		1,947		0,059

		0,754		0,118

		0,956		0,338

		1,595		0,037

		0,514		1,008

		0,948		0,075

		0,750		1,502

		0,202		0,798

		0,836		0,281

		2,152		0,400

		0,795		0,387

		0,419		0,093

		1,778		0,207

		0,089		0,794

		0,880		0,424

		0,648		0,872

		0,022		0,195

		0,151		0,349

		1,139		0,175

		0,162		0,734

		0,191		0,374

		0,801		0,128

		0,054		1,461

		0,330		0,657

		0,143		0,452

		1,236		0,315

		0,930		0,535

		0,066		0,733

		0,914		0,015

		0,287		0,008

		0,313		2,140

		0,137		1,684

		0,103		1,577

		0,455		0,194

		0,098		0,424

		0,215		0,739

		0,259		0,097

		0,698		0,203

		1,398		0,105

		0,227		0,213

		1,732		0,085

		0,085		0,024

		0,510		0,122

		0,068		1,598

		0,135		0,226

		0,494		0,529

		0,739		0,166

		0,168		0,163

		0,551		0,020

		0,599		0,030

		0,300		0,465

		1,919		0,079

		2,498		0,217

		0,400		0,095

		0,287		0,178

		0,339		0,076

		0,233		0,396

		0,909		0,117

		0,388		0,517

		1,067		0,013

		0,165		0,324

		0,117		1,257

		0,422		0,056

		0,135		1,115

		0,551		0,552

		0,063		0,337

		0,590		0,473

		0,029		0,461

		0,480		0,834

		0,147		0,387

		0,958		0,211

		1,267		0,889

		0,417		0,182

		0,514		0,269

		0,530		0,043

		0,292		0,822

		0,842		0,150

		0,165		0,743

		0,858		0,895

		0,089		0,418

		0,985		0,047

		1,016		0,049

		0,085		0,174

		1,033		0,184

		0,850		0,448

		1,603		0,498

		0,480		0,251

		0,412		0,091

		1,335		0,076

		0,475		2,083

		1,142		1,410

		1,262		0,348

		1,694		0,266

		0,245		0,133

		0,578		0,066

		0,076		0,345

		1,826		0,687

		0,129		0,218

		0,292		0,265

		0,288		0,597

		0,609		0,037

		0,466		0,225

		0,248		0,048

		0,338		0,689

		0,573		3,186

		1,726		0,254

		0,035		0,314

		0,790		0,331

		0,633		0,355

		0,194		0,577

		0,449		0,336

		0,432		0,075

		0,217		0,214

		0,405		0,041

		0,402		0,208

		0,762		0,170

		0,366		0,018

		0,798		0,557

		0,072		0,117

		0,155		0,889

		0,284		0,062

		1,219		0,486

		1,112		0,181

		0,129		0,061

		0,311		0,030

		1,457		0,110

		0,176		0,972

		0,357		0,003

		0,364		1,324

		0,055		0,631

		1,594		0,503

		0,163		0,335

		0,112		0,667

		0,463		0,907

		0,089		0,120

		0,136		0,078

		0,707		0,049

		0,300		0,262

		0,052		0,029

		0,239		0,408

		0,424		0,427

		2,858		0,907

		1,418		0,067

		1,301		0,339

		0,660		1,237

		0,905		0,539

		0,543		0,443

		1,479		0,269

		1,398		1,578

		0,243		0,775

		0,120		0,892

		0,975		0,607

		0,690		1,486

		0,113		0,482

		0,325		0,952

		0,630		0,440

		1,507		0,490

		1,169		1,822

		0,066		0,665

		0,037		0,575

		0,419		0,103

		0,130		0,412

		0,149		0,805

		0,756		0,609

		0,691		0,038

		0,447		0,269

		0,355		0,466

		2,860		0,477

		0,443		0,101

		0,115		0,376

		1,444		1,151

		0,195		0,251

		0,470		1,183

		0,455		0,460

		1,559		0,128

		0,736		0,092

		0,302		0,070

		0,047		0,524

		2,581		0,665

		0,018		0,192

		0,012		0,061

		0,443		1,120




0,5 és 4. Ezeket irja a D2:D6 cellakba. Legyenek by, . .., bg rendre 0, 0,1, 0,2, 0,3, 0,5,
1 és 4. Ezeket irja a E1:K1 cellakba.
Szamolja ki a g;; gyakorisagokat. Az E2 cellaba gépelje a kévetkezot:

’=DARABHAT'OBB($A:$A; ">="&$D2; $A:$A;"<"&$D3;$B:$B; ">="&E$1;$B:$B; "<"&F$1) ‘

A kitolt6éjelet htizza jobbra a J oszlopig, majd lefelé az 5. sorig. Latjuk, hogy minden
gyakorisag nagyobb 10-nél, ezért alkalmazhatjuk a prébat. Ha ez nem teljesiilne,

akkor az osztépontokon kellene valtoztatni.

A K2-be irja be, hogy [=SZUM(E2:J2)], majd a kitoltGjelet hizza le az 5. sorig.

Ezzel megkapjuk a k; értékeket. Ezutan az E6 cellaba gépelje be, hogy [=SZUM(E2:E5) |,

majd a kitoltéjelet hiizza jobbra a K oszlopig. Az E6:J6 cellatartomanyban lesznek
az l; értékek, a K6-ban pedig n.
Most kovetkezhet a v;; = %kilj tablazata. Az E8 cellaba gépelje be, hogy

[=$K2+E$6/$K$6],

a kitoltéjelet hiizza jobbra a J oszlopig, majd lefelé az 11. sorig. Tehat E2:J5
tartalmazza a g;;, E8:J11 pedig a v;; értékeket. Ekkor

1 — F(x*) = |[KHINEGYZET.PROBA (E2: J5;E8: J11)],

amely négy tizedesjegyre kerekitve 0,3675, ami nagyobb a = 0,01-nal. Ebbol kovetke-
zoen elfogadjuk a nullhipotézist, azaz £ és n fiiggetlenek.

7.6. Homogenitasvizsgalat

Legyenek a & és n fliggetlen valészintiségi valtozokra vonatkozé mintak &, ..., &,

illetve 1, ..., Mn,.

‘HO: & és m azonos eloszlésfl‘

Legyen ayp < a; < --- < a,, tegyiik fel, hogy mindkét minta minden eleme benne
van az [ag, a,) intervallumban. Jelolje g;1 a &1, ..., &, mintdban az [a;_1, a;) interval-
lumba es6 elemek szaméat (o1 > 10), illetve ;2 az 1y, ..., Ny, mintdban az [a;_1, a;)

intervallumba esé elemek szamat (g2 > 10), tovabba

ro 2

(0n + 0i2)n; 2 (0ij — Vij)2 , .
Vij = ————————=, = —= 2~ ¢és F = F|Khi(r —1)|.
- lentoa sl Kni(r— 1)

Kritikus tartomany: 1 — F(x?) < a.
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7.7. Példa. A minta-26.txt illetve minta-27.txt fajlban taldlhaté mintarealizaci-

okrol dontse el 0,99 szinten, hogy szarmazhatnak-e azonos eloszlasbol.

Megoldds. A nullhipotézis jelentse azt, hogy a két mintarealizacié azonos eloszlasbol
szarmazik. A minta-26-ot illetve minta-27-et mésolja az A illetve B oszlopba.

Mindkét mintarealizacié benne van a [—50, 1200) intervallumban. Legyenek az
ao, - - ., a7 értékek rendre —50, —2, —1,—0,5,0,5,1,2,1200. Ezeket irja a C1:C8 cel-
lakba. A D1 cellaba gépelje a kovetkezot:

‘=DARABHAT'OBB (A:A;">="g$C1;A:A;"<"&$C2) ‘

A kitoltéjelet htizza jobbra eggyel, majd le a 7. sorig. A D1:E7 tartalmazza a g;;
gyakorisdgokat, melyek nagyobbak 10-nél, ezért a proba alkalmazhato.

Az F1 cellaba irja be, hogy [=D1+E1], majd a kitoltéjelet hiizza le a 7. sorig. A D8
cellaba irja be, hogy [=SZUM(D1:D7) ], majd a kitoltGjelet hizza jobbra az F oszlopig.

Az F1:F7 tartalmazza a g;; + 0,2, mig D8:E8 az n; értékeket és F8-ban van ng + no.
Ezekkel elkészitjiik a vy = 22200 t4hl147at4t. A G1 celldba frja be, hogy

ni+nz

[=$F1xD$8/$F$8],

a kitoltéjelet huzza jobbra eggyel, majd le a 7. sorig. Ekkor D1:E7 tartalmazza a g,
mig G1:H7 a v;; értékeket. Igy

1 — F(x*) = |KHINEGYZET.PROBA(D1:E7;G1:HT7)],

ami kb. 4 - 1073L. Ez kisebb a = 0,01-n4l, melybdl kovetkezéen elutasitjuk a nullhi-

potézist, azaz a két mintarealizacio kiillonb6z6 eloszlasbél szarmazik.

7.7. Kétmintas elgjelproba

(57 n)—ra vonatkozd minta (517 771)7 sy (£n7 nn)

Hy: P(§>n) = 3 | kritikus tartomény

Hi: P(>n)#45 | B<F %) vagy B>F1(1-9%)
Hi: P(>n) <3| B<F o)

Hi: P>n)>1|B>F1'1-a)

ahol B azon (§;,n;) mintaelemek szama, melyekre & — n; pozitiv, tovibbéa

() :min{z EN: ZO (?) (;)n > x}
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		0		0429

		-0		6741

		0		3395

		12		6127

		0		1109

		2		8904

		1		0527

		-0		4969

		3		8280

		2		4266

		0		5655

		0		3466

		0		3822

		-1		7034

		1		5983

		9		5241

		3		5284

		-1		6461

		1		1058

		0		5637

		-0		8853

		-2		4907

		13		4656

		0		7235

		-0		5771

		3		0487

		-3		4090

		0		3597

		-0		4445

		0		0261

		0		5060

		-0		8339

		0		1909

		0		1493

		-0		6130

		1		9167

		0		4620

		52		5734

		1		5625

		3		2048

		-4		9219

		-1		1393

		1		3330

		0		1780

		-0		7274

		0		3244

		1		3688

		-1		7304

		-7		8346

		0		8891

		1		0994

		1112		2131

		-2		6376

		0		4864

		-0		2470

		-0		7922

		0		5664

		0		6062

		0		4611

		0		5690

		-2		0719

		7		4733

		-0		4359

		-5		0873

		0		2848

		-0		7705

		0		3317

		-0		2065

		-0		7099

		1		5924

		3		9380

		-3		0715

		4		1903

		0		4179

		-0		1129

		-4		9517

		0		8264

		-0		0129

		0		3780

		-1		9241

		-0		4442

		-0		9844

		0		3522

		-0		2085

		1		6464

		-0		6077

		0		6721

		0		1617

		0		9792

		-0		3384

		0		0743

		0		6505

		-0		0860

		-2		3055

		-1		0119

		1		8257

		-1		6475

		-0		7717

		1		1946

		2		2753

		-1		4812

		-0		9399

		-6		6950

		2		3016

		-0		2290

		-0		6816

		0		3555

		2		6940

		1		0839

		-2		0736

		0		3309

		0		9215

		-0		3673

		-0		5210

		3		9813

		-0		0987

		0		9276

		-0		4942

		-0		8578

		-1		4657

		0		7220

		-0		1565

		-3		5451

		-1		1145

		4		2952

		-0		2344

		2		4035

		-11		7102

		-8		1722

		-0		5536

		-0		2054

		0		7282

		-0		1731

		0		2302

		-0		8172

		1		0002

		91		1171

		-2		7124

		-2		7570

		1		3002

		-1		7644

		-2		0717

		0		3154

		-0		2263

		1		0046

		0		8857

		0		5731

		2		0974

		-3		3619

		-0		1301

		2		8443

		-4		5431

		-2		3257

		-5		9044

		-11		4159

		0		7180

		0		2124

		2		5605

		0		2165

		4		9586

		1		6852

		1		1895

		-2		1353

		1		2681

		-10		7763

		0		4753

		3		6454

		1		0757

		0		5123

		0		2913

		-2		2096

		-12		3383

		-2		3187

		4		5605

		0		0644

		0		1236

		0		6566

		-4		5219

		-0		3882

		-3		7692

		0		7700

		-0		6384

		6		3356

		0		7561

		0		7048

		1		9881

		-0		3149

		0		2387

		-0		1164

		-0		2566

		-12		0472

		0		5281

		-0		2290

		2		7206

		0		9381

		-1		2043

		-1		3966

		3		3178

		0		6650

		1		9842

		-0		2342

		6		6589

		2		9347

		-0		4934

		-1		2437

		0		2067

		0		6380

		0		7917

		-0		2403

		1		4448

		0		1036

		-5		7617

		-2		5476

		0		3510

		0		6261

		0		0008

		-44		2411

		-0		7298

		-2		7266

		-0		1438

		-5		9174

		128		6955

		-2		2573

		-0		2969

		1		2603

		34		7015

		1		2199

		0		3980

		-0		3641

		1		5210

		0		6541

		34		3699

		7		0481

		2		4593

		-1		9894

		0		1684

		0		7597

		0		3859

		0		2644

		2		0115

		1		3064

		2		9270

		0		0738

		2		7603

		-9		8391

		0		1913

		0		2857

		0		2856

		-3		3922

		-1		8425

		-0		8726

		-5		5667

		1		4633

		-0		0598

		1		9851

		-0		1758

		-2		1055

		0		0640

		1		4328

		-0		2410

		1		5304

		0		3052

		2		4339

		1		6058

		1		0131

		-0		3848

		-2		2530

		-1		6860

		-1		1722

		1		9532

		-0		4635

		0		5590

		0		2920

		1		7896

		1		6686

		0		2720

		0		4547

		1		1237

		19		4487

		0		5253

		-0		1667

		-0		4063

		0		0250

		-0		1216

		0		1446

		5		2444

		-1		4483

		-3		7252

		0		8489

		-0		6125

		0		5825

		-0		9918

		-7		8513

		10		9821

		0		6164

		-0		2655

		0		8346

		0		2013

		0		0904

		-0		2785

		-4		4374

		-7		5647

		0		6087

		-34		7968

		-0		9901

		1		4804

		-18		8901

		2		0033

		-0		6002

		1		5826

		-1		9350

		2		7678

		-8		8991

		-2		2919

		-0		7727

		0		2707

		-10		1916

		0		7452

		1		3907

		-5		1652

		-0		9099

		-2		2711

		1		1194

		0		7356

		-1		3990

		1		1418

		2		9628

		-0		7353

		0		5707

		2		3222

		-4		2330

		-0		0755

		0		4126

		-0		7006

		8		7543

		0		0793

		-1		8523

		0		4988

		5		3193

		-0		1362

		1		6649

		-4		1706

		-0		5012

		1		0731

		-0		4614

		-1		1364

		-1		0979

		0		5593

		4		1616

		0		3346

		-0		7620

		0		9203

		0		7127

		0		1272

		-0		4712

		-5		4089

		1		3629

		-0		0189

		-0		6318

		0		7328

		0		5012

		-0		0582

		-0		4312

		-1		3023

		-0		0274

		4		7892

		-12		3141

		-1		0076

		5		2570

		5		8335

		3		3103

		-0		4223

		1		5091

		0		3312

		-0		3790

		69		4095

		0		0270

		-0		0217

		-0		4369

		0		1495

		-3		3158

		-4		6213

		-10		5370

		-1		2090

		1		1217

		0		9084

		-0		4632

		2		0917

		-0		6654

		9		4259

		-0		1663

		7		6856

		-27		4297

		2		2680

		6		5310

		-2		0816

		0		8010

		-3		9209

		3		1592

		-1		5546

		0		5207

		-0		5211

		-0		3674

		1		3074

		-38		9355

		-0		6323

		0		3318

		1		1065

		4		4754

		-0		6450

		-0		2678

		-5		4739

		-21		0613

		-13		6917

		-0		9018

		0		9002

		-0		3690

		-0		4840

		13		3994

		5		1817

		1		1687

		-15		6355

		-2		2504

		-13		8144

		-0		9090

		0		6808

		-0		0424

		-1		4564

		-1		0740

		-2		5966

		-0		1122

		-0		1088

		2		2855

		-0		8791

		0		6100

		-7		6217

		-1		6614

		1		8399

		0		0662

		-2		2329

		0		1509

		1		8261

		-0		4683

		0		5785

		0		4563

		-2		1314

		0		3273

		-1		7976

		-0		5890

		-0		1440

		-2		0514

		1		5112

		-0		4337

		0		7085

		2		4704

		34		1305

		-6		2667

		29		8986

		-0		2922

		0		7161

		89		6875

		1		7136

		0		4208

		-0		5398

		0		4077

		-0		8731

		-0		2858

		1		6521

		0		1858

		-1		3322

		-14		5764

		0		0880

		1		0502

		0		3383

		1		1861

		-0		2811

		-0		6064

		-0		3075

		-0		4574

		-1		0702

		-2		3750

		0		7595

		-0		2057

		0		2065

		-0		0253

		-0		0065

		1		0749

		-1		7303

		-1		4496

		1		6767

		-0		1967

		-0		2317

		-1		9657

		-6		3605

		1		0728

		0		0532

		19		2080

		0		4955

		-1		7093

		0		2868

		-3		3098

		0		5310

		0		9771

		-2		5686

		5		5457

		-0		7861

		-0		6851

		0		8823

		-1		1046

		-9		4708

		3		3759

		-0		7312

		-0		5899

		-3		3012

		-4		1247

		-15		6185

		3		0090

		0		2809

		0		1350

		-0		6010




7.8. Példa. Migrénes fejfajasra kifejlesztenek egy 1j fajdalomesillapitot. Tesztelésnél
50 péciensbdl 35-nél bizonyult az 4 gyégyszer tartésabb hatastinak, mint a régi

gyogyszere. Ennek alapjan dontson 0,99 szinten arrél, hogy jobb-e az 0j gyégyszer.

Megoldas. Legyen & illetve n egy adott paciensnél az 1j illetve a régi gyégyszer

hatasanak az ideje. Vizsgaljuk a

Hol P(§>7] =
Hy: P(§>n)>

~—

SN—
NI— NI

hipotéziseket. A feladat szerint n = 50, B =35 és 1 —a = 0,99. Igy a mér kordbban
megismert [BINOM. INVERZ] fiiggvénnyel

F~1(1 — ) = [BINOM. INVERZ(50;1/2;0,99)],

melynek 33 az értéke. Ettol B nagyobb, ezért a H; ellenhipotézist fogadjuk el,
miszerint az emberek tobb mint felénél az Gj gyégyszer huzamosabb ideig hat, mint

a régi.

7.8. Kolmogorov —Szmirnov-féle kétmintas proba

& és n folytonos eloszlasfliggvényt fliggetlen valdszintiségi valtozok, az ezekre vonat-

koz6 minték &, ..., &, illetve ny,...,n, (n > 30).

‘HO: & és m azonos eloszlésfl‘

&-re illetve n-ra vonatkozé mintakhoz tartozé tapasztalati eloszlastiggvények F*
illetve G,

D= \fsupuw* _ G (2)| s —1+22 o2t

zeR

Kritikus tartoméany: K (D) > 1 — a.
A D kiszamoldsahoz az F monoton novekedése miatt csak a két tapasztalati

eloszlésfiiggvény szakaddsi pontjaiban kell megvizsgalni a differencidkat. Igy kapjuk,

hogy

sup| F () = G ()| = max max{|F;(&) = GL.&)] 1Fi () = GLm)l
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Szamolasnal még azt is vegytik figyelembe, hogy K hatareloszlast jelent, igy R, -on

monoton noévekvo.
7.9. Példa. Szamolja ki adott z > 1 esetén K(z) értékét.

Megoldas. A B1 celldba irja be, hogy [z=], majd a C1 celldba egy konkrét z értéket,
példaul most legyen 1. A C1 cellat nevezze el z-nek. Ezutan az A oszlopba szamolja
ki a (—1)%e 22" értékeket, ahol i a sor széma. Egy cella sordnak a szémét a
fliggvénnyel, mig az exponencidlis fliggvényt a fiiggvénnyel kapja meg. Tehét
az Al celldba irja a kovetkezot:

[=(~1)"SOR (A1) *KITEVG (-2#SOR (A1) "2%z"2) .

Az A1 cella kitoltojelét hiizza le a 19. sorig. Az A19 cella értéke mar 0 lesz, pontosabban

52,2
22" monoton

olyan kicsi szam, amit az Excel mar nem tud abrazolni. Mivel e
csokkend i-ben, ezért biztos, hogy ¢ > 19 esetén az Excel mindig 0-t irna ki. Ezért a
szummazasban ezek a tagok mar nem jelentenek szamottevo értéket.

Most szamolja ki K(z) értékét. A B2 cellaba irja be, hogy [K(z)=], majd a C2

cellaba, hogy [=1+2*SZUM(A:4)]. Mivel most a z értékéhez 1 van irva, ezért a K (1)-et

kapjuk meg, ami négy tizedesjegyre kerekitve 0,7300.
Mivel e~22* monoton csékkens z-ben is, ezért z novelésével a szummazasban
szdmottevd tagok szdma nem néhet. Igy az A oszlopban tetszéleges z > 1 esetben

sem kell tjabb szumma tagokat szamolni.

7.10. Példa. A minta-25.txt fajlban taldlhat6 &-re (elsé oszlopban) illetve n-ra
(mésodik oszlopban) vonatkozé mintarealizaciok alapjan dontse el 0,99 szinten, hogy
& és m azonos eloszlast-e, ha tudjuk, hogy mindkét valészinliségi valtozonak folytonos

az eloszlasfiiggvénye.

Megoldas. Legyen az a nullhipotézis, hogy & és n azonos eloszlasta. A &-re illetve n-ra
vonatkoz6 mintarealizaciot masolja az A illetve B oszlopba.

A fiiggvénnyel ellendrizheti, hogy a k6z6s mintaelemszam n = 500 > 30.
Tehat alkalmazhatjuk a Kolmogorov —Szmirnov-féle kétmintas probat.

Az A oszlopot nevezze el [xilnek, a B oszlopot pedig [etalnak. A C1 cellaba irja
be, hogy

’=ABS (DARABTELI (xi;"<"&A1)/500-DARABTELI (eta;"<"&A1)/500) \

Ez |F} (&) — G5 (&) értéke. A kitoltéjelet huzza jobbra eggyel, majd a kitoltéjelre
kattintson kétszer. Ezzel |F(&;) — G (&)| értékeit kapta meg a C oszlopban, mig
|F*(n;) — G (m;)| értékeit a D oszlopban. Ezért
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D= g max max{|F; (&) — Gi(&)|, [Fx(m) — Ga(mi)| } = [6YOK (500/2) *MAX (C:D) |

i=1,...,n

Ennek értéke 0,7906 négy tizedesjegyre kerekitve. Tehat K monoton névekedésébdl
és az el6z6 feladat megoldasabdl kapjuk, hogy K(D) < K(1) ~ 0,73 < 0,99 =1 — a.

fgy tehat elfogadjuk a nullhipotézist, azaz & és n azonos eloszldsi.

7.9. Kolmogorov —Szmirnov-féle egymintas préba

Legyen & folytonos eloszlasfiiggvényti valoszintiségi valtozo, az erre vonatkozo minta
&1,y &0 (n > 30).

‘HO: ¢ eloszlasfiiggvénye F ‘

F* a tapasztalati eloszlasfiiggvény,

D= nsup |Ff(z) — F(z)| ¢ K(z)=1+2Y (1) 2,
z€R =1
Kritikus tartomany: K (D) > 1 — a.
A D kiszamolasahoz vegytik figyelembe, hogy most egy 1épcsés és egy folytonos
fiiggvény értékeinek abszolit eltérését vizsgaljuk. Igy nem elég csak a lépesék jobb
végpontjaiban megnézni ezeket az értékeket, ezt meg kell tenni a bal végpontokban

is. Mashol viszont nem kell, mert /' monoton novekedo.

Gi(€) ===~ —_—

Fo(&) - ;

Egy lépcsofok bal végpontjanak magassagat a & mintaelem helyén megkapjuk a

k.
Gi(&)=—= lim F;
n(&)) == lim F(z)
képlettel, ahol k; azon mintaelemek szdma, melyek nem nagyobbak &-nél. Igy kénnyen

ellendrizheto, hogy

sup () = F(@)] = m

z€R

ax max{|F; (&) — F(&)],1G3(&) — F(€)|}-

..... n
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7.11. Példa. Tudjuk, hogy a minta-27.txt fajlban talalhaté mintarealizacié egy
folytonos eloszlasfliggvényti valoszintiségi valtozora vonatkozik. Dontse el 0,99 szinten,

hogy szarmazhat-e standard Cauchy-eloszlasbol.

Megoldds. Legyen az a nullhipotézis, hogy a mintarealizacié standard Cauchy-elosz-
lasbol szarmazik. Mésoljuk a mintarealizaciot az A oszlopba. A fliggvénnyel
meggyozodhet réla, hogy n = 730 > 30, tehat a Kolmogorov—Szmirnov-féle egymin-
tas proba alkalmazhaté. Tekintve, hogy a standard Cauchy-eloszlas eloszlasfliggvénye

F(x) = %arctgx + %, igy a B1 cellaba irja be, hogy

\=ABS (DARABTELI(A:A;"<"&A1)/730-ARCTAN(A1)/PI()-1/2) \,

mig a C1 celldba, hogy

|=ABS (DARABTELI (A:A;"<="&A1)/730-ARCTAN (A1) /PI()-1/2)].

Jelolje ki a B1:C1 cellatartoményt, és kattintson kétszer a kitoltéjelre. Ezzel a B
oszlopban megkapta az |F*(&;) — F(&;)|, mig a C oszlopban a |G} (&) — F(&;)] értékeit.
Tgy D [=GYBK (730) *MAX (B: C)], m6don szamolhatd, amelynek 3,4344 az értéke négy

tizedesjegyre kerekitve. A K (z) értékeire vonatkozé feladat megoldasabdl ellendrizheti,
hogy K (3,4344) ~1>1— a = 0,99. Igy elutasitjuk a nullhipotézist.

7.10. Gyakorlatok

7.1. gyakorlat. Egy genetikai torvény szerint, ha az egyik sziilé6 A, a méasik B
vércsoportu, akkor a gyerekeik A, AB vagy B vércsoportii lehet 1 : 2 : 1 ardnyban. 300
ilyen vizsgalt gyerek 30%-a volt A, 45%-a AB és a tobbi B vércsoporti. Aldtamasztjdk

ezek az adatok ezt a genetikai torvényt 0,99 szinten?

Utmutatds. A feladatot tiszta illeszkedésvizsgalattal oldja meg. Legyen az a null-
hipotézis, hogy az adatok aldtdmasztjik a genetikai torvényt. Ekkor 1 — F(x?) ~
~ 0,1054 > 0,01 = «, azaz a nullhipotézist elfogadjuk.

7.2. gyakorlat. A minta-22.txt fajlban talalhaté mintarealizaciorél egy korabbi
példa kapcsan azt allitottuk, hogy az exponencialis eloszlasu. Igazoljuk ezt az allitast

becsléses illeszkedésvizsgalattal 0,99 szinten.

Utmutatds. Legyen az a nullhipotézis, hogy exponenciélis eloszlasbél szarmazik a
mintarealizacid. Az osztopontok legyenek rendre 2, 4, 6, 10. A A paraméter maximum
likelihood becslése 1/ €. A szabadségi fok 5 — 1 — 1 = 3 lesz. Mindezek figyelem-
bevételével kapjuk, hogy 1 — F(x?) ~ 0,8597 > 0,01 = «, azaz a nullhipotézist
elfogadjuk.
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7.3. gyakorlat. Televizioban az ,A” markaju fogkrémet hetente 1 6rat, a ,B” marka-
ju fogkrémet 25 percet illetve a ,,C” méarkajua fogkrémet egyaltalan nem reklamozzak.
Arra vagyunk kivancsiak, hogy hatassal vannak-e a fogkrémfogyasztasi szokasokra a
reklamok. Ennek érdekében megkérdeztek 610 embert arrdl, hogy a harom marka
koziil melyiket hasznalja, és hogy hetente hany érat tolt tévénézéssel. A kapott

eredményeket a kovetkezo tablazat tartalmazza.

JA? B .C7
5 6ranal kevesebb | 80 64 60
5-15 6ra kozott | 75 70 60
15 6ra felett | 90 65 46

Ebbol a mintabol dontson 0,99 szinten a feltett kérdésre vonatkozoan.

Utmutatds. Végezzen fiiggetlenségvizsgalatot az adott kontingencia tabldzat alap-
jan. Ekkor 1 — F(x?) ~ 0,3958 > 0,01 = «, azaz elfogadhatjuk a nullhipotézist,
miszerint a vizsgalt szempontok fiiggetlenek egymastol. Tehat ezen adatok alapjan a

fogkrémfogyasztasi szokasokra nincsenek hatassal a reklamok.

7.4. gyakorlat. A minta-28.txt fajlban taldlhaté (£, n)-ra vonatkozé mintarealiza-
ci6 alapjan dontse el 0,99 szinten, hogy & és n fliggetlenek-e.

Utmutatds. Végezzen fiiggetlenségvizsgalatot. Legyen pl. ag = —19, a; = —1, ay =
= 0, az = 2, Ay = 21 és b() = —]_9, blz—l, b2 = 1, bg = 2, b4 = 21. Ekkor
1 — F(x?) < a, melybdl kévetkezben & és n nem fiiggetlenek.

7.5. gyakorlat. Két cinkelt kockaval dobunk. Az egyikre illetve méasikra vonatkozé
minta a minta-29.txt illetve minta-30.txt fajlokban taldlhat6. Dontse el 0,99

szinten, hogy azonosan vannak-e ,cinkelve” a kockak.

Utmutatds. Végezzen homogenitésvizsgalatot. Legyen ag = 1, a1 = 2, as = 3, as =
=4, a4 =05, a5 =6, ¢, = 7. Ekkor 1 — F(x?) ~ 0,2322 > 0,01 = «, melybdl
kovetkezben a két mintarealizacié azonos eloszlasbol szarmazik, azaz a két kocka

azonos moédon van ,cinkelve”.

7.6. gyakorlat. Egy sportszergyar a legtijabb gerelyt teszteli. 22 gerelyhajité dobott
a régivel és az 1jjal is, akik koziil 15 dobott nagyobbat az tjjal. Dontse el 0,99 szinten,
1

hogy 5-nél nagyobb valoszinliséggel jobb-e az 1j gerely a réginél.

Utmutatds. Végezzen kétmintés elSjelprébat.
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		-9,883791681		-8,0301

		0,108393438		-0,1050

		1,074548986		2,3066

		6,03659272		8,1914

		-0,42532296		3,8787

		1,887292011		4,5737

		15,03254732		15,6905

		2,345582536		6,8287

		0,365951929		-0,2560

		-0,386361204		-3,0978

		8,122780042		4,7459

		2,546214794		6,4803

		-4,481854322		-3,6964

		1,010591154		5,6289

		-6,095880562		-3,7029

		0,091994466		-3,7283

		-4,121259269		-2,8334

		5,857339384		5,0437

		-3,353756026		-3,1878

		2,34992118		0,0905

		1,518662228		4,4412

		12,6759076		14,1787

		4,510069244		6,3629

		-1,39962688		2,9290

		4,763247624		6,5511

		9,736170175		7,0561

		-6,392525993		-6,0497

		-15,7368756		-18,3538

		-1,846391192		1,0463

		-3,105037694		-1,1471

		-4,654231021		-1,7254

		-6,730187743		-4,8276

		10,85841958		10,0007

		-0,163409657		-0,0899

		3,762074188		3,3420

		-6,548583321		-5,5692

		-5,769888864		-6,3161

		-4,565636135		-6,4855

		-0,72951408		1,7391

		3,223819159		6,4549

		5,362835905		9,1548

		10,81438783		11,0867

		-2,101267723		-0,2789

		2,799947837		-0,3716

		0,575810976		-1,2340

		3,510612942		1,8780

		-4,391067348		-7,5580

		13,84411074		14,3168

		-0,749289248		1,7183

		-4,703746909		-1,2090

		7,936780443		4,9089

		1,389904436		6,2049

		-4,396401078		-4,1143

		2,631442842		0,0031

		2,288405626		2,0519

		-0,389793346		-1,6415

		8,567074828		8,7878

		6,312363556		9,6492

		3,42930167		4,8271

		3,292498031		-0,3871

		10,96766983		14,2544

		2,922905843		2,2685

		5,699338309		1,1798

		11,10652314		12,9497

		-2,725476354		-7,0085

		-1,657513768		-5,4364

		6,981390704		4,3149

		9,795103635		6,4561

		1,436347725		2,3532

		-1,235431357		-2,0753

		11,38016042		13,6518

		-5,104698727		-8,7301

		-2,965061227		-3,5452

		-11,85557445		-10,4386

		-2,298804248		0,0376

		-3,280628548		-5,1817

		1,264746214		6,1604

		-2,03440029		2,2857

		4,703566764		0,8835

		-4,791582598		-9,2958

		-10,96949902		-13,8901

		1,06586737		1,0004

		0,529006659		2,1946

		-6,18083783		-7,9783

		1,968928215		1,3795

		3,994788942		2,0777

		2,383945515		6,3835

		8,803395418		11,2304

		-0,00530787		4,6717

		-2,219897934		-5,5009

		7,079364563		3,0144

		-1,50865845		-0,4370

		4,408055477		0,2667

		-5,292165162		-2,7539

		2,76184573		5,6975

		-0,25944587		4,0988

		-4,301302819		-8,0415

		-6,232669836		-9,8091

		-1,561141513		0,9415

		2,806196835		0,2532

		0,075799754		-4,0196

		7,245133286		11,1302

		2,157242795		0,0664

		0,586356867		1,0271

		-4,425462926		-6,7086

		0,830677085		2,9025

		8,425282525		8,1950

		-3,310845733		-4,3665

		-4,137570076		-1,5054

		-6,530802943		-6,0389

		0,287394287		-3,1444

		-4,706335683		-3,9409

		3,560685438		7,0704

		-5,618748458		-2,2260

		-5,841625875		-6,4009

		9,111830246		13,6585

		0,340176769		4,0270

		1,650146669		2,8481

		3,18649582		3,7073

		1,505815029		-3,1517

		-7,280009934		-3,8274

		3,621043565		1,8740

		0,232467845		-1,0017

		-7,805960714		-3,9979

		-2,504607614		0,7536

		5,544405549		9,5580

		-1,848133189		-5,2723

		-0,084818327		-3,6048

		-3,699630679		-8,0641

		8,138227672		7,3993

		-3,341567594		1,0131

		-1,31856222		-1,0541

		-0,032811705		-1,1277

		2,551717251		1,3034

		2,908408486		1,4928

		-1,590778619		0,3104

		6,212036545		9,7427

		4,058487149		0,8620

		-2,92118554		-2,8051

		-1,437740717		1,8964

		-3,343048688		-1,8177

		-7,003721932		-2,6946

		-3,319219173		-6,9637

		0,63336989		-0,8569

		3,070413966		0,3336

		6,741004227		6,9007

		2,091061983		0,3093

		-7,955311784		-5,9107

		2,491847884		0,1908

		-4,520512548		-4,0391

		7,337581877		7,0224

		0,47421494		-2,1672

		-1,473339326		-1,5853

		-0,627369191		3,2308

		4,051822935		-0,4404

		5,256710656		5,9180

		7,363184539		4,0359

		5,004112176		0,7032

		-1,44135704		1,5812

		4,933440396		1,0201

		4,946550851		5,3555

		2,19722232		3,7140

		-5,580754154		-1,0236

		-9,169625398		-10,7380

		-6,295771898		-1,6150

		2,103262115		-0,5990

		-2,394979897		-6,6725

		2,108888641		1,8310

		-0,443418807		-1,0303

		-0,725618709		-3,0653

		4,791224894		1,2184

		-1,206635462		0,4847

		3,855747917		3,5710

		8,335244935		8,0690

		1,584176886		1,2745

		2,348129579		5,6393

		-2,502466518		-5,6206

		6,682061216		11,2871

		-0,61041112		-0,6660

		0,352264332		0,6549

		4,02522477		-0,3360

		-0,134793121		4,7569

		-0,116968739		-0,5421

		15,76002196		19,9690

		-4,117172603		-5,2347

		-0,578736863		-2,7080

		-2,11759994		-6,8288

		-6,994507066		-10,3942

		12,6795881		9,8250

		-13,09281567		-13,1589

		0,53302918		-4,0372

		10,2203036		14,6357

		6,81115944		1,8316

		1,116448329		5,5021

		1,026761235		-1,0564

		6,526818466		9,0831

		-7,183374637		-7,6236

		-1,816718023		0,6978

		4,382551764		5,7075

		-3,06591612		1,8747

		-3,46078132		-4,0676

		5,655154869		2,3030

		-4,489491153		-1,6874

		-4,859592678		-5,7112

		2,71842075		-0,9878

		0,897524303		-2,0867

		-2,071797305		-3,6147

		-0,014220422		-2,8748

		-6,699484177		-10,5648

		6,255836338		2,5262

		-3,916574084		-1,3842

		-0,283916048		-0,5384

		6,595183317		11,1179

		2,552958126		7,2267

		-0,751591088		-4,6816

		2,144609527		6,5247

		2,622444776		0,2104

		3,444387961		-1,4021

		-1,509150043		0,9262

		-5,109201569		-6,9503

		-7,884005578		-7,5829

		-8,875869166		-5,3593

		-6,254083889		-9,4065

		9,086289251		13,6737

		0,754736262		1,1350

		-5,786583432		-7,6605

		1,912119855		-0,0963

		9,320353764		10,7009

		-2,418193616		-3,5399

		4,793949456		0,3906

		-3,465166231		-1,3488

		-2,29905964		1,6845

		1,204569417		0,9008

		-1,664864554		-3,5130

		-1,597073328		-5,0922

		10,92816835		7,5568

		-4,964037348		-9,2590

		5,341546929		1,7977

		5,647998547		2,0813

		-1,570591117		-6,0784

		-1,155977112		-5,6653

		0,708917051		0,2222

		4,483691119		6,6626

		-4,057711563		-7,0388

		-0,298679507		4,0537

		0,456062074		-1,1972

		-2,700463214		-4,7225

		4,709347236		6,0580

		5,906748733		9,7166

		5,391062969		7,5829

		2,543696226		1,0356

		3,22056274		1,6889

		-6,049027384		-10,6994

		3,260431566		1,4080

		1,405715464		4,8370

		-11,01832359		-9,8497

		-5,409354825		-3,4891

		3,038458023		2,7577

		2,488691188		-2,1412

		4,294341356		3,0780

		5,563876286		7,6568

		3,075976111		4,5716

		1,535706335		1,1994

		2,6971107		4,1330

		1,328414568		3,2286

		-5,35840148		-5,9177

		1,678938579		2,1153

		13,94268218		11,7567

		2,121558951		-1,4368

		-12,28313727		-15,5436

		-4,131953357		-4,7793

		1,656206899		5,5397

		6,508957872		11,3832

		5,784695192		5,0314

		11,51572152		8,2998

		-0,806925252		-1,7299

		-5,484377686		-2,2009

		3,335012641		-1,2693

		2,474819306		2,7171

		12,04086453		12,5810

		-9,960142189		-9,8137

		-3,259266373		-3,8099

		-0,050048215		2,4918

		-1,956478117		2,8010

		-2,291680006		-5,7546

		-4,104538582		-0,4435

		4,909279069		0,0415

		6,624845802		2,8752

		7,199500962		11,3535

		3,037745481		0,1698

		1,632778404		4,1135

		11,62646131		14,9088

		-2,679861778		0,6291

		-5,946327423		-8,5316

		0,413925786		-2,7509

		4,141424288		7,6764

		-1,200992958		-2,1372

		-3,176610179		-4,9214

		-0,213060042		3,9742

		4,498592092		8,3124

		0,153195274		-2,1735

		9,359849113		6,8568

		-0,998769246		2,5403

		-8,094777513		-11,1632

		-10,30123261		-5,7054

		9,844972574		5,4307

		0,340547734		1,1753

		-4,303510558		-0,6421

		-1,925872156		-2,8596

		-8,755874895		-12,3802

		2,264408354		-0,5886

		6,508988022		10,1241

		4,492813118		7,4849

		-0,559010309		-4,3141

		-0,220257739		-3,7771

		3,721269785		1,8164

		0,587027416		2,2112

		3,38433992		0,2722

		5,699285307		10,0094

		3,810793164		8,2204

		-1,210839678		-5,5626

		3,245001525		0,8357

		7,645132891		9,6033

		-8,149826597		-5,8717

		3,800424963		8,2886

		3,220466968		1,7349

		1,432623383		1,7388

		-0,85579261		-0,0113

		2,159950124		-2,1192

		2,179359137		3,4681

		-2,492377127		-3,6558

		4,231779143		3,9448

		8,08590764		5,5924

		-10,33199112		-8,8808

		-9,090920372		-7,6612

		-1,537420292		-0,8965

		-8,700441351		-4,7065

		-4,253960862		-6,2929

		5,940124659		6,3990

		2,391425071		4,6833

		3,701863326		1,1465

		-3,669555646		-4,5040

		-5,562994726		-7,7403

		-3,574493366		-6,0932

		0,12101286		4,7918

		14,91636865		11,2664

		7,641637835		7,2110

		0,983965044		1,5038

		1,25209709		-3,5585

		-4,019339306		-8,7378

		-4,478786843		-5,5175

		-2,001474096		-4,8420

		-0,011599233		2,8602

		1,880791186		-2,5898

		2,871154866		-0,9826

		3,739461408		4,2978

		6,023183908		7,5929

		-2,747993543		-4,9420

		3,089312714		2,7773

		3,259605259		1,9914

		-2,356877015		-3,3172

		-11,39184001		-13,2038

		3,934482687		5,5970

		-0,025440333		-1,1280

		6,309736569		4,6971

		8,440471894		4,2685

		5,214998753		2,2798

		7,545092384		5,4984

		-4,271810026		-4,1941

		-4,825438456		-5,8495

		1,47051056		5,4530

		-2,960628501		0,7449

		-2,116915765		-5,2146

		-0,379705307		1,9943

		0,945516117		-1,7046

		10,59208809		6,2359

		1,3996109		-3,0602

		1,19202184		2,0695

		4,411421592		7,4255

		2,919401804		1,4832

		-0,585817406		1,2277

		1,211093303		6,0856

		1,745273157		2,4190

		2,541450236		-0,4103

		-2,643011913		0,4207

		8,264872751		4,2896

		-0,949830547		-3,1483

		-7,331107575		-4,3854

		-2,72725241		-1,7220

		4,32874094		9,1060

		1,500505518		2,5364

		-6,987436068		-4,7870

		-4,708337237		-5,4740

		4,265719314		3,6502

		5,457828315		4,3275

		-5,035542022		-0,0839

		4,165612079		1,0552

		1,121159357		-2,4783

		0,328064348		-3,4161

		-0,866977327		1,3946

		-6,707080102		-7,2301

		0,592838296		3,5991

		-8,250091058		-11,6198

		4,790211571		3,2368

		-3,880235493		-7,4638

		1,334306281		1,5261

		-2,558157689		-1,5016

		-3,303269747		-6,9293

		-7,31194475		-5,9481

		-2,352474531		-4,4937

		4,125726659		4,1294

		5,310087322		10,2944

		-4,397897529		-7,4843

		0,117768579		-4,3342

		4,154075185		7,1166

		6,146606972		4,6026

		-0,120992555		2,8914

		-3,250100151		-3,9612

		5,197152471		9,8569

		-0,109454412		3,9028

		0,218173986		3,0252

		3,097405938		7,8535

		-3,167460702		-0,5323

		3,394746298		8,0274

		-1,965332785		-5,7095

		8,559642567		5,7519

		-5,582708096		-9,6485

		-0,724361366		-4,2631

		1,969408772		3,1153

		-0,275073363		-4,0250

		12,27601672		17,1232

		-2,315388365		-4,0800

		2,304640575		5,1014

		-4,748138203		-0,3729

		2,832908273		5,5914

		-2,480757062		-5,3399

		-2,179624167		-5,3029

		-4,272266513		-4,4658

		-6,712731324		-3,7701

		-2,209308493		0,0742

		8,751204508		4,5101

		5,126765761		3,5592

		7,298586839		5,5469

		3,288784575		4,9934

		-3,842325962		-1,8135

		-0,22422594		-4,0080

		1,318445406		4,6005

		-0,610421952		1,3866

		-6,125100441		-10,1527

		1,245089583		5,1662

		0,323451409		-3,0629

		-0,973695073		-0,6255

		3,970089614		0,9948

		-6,699622333		-5,2923

		4,25639806		6,1301

		2,515194136		3,3823

		-2,60325951		-6,0158

		7,928066641		9,0983

		7,780832347		9,8241

		5,896169847		1,4638

		6,434915175		9,3380

		-2,067666105		-5,5465

		-2,103303729		-1,8289

		-4,190771372		-3,3409

		9,251081803		5,2163

		1,858061754		1,7059

		2,051290764		-0,2580

		-7,844922414		-6,2165

		4,782749192		1,4557

		1,605493884		1,3432

		-2,555628933		1,3590

		-7,631797689		-11,7322

		7,082661199		3,8297

		-2,854836443		-1,2651

		-0,373782679		-1,4023

		1,868301299		-1,9095

		4,66481022		3,5633

		6,622958278		5,5092

		-1,278775568		-0,5397

		2,842938391		-0,3677

		3,881408837		2,9016

		-5,115147718		-4,4462

		7,86919241		3,7798

		0,318309177		0,8596

		-9,569458882		-5,7644

		0,819789176		4,6057

		-2,141231513		-2,1614

		-6,677582377		-11,6404

		-4,034219184		0,0265

		-1,155869258		-2,2516

		-0,400902547		-2,1747

		4,050946027		8,3830

		1,841786106		5,2855

		-2,419956086		2,1734

		-0,7144		-2,3941

		5,7623		2,9074

		0,9669		1,2309

		2,5398		2,4837

		-0,2762		3,2540

		2,6028		2,1709

		5,3503		3,4464

		10,6993		9,7326

		1,7638		1,9974

		4,6293		3,6524

		4,9917		4,4946

		8,1729		11,7577

		-6,0325		-1,7187

		5,1817		1,4092

		12,5704		9,7822

		4,5401		8,9503

		-1,1538		-2,7735

		5,1341		9,3103

		-3,2719		1,1585

		4,6603		3,0073

		2,5744		-1,7614

		3,0101		3,4805

		-2,7396		-4,5922

		-0,9207		-1,6381

		-4,8327		-0,1444

		-0,1950		-1,7491

		5,5445		9,2544

		5,8738		4,8992

		1,5042		-1,3852

		-2,6598		-0,7060

		2,0489		0,8613

		-9,5191		-6,7987

		-0,2052		-0,0592

		-1,6437		-0,3475

		4,5734		8,1788

		2,7659		3,4743

		1,4206		-1,8705

		7,8771		11,2948

		-4,4936		-2,9507

		-0,7057		-0,7675

		-2,8281		1,4684

		4,7272		0,5609

		-1,7139		-0,7166

		5,0868		1,0254

		0,1188		-3,0991

		-3,4432		-0,6104

		4,7536		7,1436

		1,6464		2,5164

		-1,2884		-2,7464

		-5,6947		-8,6404

		-6,5298		-9,1809

		-3,2919		-1,7096

		3,9471		8,8381

		-0,5472		-2,5238

		-5,6482		-6,2873

		0,7735		1,2556

		-2,8293		-6,1038

		-3,8753		-2,8045

		-1,3400		1,4154

		-8,3391		-7,6728

		-4,4317		-8,6761

		9,5818		11,3078

		2,3761		-2,1261

		3,0789		4,7590

		-1,7455		1,6691

		-4,1188		-1,4499

		-2,6177		1,7003

		-7,2116		-4,9501

		-1,7642		-1,6185

		-7,8919		-4,8234

		-6,6072		-2,0194

		-1,8589		-4,5061

		2,6004		-1,6206

		-3,6715		0,6685

		4,1753		2,6966

		-4,1254		-6,6371

		1,9347		2,0541

		-7,1615		-10,4730

		-8,0337		-12,1565

		-11,2783		-7,1954

		-0,8391		1,9250

		5,9863		6,5267

		-0,3136		-1,1812

		-4,3098		-2,9507

		-2,9927		-1,4826

		4,5318		7,0549

		4,8874		6,0134

		-0,4084		3,5250

		1,6499		1,6247

		8,1885		7,3679

		7,0437		2,2174

		1,1703		5,5223

		-6,1093		-5,0277

		-2,3848		1,2852

		-7,9951		-4,8203

		-2,6649		-0,6494

		7,9834		10,2867

		-2,5979		0,8481

		0,0453		-4,2487

		2,1647		0,7435

		-5,4018		-6,2436

		-7,5804		-5,1390

		-0,9080		-3,0254

		2,0801		0,6474

		-0,5282		3,7683

		7,7124		7,3586

		-9,1045		-10,5971

		-0,7169		-3,9413

		1,7531		0,2459

		-6,3622		-8,5091

		3,8574		0,8579

		3,4327		3,2520

		-7,3046		-2,8854

		0,6767		4,0652

		1,9174		0,9750

		-6,3990		-5,0913

		-0,6329		2,2149

		-3,1589		-0,0340

		-0,1354		2,7998

		0,7656		4,9233

		0,3124		-0,7659

		8,9210		9,9329

		7,6866		10,2295

		-7,0863		-4,6014

		-3,2915		-7,8876

		0,6529		0,9900

		-4,1386		-7,5507

		2,0160		5,9444

		-1,5919		1,8874

		-1,6846		-1,3409

		-10,3482		-12,3218

		-8,5340		-6,1318

		-4,0799		-0,5520

		0,3036		-1,2657

		-1,0526		-1,1814

		3,0725		-0,6619

		-1,6906		-5,2985

		4,1450		8,0711

		5,8148		2,0394

		4,3331		0,7417

		5,7623		1,1296

		-1,5990		2,3268

		-2,9104		-2,6620

		4,3754		0,6979

		-4,1729		-8,2675

		-4,3951		-1,5190

		5,2613		8,8688

		-0,9757		2,0663

		2,3789		6,0162

		-6,5292		-5,5974

		-8,3505		-6,5916

		4,2596		8,6928

		0,9659		-2,8524

		2,8876		-0,0508

		-2,9027		-4,8283

		8,1855		3,9150

		6,8359		8,0064

		-5,9255		-6,4132

		0,9313		-3,4905

		8,9007		4,3261

		1,9020		-1,1587

		-3,6236		-8,2535

		-0,6267		-3,1036

		-2,4809		-4,9456

		9,8269		11,8359

		-0,7773		-2,4806

		1,9305		-2,3309

		1,6773		0,1352

		-1,2304		-1,9094

		-4,4094		-3,8504

		-2,5295		-4,2442

		4,3205		5,8089

		4,9420		6,1273

		-3,0758		-1,7333

		4,8178		7,2958

		2,5686		6,2686

		-1,6196		2,1182

		-7,0223		-3,3827

		-4,5856		-1,0188

		0,5628		-1,2201

		-3,7327		1,0348

		-1,0817		0,4506
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7.7. gyakorlat. A minta-26.txt illetve minta-27.txt fajlokban talalhaté folytonos
eloszlasu valészinliségi valtozokra vonatkozé mintarealizaciokrél homogenitasvizs-
galattal mar kordbban megallapitottuk, hogy nem azonos eloszlasbol szarmaznak.

Mutassa ki ugyanezt Kolmogorov —Szmirnov-féle kétmintas probaval is.

Utmutatds. A minta-27-ben tobb elem taldlhato, ezért elészor a végébdl toroljon
annyit, hogy a mintaelemek szama megegyezzen. A D statisztika értékére négy tize-
desjegyre kerekitve 2,2326-ot kapunk. Felhasznalva a K fiiggvény értékeire korabban
gyartott Excel-tablazatot, K(2,2326) ~ 0,9999 > 0,99 = 1 — « adddik, azaz a két

eloszlas valoban nem egyezik meg.

7.8. gyakorlat. A minta-27.txt fajlban taldlhaté6 mintarealizacior6l korabban
tiszta illeszkedésvizsgalattal belattuk, hogy standard normalis eloszlasbol szarmazik.

Mutassa ki ugyanezt Kolmogorov —Szmirnov-féle egymintéds prébaval is.

Utmutatds. A D statisztika értékére négy tizedesjegyre kerekitve 0,7618-at kapunk,
tovabba K (0,7618) ~ 0,3927 < 0,99 = 1 — « addédik, igy elfogadjuk a nullhipotézist,

azaz a minta standard normalis eloszldsbdl szarmazik.
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8. fejezet

Szorasanalizis

A szorasanalizis is hipotézisvizsgalat, itt harom tipusaval foglalkozunk.

8.1. Egyszeres osztalyozas

Vizsgaljuk a & valdszintiségi valtozot egyetlen tényezo r darab kiillonb6z6 szint-
jén. Az i. szinthez tartozo valdszintiségi valtozot jelolje &;. Feltessziik, hogy & €
€ Norm(m;0) (i =1,2,...,r) figgetlenek, ahol az mq, ma, ..., m,, o paraméterek

ismeretlenek. A §-re (i =1,2,...,r) vonatkozé minta legyen

§i1»§i27 s 7§ini‘

A nullhipotézis az lesz, hogy az egyetlen tényez6 kiillonboz6 szintjei nincsenek hatassal
a mért értékekre, azaz

Hy-mi=mg=---=m,.

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

n:=mny+ne+---+n,,

B 1 .
.= 5225@-,

i=1j=1
_ 1
§i = 777 ; &ijs
Q= i”z (gz - g)z )
=1
Q2 = XT: i (&j - 5.)2 :
i=1j=1
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r—1 Q5
F=F[F(r—1n-r).

Ekkor 1 — F(F) > « elfogadasi tartomannyal « terjedelmi prébat kapunk Hy-ra.

8.1. Példa. Egy gazdasagban a btuza terméshozaméra vagyunk kivancsiak. Azt
vizsgaljuk, hogy egyetlen tényezo, a buza fajtaja milyen hatéssal van a terméshozamra.
A gazdasig r = 3 kiillonboz6 buzafajtat termeszt, azaz a vizsgalt tényezének 3
kiillonb6zo szintje van. Az 1. fajtat ny = 4, a 2. fajtat ny = 3, végil a 3. fajtat
ns = 5 kiillonb6zd parcelldn termesztik. A &;; jelentse az i. fajta j. parcellan kapott

terméshozamat tonna/hektar-ban mérve. A kapott mintarealizaciok a kévetkezdk:

§n(w) =524 &a(w) =417 &§i3(w) =435 Su(w) =477
€21<W) = 5,09 522(0.1) = 6,05 523(&)) = 5,89
E1(w) =418 &p(w) =410 &s(w) =417 &u(w) = 3,98 &a5(w) = 3,60

Doéntson 1 — a = 0,95 szinten arrdl, hogy a kiilonb6z6 buzafajtak nincsenek hatassal

a terméshozamra.

Megoldas. Gépelje be az adatokat a kévetkezd abra szerint:

A B C D E
1 5,24 4,17 4,35 4,77

2 5,09 6,05 5,89

3 4,18 4,1 4,17 3,98 3,6

A feladatot az Adatok/Adatelemzés meniiponttal fogjuk megoldani. A legordiils

listaban valassza az Egytényezds varianciaanalizis sort, majd OK.

Bemeneti tartomdny: $A$1: $ES3
Csoportositdsi alap: Sorok

O] Feliratok az elsd oszlopban
Alfa: 0,05

Kimeneti tartomany: $A$4

OK

Ekkor a kovetkezo tablazatot kapjuk:

Tényezbk Ss df MS F p-érték F krit.
Csoportok kézott  5,2334 22,6167 16,3286 0,00101 4,256495
Csoporton bell 1,4423 9 0,1603

88



A tablazatban Q; = 5,2334, Qy = 1,4423, F = 16,3286 és 1 — F(F) = 0,0010. Mivel
1—F(F) =0,0010 < 0,05 = «, ezért 1 —a = 0,95 szinten elutasitjuk azt a hipotézist,

hogy a buza fajtaja nincs hatassal a terméshozamra.

8.2. Kétszeres osztalyozas interakcié nélkiil

Vizsgaljuk két tényezo hatasat egy £ valoszinliségi valtozéra. Legyen az 1. tényezonek
r1, mig a 2. tényezonek ry killonbozo szintje. Jelolje &;; az 1. tényezo 4. szintjéhez
¢és a 2. tényezd j. szintjéhez tartozd valoszinliségi valtozot. Feltessziik, hogy &;; €
€ Norm(m;j;0) (i =1,2,...,r1; j = 1,2,...,ry) figgetlenek, ahol minden paraméter
ismeretlen.

Két nullhipotézist fogunk vizsgalni. A Hél) szerint az 1. tényezo6 kiillonbo6zo szintjei
nincsenek hatassal &-re. A Hé2) szerint a 2. tényezo kiilonb6zo szintjei nincsenek
hatassal &-re.

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

L T2

5.‘ .7’17,2;]2:15@]’

_ 1 T2

Eoi=—> & (i=1,2,...,m),
T2]1

_ 1 n ]
§, = —Z&j (1=1,2,...,13),

Q=72 Z (EZ - g>2 ’

Q2 —le(g g)

Qs : —2122(@] & -€,+2),
i=1j5=1

F1 _(Tg—l)'égi),

Foi=(ri —1)- gz

Fi=F[F(r = L (r = D)(r2 = 1)) ]
Fy = F[F(rz —1;(ry = 1)(re — 1))]

Ekkor 1 — Fi(F;) > ailletve 1 — F5(Fy) > « elfogadasi tartomanyokkal « terjedelmi
probat kapunk Hél) illetve H(()Q) esetén.
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8.2. Példa. A 8.1. példat tovabb gondolva, tegyiik fel, hogy nem csak a buza fajtajat,
hanem a parcella talajtipusat is vizsgalni szeretnénk a terméshozamot illetoen, vagyis
nem egy, hanem két tényezo hatasat figyeljiik. Tegytik fel, hogy r = 3 fajta buzat
ry = 4 tipusu talajba vetették. Azaz az 1. tényezonek 3, a 2. tényezének pedig 4
szintje van. A §;; jelentse az ¢. buzafajta j. talajtipuson vett terméshozamat. A kapott

mintarealizaciok a kovetkezok:

Su(w) =751 &a(w) =634 &i3(w) =5,07 Lu(w) = 6,17
521(&)) = 5,43 fgg(u]) = 4,81 523(&)) = 3,42 514(&]) = 4,00
531(&1) = 5,76 fgg(w) = 4,71 fgg(bd) = 4,45 534(&]) = 4,33

Dontstink 0,95 szinten a kévetkezd nullhipotézisekrol:

Hél): a kiillonboz6 buzafajtak nincsenek hatassal a terméshozamra,

Hé2): a kiilonboz6 talajtipusok nincsenek hatéssal a terméshozamra.

Megoldas. Gépelje be az adatokat a kovetkezd dbra szerint:

A B C D
1 7,51 6,34 5,07 6,17
2 5,43 4,81 3,42 4
3 5,76 4,71 4,45 4,33

A feladatot az Adatok/Adatelemzés meniiponttal fogjuk megoldani. A legordiils

listdban valassza az Kéttényezos varianciaanalizis ismétlések nélkil sort, majd OK.

Bemeneti tartomdny: $A$1:$D$3
U Feliratok

Alfa: 0,05

Kimeneti tartomany: $A$4

OK

Ekkor a kovetkezo tablazatot kapjuk:

Tényezék 5SS df MS F p-erték  F krit.
Sorok 7,6532 2 3,8266 35,9278 0,0005 5,1433
Oszlopok 5,9744 3 1,9915 18,6978 0,0019 4,7571
Hiba 0,6391 6 0,1065

A tablazatban Q)1 = 7,6532, Qo = 5,9744, ()3 = 0,6391, F; = 35,9278, F5 = 18,6978,
1 — Fi(Fy) =0,0005 és 1 — F5(F2) = 0,0019.
Mivel 1 — F;(F;) = 0,0005 < 0,05 = «, ezért 1 — a = 0,95 szinten elutasitjuk a

Hél) hipotézist, azaz a kiillonb6zo buzafajtak hatassal vannak a terméshozamra.
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Masrészt 1 — Fy(F2) = 0,0019 < 0,05 = a, ezért 1 — a = 0,95 szinten elutasitjuk
a HéQ) hipotézist, azaz a kiillonboz6 talajtipusok hatassal vannak a terméshozamra.
Fontos, hogy ebben az esetben azt nem tudjuk vizsgalni, hogy a két tényez6 milyen
hatassal van egymasra, azaz, hogy egy konkrét buzafajta kiilonbozéképpen terem-e
a kiilonbo6z6 talajtipusokon, vagy hogy egy konkrét talajtipuson kiilonbozéképpen
teremnek-e a kiilonb6z6 buzafajtak, mert minden buzafajta—talajtipus kombinaciébol

csak egy mintaelemiink van.

8.3. Kétszeres osztalyozas interakciéval

Vizsgaljuk két tényezo hatasat egy & valoszinliségi valtozora. Legyen az 1. tényezonek
r1, mig a 2. tényezonek ry killonbozo szintje. Jelolje &;; az 1. tényezd 4. szintjéhez
és a 2. tényezd j. szintjéhez tartozd valdszinliségi valtozot. Feltessziik, hogy &;; €
€ Norm(m,j;0) (i =1,2,...,r; j = 1,2,...,ry) figgetlenek, ahol minden paraméter

ismeretlen. Minden &;;-hez készitsiink egy s elem{i mintat:
Cij1s Cijas - - -5 Cijs-
Harom nullhipotézist fogunk vizsgalni:

Hél): az 1. tényezo kiillonbo6zo szintjei nincsenek hatassal &-re,
H(()Q): a 2. tényezo kiillonb6zo6 szintjei nincsenek hatassal &-re,

Hég): a két tényezd egyiittes hatasa nem befolydsolja a £ értékét.

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

7 1 T1 T2 S

é T 1798 ;]z::lkzz:lfl]]w

Eoi=— > ) & (i=1,2,...,11),
728 521 k=1

. 1 r s .

Ej= > > &ix (1=1,2,...,m9),
180 k=1

18
fz]:*Z&gk (Z':].,Q,...,Tl;j:172,...,7’2),
S k=1
oo _ .2
Q1 = 7‘282 (fz - f) g
i=1
)2
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ry T2

Q3 = SZZ (gw & - E] +

i=1j=1

s
N
Do

T1 72 S

Q4 ::ZZZ@U’C ) )

i=1j=1k=1

. rira(s —1) Q)
1= "

ri—1 Q4
F— 7"17‘2(8—1) Q2
2= T,

ro — 1 Q4
F.o— 7“17"2(5—1) Qs
3= :

(m=1(r—1) Q4

F = F[F(rl — 1imyre(s — 1))},

Fy:= F[F(ry = Limra(s — 1)) ],

Fy = F[F((Tl —1)(rg — 1);r17a(s — 1))}

Ekkor 1—Fi(Fy) > a, 1= F,(F2) > ailletve 1—F3(F3) > « elfogadési tartoményokkal
a terjedelmi préobat kapunk rendre Hél), HSQ) és Hég) esetén.

8.3. Példa. Folytatva a 8.2. példat, ha a két tényezo kozotti kapcsolatot is vizsgalni
szeretnénk, akkor minden buzafajta—talajtipus kombinaciobol tobb mérést kell végez-
niink. Legyen az el6z6 példdban minden kombindciéra s = 3 mérésiink. Jelentse &y,
az i. buzafajta j. talajtipuson vett terméshozaméra vonatkozé, azaz az (i, j) celldban

végzett k. mérési eredményt. A kapott mintarealizaciok a kovetkezok:

§ii(w) = 7,51 &y(w) = 6,34 &iai(w) = 5,07 &ui(w) = 6,17
5112(00) = 7,03 {122(w) =5,8 5132(0J) =4,19 §142(W) =959
§uz(w) = 6,91 &az(w) = 6,61 &iz3(w) = 5,27 §az(w) = 6,2
5211(00) = 5,43 {221(w) =48 5231(0J) = 3,42 5141(60) =40
§n2(w) = 4,95 Eaoo(w) = 3,82 &as2(w) = 3,19 &raz(w) = 3.8
§ns(w) = 5,48 Eaog(w) = 4,18 Eosz(w) = 2,02 &ruz(w) = 3.9
Ea11(w) = 5,76 &g (w) = 4,71 &ga(w) =445 &u(w) =43
Ea12(w) = 5,90 Eg00(w) = 5,24 Eg32(w) = 4,65 Egaa(w) = 5,4
Ea13(w) = 6,01 &s93(w) = 4,07 E333(w) = 4,59 Eaus(w) = 5,7

Dontson a kovetkezoé nullhipotézisekrol:

Hél): a kiillonboz6 buzafajtak nincsenek hatassal a terméshozamra,
Hé2): a kiillonbozo6 talajtipusok nincsenek hatassal a terméshozamra,

Hég): a buzafajta és a talajtipus kozott nincs kapcsolat a terméshozamot illetéen.
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Megoldds. Gépelje be az adatokat a kovetkezd abra szerint:

A B C D E

g

2 751 634 507 617
3 703 581 4,19 5,9
4 691 661 527 628
5 543 4,81 3,42 4
6 495 3,8 3,19 3,8
7 548 4,18 2,02 3,94
8 576 471 445 4,33
9 59 524 465 541
10 6,01 4,07 459 5,7

Fontos, hogy az els6 sorba illetve oszlopba ne vigytink adatokat. Oda csak feliratok
keriilhetnek.
A feladatot az Adatok/Adatelemzés meniiponttal fogjuk megoldani. A legordild

listdban valassza az Kéttényezos varianciaanalizis ismétlésekkel sort, majd OK.

Bemeneti tartomany: $A$1:$E$10
Mintdanként hany sor: 3

Alfa: 0,05

Kimeneti tartomdny: $A$11

OK

Ekkor a kovetkezo tablazatot kapjuk:

Tényezdbk Ss df MsS F p-érték  F krit.
Minta 24,1034 2 12,0517 59,3583 5E-10 13,4028
Oszlopok 18,2751 3 6,0917 30,0035 3E-08 3,0088
Kolcsonhatas  2,0206 6 0,3368 11,6587 0,1746 2,5082
Belul 4,8728 24 0,2030

A tablazatban @7 = 24,1034, @, = 18,2751, Q3 = 2,0206, Q, = 4,8728, F; =
= 59,3583, Fy = 30,0035, F3 = 1,6587, 1 — F1(F;) =5-1071° 1 — F5(Fy) =3-1078
és 1 — Fy(Fs) = 0,1746.

Mivel 1 — Fy(F;) =5-1071 < 0,05 = «, ezért 1 — a = 0,95 szinten elutasitjuk a
Hél) hipotézist, azaz a kiilonboz6 buzafajtak hatassal vannak a terméshozamra.

Masrészt 1 — Fy(Fy) = 3-1078 < 0,05 = a, ezért 1 — a = 0,95 szinten elutasitjuk
a Héz) hipotézist, azaz a kiillonboz6 talajtipusok hatassal vannak a terméshozamra.

Harmadrészt 1 — F3(F3) = 0,1746 > 0,05 = a, ezért 1 — a = 0,95 szinten
elfogadjuk a Hég) hipotézist, azaz a btizafajta és a talajtipus kozott nincs kapcsolat

a terméshozamot illetoOen.
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9. fejezet
Regresszioszamitas

Az n, &, ..., & valdszintiségi valtozok esetén adjuk meg a legjobb

n~g(,. ... &) (9.1)

kozelitést ado g fiiggvényt. Ezt gy értjik, hogy az

E(U—g(fla---,ﬁk))z

értékét kell minimalizalni. Ez az ugynevezett legkisebb négyzetek elve. Az igy kapott
g fiuggvényt regresszios feliiletnek nevezziikk. Ha g linearis, akkor £ = 1 illetve k = 2
esetén a g figgvényt elsdfaji regresszios egyenesnek illetve elséfaji regresszios siknak
nevezzik. A regressziés feliilet tovabba &, . .., & ismeretében 1 megbecsiilhet6 (9.1)

alapjan.

9.1. Linearis regresszio

Sok esetben a regresszios feliilet meghatarozasa bonyolult feladat. Ilyenkor azzal

2
egyszerusithetjiik a probléméat, hogy E(n —g(&, ... ,fk)) minimumat csak a
g(wl,...,xk) = a9+ a1y + -+ aprg (ao,al,...,ak € R)

alakt — azaz linedris — fliggvények kozott keressiik. Természetesen ennek csak akkor
van értelme, ha a lineédris kapcsolatnak nem mond ellent valamilyen elvi vagy tapasz-
talati megfontolas. Ezt a tipusu regresszidszamitast linedris regresszionak nevezzik.
A feladat megoldasaban szerepl6 aq, . .., a, konstansokat a linedris regresszio eqyiitt-

hatéinak nevezziik. Az igy kapott g fliggvényt k = 1 illetve k = 2 esetén mdsodfaji
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regresszios eqyenesnek illetve mdsodfaji regresszios siknak nevezziik.
A linedaris regresszié egyutthatoinak értékét a gyakorlatban kell6 informéci
hignydban nem tudjuk kiszdmolni. Igy ekkor az (n,&1,...,&)-ra vonatkoz6 minta

alapjan kell ezeket megbecsiilni. Legyen ez a minta

iy &y &) 1=1,...,n.

Bevezetjiik a kovetkezo jeloléseket:

a:=(do,- .. ar)"
Y= (1, m0)
1 §11 Ce glk
yo |l @
Az BE(n —ag — a1&; — -+ — apép)? varhato értéket az
1 )
- Z(m —ag— a1 — - — akfik)
n;3

atlaggal becsiiljiik, igy az a becslése azon vektor, amely mellett ez az atlag minimalis.

Bizonyithato, hogy az a-ra vonatkozé
XY =X"Xa

tigynevezett normdlegyenlet a = (dy, . .., dy) ' -val jelolt megoldasa szolgaltatja a
linedris regresszi6 egyiitthatéinak becslését. Ebbdl, ha X T X invertalhaté matrix,
akkor

a=(dgp,...,a;) =(X"X)'XTY.

Ezutan az n ~ ag + a1&1 + - - - + apéy kozelitést fogjuk hasznalni. Specidlisan k£ = 1

esetén a linedris regresszio egyutthatdinak becslése (£ := & jeloléssel)

= _ Cova(n,§)
1 S%n

3 aozi_alg7

ahol Cov,(n, ) a tapasztalati kovarianciaja az (1, §)-re vonatkoz6 mintdnak. Ennek
alapjan a tovabbiakban az 1 ~ ag + a,£ kozelitést fogjuk hasznalni. (Megjegyezziik,

hogy a grafikus illeszkedésvizsgalatndl is ezt alkalmaztuk.) Az n és £ kozotti linedris
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kapcsolat feltételezésének jogossiagat az Un. determindcios egyiitthatoval szoktak

mérni, amely a tapasztalati korrelacios egytitthatd négyzete, azaz
R? := Corr,(n, £).

Ennek értéke minél kozelebb van 1-hez annal jobban feltételezhet6 a linearis kapcsolat.
Ha 0-hoz van kozel, akkor a két valoszintiségi valtozd kozott nem célszerii fiiggvény-

kapcsolatot keresni, mert feltehetéleg fiiggetlenek (pontosabban korreldlatlanok).

9.1. Példa. Jelentse n a talajvizszintet mm-ben és £ az 6szi csapadék mennyiségét
cm-ben. Az (n,£)-re vonatkoz6 elmult 18 évi mérésbél szarmazé mintarealizaciot
a minta-31.txt fajl tartalmazza. Ez alapjan becsiilje meg a linearis regresszio
egyltthatoit. A becsiilt masodfaji regresszios egyenest abrazolja a mintarealizacioval
egyltt. Szamolja ki a determinaciés egyiitthatét, majd becsiilje meg a talajvizszintet,

ha az 6szi csapadék 29,6 cm.

Megoldds. Toltse le a minta-31.txt fajlt, nyissa meg példaul Notepad programmal.
Ctrl+A és Ctri+C segitségével tegye a vagolapra a minta tartalmat. Nyisson meg
egy iires munkalapot Excelben, lépjen az Al cellara és Ctri+V segitségével illessze
be a mintarealizaciot.

Az ay,ag egytutthatok kiszamolasahoz jelolje ki a C1:D1 cellatartomanyt, majd

gépelje be a kovetkezd tombképletet:

|=LIN.ILL(A1:A18;B1:B18)].

Végiil nyomjon Ctri+Shift+Enter-t. Ennek hatésara C1 fogja a; értékét, illetve D1
fogja ag értékét tartalmazni.

A determinacids egyiitthatot a kovetkezé moédon szamolhatja ki:

|=RNEGYZET (A1:A18;B1:B18)].

Ennek értéke négy tizedesjegyre kerekitve 0,7931. Ez azt jelenti, hogy a lineéris
kozelités jonak mondhato.

Most kovetkezik a grafikon. Jelolje ki az n-ra vonatkozé mintét (A1:A18), majd

Besziras — Diagramok —

Pont- (zy) vagy buborékdiagram beszirdsa — Pont

Lépjen a diagramteriiletre, majd helyi meniib6l (jobb egérgomb) valassza az Adatok

kijelolése pontot.

Szerkesztés — Adatsor X értékei: =Munkal!$B$1:$B$18 — OK — OK
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		1,25		10,36

		1,4		8,94

		2,13		13,21

		1,19		15,8

		1,65		11,18

		1,89		13,64

		1,68		19,53

		1,77		24,56

		1,28		11,48

		1,16		7,77

		0,94		11,3

		3,69		28,13

		3,51		30,18

		3,14		23,14

		1,22		15,88

		2,29		19,76

		4,42		35,36

		2,9		25,4




Ezzel megjelennek a mintarealizacié pontjai. Kévetkezzen a masodfaju regresszios
egyenes becslésének a meghtzasa (az Excel ezt trendvonalnak nevezi). Lépjen ra
valamelyik kék jel6lé pontra. Helyi meniibél valassza a Trendvonal felvétele pontot

és valassza ki a Linedris tipust.

A talajvizszint becslése, ha az Oszi csapadék 29,6 cm, ezek alapjan ag + 29,6a1,

amit a kovetkezo modon is kiszamolhatunk:

|=TREND(A1:A18;B1:B18;29,6)].

A kapott érték 3,38 két tizedesjegyre kerekitve. Tehat 29,6 cm csapadék lehullasa

utan az adatok alapjan 3,38 mm-re becsiiljiik a talajvizszintet.

9.2. Példa. Jelentse n a Duna egy arhulldimanak tet6z6 vizallasat Budapesten cm-
ben, & az arhullamot kivalté csapadék mennyiségét mm-ben és & a Duna vizallasat
Budapestnél az esézés kezdetekor cm-ben. Az (1, &, &2)-re vonatkozé elmilt 26 évi
méréshol szarmazé mintarealizaciot a minta-32.txt fajl tartalmazza. Ez alapjan
becsiilje meg a linedris regresszié egyiitthatéit. Az idén az arhullamot kivalté csapadék
102 mm volt, illetve a Duna vizallasa Budapestnél az esézés kezdetekor 648 cm volt.
Ezekbol az adatokbdl becsiilje meg, hogy a Duna arhullaimanak tet6zo vizallasa

Budapesten hany cm lesz.

Megoldas. Nyissa meg a letoltott minta-32. txt fajlt példaul Notepad programmal,
majd Ctri+A és Ctri+C segitségével tegye a vagdlapra a tartalmat. Nyisson meg
egy tires munkalapot Excelben, lépjen az Al cellara, és Ctri+V segitségével illessze
be a mintarealizaciot. Az ds, a1, dg egyutthatok kiszamoldasdhoz jelolje ki a D1:F1

cellatartomanyt, majd gépelje be a kdvetkezot:

|=LIN.ILL(A1:A26;B1:C26)].

Végiil nyomja meg a Ctrl+Shift+Enter billentytiket. Ennek hatasara az ds, dy, ag
értékek rendre megjelennek a D1, E1, F1 cellakban. A D2 celldba gépelje be a 102
értéket, az E2 cellaba a 648 értéket. Ekkor a tet6z6 vizallas becslése a kovetkezo

fiiggvénnyel szamolhato ki:
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		590		58		405

		660		52		450

		780		133		350

		770		179		285

		710		96		330

		640		72		400

		670		72		550

		520		43		480

		660		62		450

		690		67		610

		500		64		380

		460		33		460

		610		57		425

		710		62		560

		620		54		420

		660		48		620

		620		86		390

		590		74		350

		740		95		570

		730		44		710

		720		53		700

		720		77		580

		640		46		700

		805		123		560

		510		26		370

		673		62		430




[=TREND (A1:A26;B1:C26;D2:E2)].

A kapott érték egészre kerekitve 800 cm.

9.2. Fixpontos linearis regresszi6

A linedris regresszio feladata tovabb sziikitheto, ha tudjuk, hogy a keresett linedris
fiiggvény athalad egy rogzitett ponton.
2
Legyenek t, ..., t; € R rogzitett konstansok. Az E(n—g(fl, o ,&)) minimumat

keressiik azon
g(xl,...,xk) =ag+ajxy + -+ apry (ao,al,...,ak GR)

fuggvények kozott, melyekre teljesiil, hogy ¢g(t1,...,tx) = to, azaz a g fiiggvény
athalad a (t1,...,tx, to) Ggynevezett fixponton. Ez az Ggynevezett fixpontos linedris
regresszio. A megoldast ado g fiiggvényt k = 1 illetve k = 2 esetén fizpontos regresszios

eqyenesnek illetve fixpontos regresszios siknak nevezzik.

A fixpontos linearis regresszié egytitthatoira az (1, &y, . . ., &) valdsziniségi vektor-
valtozora vonatkozd (n;, &, ..., &), @ = 1,...,n minta alapjan adhatunk becslést.
Haty=--- =1t =0 (azaz y = g(x1,...,xx) dtmegy az orign), akkor

Yr:::<n17"'7nn>T

SERERERIR ST
gnl s gnk

jelolésekkel
(@,...,a:)" = (X' X)) XY,

Ezutdn az n ~ a,& + - - - + apé& kozelitést fogjuk hasznalni. Tetszéleges to, ..., 1, €
€ R esetén az el6z6 becslési eljarast hajtsuk végre az (n — to, & — ty, ..., & — tg)-ra
vonatkoz6 mintara. Az igy kapott ay, ..., ay értékekkel az n—tg ~ a1 (& —t1) +- -+

+ ak(ﬁk — tk), azaz
n:t0+al(§1 —t1)++a]€(§k—tk)

kozelitést fogjuk hasznélni.
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9.3. Példa. Jelentse n egy vizsgalt ellenallason atfolyé dram erdsségét Amperben,
illetve ¢ az ellendllasra adott fesziiltséget Voltban. Az (n, £)-re vonatkozd 10 mérésbél
szarmazd mintarealizaciot a minta-33.txt fijl tartalmazza. Természetesen £ = 0
esetén n = 0. Ez alapjan becsiilje meg a fixpontos linedris regresszié a; egyiitthatojat.
A kapott egyenest abrazolja a mintarealizaciéval egyttt. Adjon becslést arra, hogy

mekkora lesz az dramerdsség 12V raadott fesziiltség esetén.

Megoldas. Nyissa meg a letoltott minta-33. txt fajlt példaul Notepad programmal,
majd Ctri+A és Ctri+C segitségével tegye a vagélapra a tartalmat. Nyisson meg egy
iires munkalapot Excelben, 1épjen az A1l cellara és Ctri+V segitségével illessze be a

mintarealizaciét. Az a, kiszamolasahoz hasznalja a kévetkezot:

|=LIN.ILL(A1:A10;B1:B10;HAMIS)|.

A kapott érték 0,0254 négy tizedesjegyre kerekitve, igy a tovabbiakban az n ~ 0,0254&

kozelitést lehet haszndlni. (Vagyis az ellendllds becslése gos=r ~ 39,4 Ohm.)

Most kovetkezik a grafikon. Jelolje ki az n-ra vonatkozd Al:A10 mintat, majd

Besziras — Diagramok —

Pont- (zy) vagy buborékdiagram beszirdsa — Pont

Lépjen a diagramteriiletre, majd helyi meniib6l (jobb egérgomb) valassza az Adatok

kijelolése pontot.
Szerkesztés — Adatsor X értékei: =Munkal!$B$1:$B$10 — OK — OK

Ezzel megjelennek a mintarealizaciéo pontjai. Kévetkezzen a fixpontos regresszios
egyenes becslésének a meghuzasa. Tudjuk, hogy tg = t; = 0, azaz most az origd a
fixpont. Lépjen ra valamelyik kék jel6lo pontra. Helyi meniibol valassza a Trendvonal
felvétele pontot. Vélassza ki a Linedris tipust, a Metszéspontot pipéalja ki és allitsa

O-ra (ez a ty értéke).

0,6
0,5
0,4

0,3

0,2
0,1

0

Az abra csak akkor helyes, ha t; = 0, mert annak értékét nem lehet allitani Excelben.

Az aramerdsség becslése 12V esetén
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0,15	5,31

0,42	14,80

0,15	8,33

0,28	7,71

0,57	17,97

0,06	5,76

0,22	13,12

0,44	19,32

0,48	18,13

0,20	9,35




|=TREND (A1:A10;B1:B10;12;HAMIS)

médon szamolhatd. A kapott érték 0,30 két tizedesjegyre kerekitve. Tehat 12V

fesziiltség esetén az atfolyd dram erGsségét 0,3 A-ra becstiljik.

9.4. Példa. Az (n,&, & )-re vonatkoz6 mintarealizdciét a minta-34.txt f4jl tartal-
mazza. Ez alapjan becsiilje meg a fixpontos linearis regresszio aq, as egyiitthatoit
(t1,t2,t0) = (0,4;0,75; 1) fixpont esetén. Ebbdl adjon becslést n-ra, ha & = 1,3 és
& =1.5.

Megoldas. Nyissa meg a letoltott minta-34.txt fajlt példaul Notepad programmal,
majd Ctri+A és Ctri+C segitségével tegye a vagélapra a tartalmat. Nyisson meg egy
iires munkalapot Excelben, lépjen az Al cellara, és Ctri+V segitségével illessze be
a mintarealizaciot. A to = 1, t; = 0,4, to = 0,75 értékeket irja be rendre a G1, H1,
I1 celldkba. A D2 celldba irja be, hogy [=A1-G$1]. A kitoltéjelet hizza F2-ig, majd a
kitoltojelre kattintson kétszer.

Az 4y, a; kiszamolasahoz jelolje ki a G2:H2 cellatartomanyt, gépelje be a kovetke-

zOt:

|=LIN.ILL(D1:D15;E1:F15;HAMIS)],

majd nyomja meg a Ctri+Shift+Enter billentytiket. A kapott értékek 1,9983 és 0,3312

négy tizedesjegyre kerekitve, igy a tovabbiakban & = xy és & = x4 esetén
n~1+0,3312(z; — 0,4) + 1,9983(xs — 0,75)

kozelitést lehet hasznalni. Ennek értékét kell kiszamolni z; = 1,3 és xo = 7,5 esetén.
Ehhez az vy —t; = 1,3 — 0,4 és z9 — ty = 7,5 — 0,75 értékeket gépelje a G3 és H3
cellakba, majd

|=G1+TREND(D1:D15;E1:F15;G3:H3;HAMIS)]|.

A kapott érték 14,79 két tizedesjegyre kerekitve. Tehat n ~ 14,79, ha & = 1,3 és
§ =1,

9.3. Nemlinearis regresszi6

A linearis regresszios kozelités sok esetben nem célszerti, mert valamilyen elvi vagy
tapasztalati tény a linearis kapcsolatnak ellentmond. Ilyenkor meg kell tippelni, hogy
milyen tipusu fiiggvény kozeliti jobban a kapcsolatot a linedrisnal (hatvany, exponen-

cilis, logaritmus, stb.), majd a regresszios fliggvény keresését le kell sziikiteni erre a
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		12,76		0,57		6,62

		19,30		1,20		9,75

		5,03		1,84		2,29

		18,00		3,87		8,81

		3,63		1,90		2,07

		7,86		2,18		3,62

		8,41		3,07		4,14

		17,27		3,63		8,12

		15,51		0,13		8,24

		16,04		2,72		8,18

		5,97		0,80		2,98

		7,72		1,32		3,86

		17,17		0,01		8,80

		9,51		2,47		4,46

		3,17		3,43		1,46




csoportra. Néhany esetben valamilyen transzformaciéval ez a keresés visszavezethetd
a linearis esetre. Most csak ilyen esetekkel foglalkozunk k£ = 1 esetén, azaz amikor az

n valészintiségi valtozot akarjuk becsiilni € valamilyen fiiggvényével.

9.3.1. Polinomos regresszio

Ebben az esetben a regresszios fiiggvényt
y:ao+a1x+a2x2+---+arxr (ag,...,a, € R})

alakban keressiik. Ekkor az aq, . . ., a, egyiitthatokat az n, £, &2, ..., & kozott végre-

hajtott linearis regresszi6 adja.

9.5. Példa. Az (n, &)-re vonatkoz6 mintarealizaciét a minta-35.txt fijl tartalmazza.
Ez alapjan becsiilje meg a méasodfoki polinomos regresszios fiiggvényt. A kapott

parabolat abrazolja a mintarealizacioval egyiitt.

Megoldas. Nyissa meg a letoltott minta-35.txt fajlt példaul Notepad programmal,
majd Ctri+A és Ctri+C segitségével tegye a vagélapra a tartalmat. Nyisson meg egy
iires munkalapot Excelben, 1épjen az A1l cellara és Ctri+V segitségével illessze be a
mintarealizaciot. A C1 celldba irja be, hogy [=B172], majd a kitolt6jelre kattintson
kétszer. Az as, aq, ag kiszamolasahoz jelolje ki az D1:F1 tartoméanyt, gépelje be a

kovetkezot:

[=LIN.ILL(A1:A10;B1:C10)],

majd nyomja meg a Ctri+Shift+FEnter billentytiket. A kapott értékek —4,3773,
15,6534 és —7,2032 négy tizedesjegyre kerekitve, igy a masodfokti polinomos reg-

resszios fliggvény becslése:
y = —4,37732% + 15,65342 — 7,2032.

Most kovetkezik a grafikon. Jelolje ki az n-ra vonatkozé mintat (A1:A10), majd

Beszirdis — Diagramok —
Pont- (zy) vagy buborékdiagram beszirdsa — Pont

Lépjen a diagramtertiletre, majd helyi meniibél (jobb egérgomb) vélassza az Adatok

kijelélése pontot.

Szerkesztés — Adatsor X értékei: =Munkal!$B$1:$B$10 — OK — OK
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-5,44	2,12

-40,64	5,06

-25,32	4,37

-4,09	1,06

14,16	1,93

-39,59	5,08

10,27	1,05

5,11	3,19

3,56	0,61

-5,00	0,17




Ezzel megjelentek a mintarealizacié pontjai. Kévetkezzen a masodfokt polinomos reg-
resszios fiiggvény becslésének a megrajzolasa. Lépjen ra valamelyik kék jelold pontra.
Helyi meniibdl valassza a Trendvonal felvétele pontot és valassza ki a Polinomidlis
Fokszam 2) tipust.

-11
-21

-31

. y =-4,3773x? + 15,653x - 7,2032

9.3.2. HatvanykitevOs regresszio

Ebben az esetben a regressziés fliggvényt
y=az’ (a€R,, beR)

alakban keressiik. Ez azzal ekvivalens, hogy Iny = Ina + bInz, igy ekkor Inn és In¢
kozott linearis regresszidt végrehajtva, a kapott ag, a; egytitthatdkra teljesiil, hogy

ag=1na, a; = b, azaz a = e, b= a,.

9.6. Példa. Az (n, &)-re vonatkoz6 mintarealizaciét a minta-36.txt fijl tartalmazza.
Ez alapjan becsiilje meg a hatvanykitevos regresszios fiiggvényt. A kapott fliggvényt

abrazolja a mintarealizaciéval egytitt.

Megoldas. Nyissa meg a letoltott minta-36.txt fajlt példaul Notepad programmal,
majd Ctri+A és Ctrl+C segitségével tegye a vagolapra a tartalmat. Nyisson meg
egy iires munkalapot Excelben, lépjen az Al cellara és Ctri+V segitségével illessze
be a mintarealizaciét. A C1 celldba irja be, hogy [=LN(A1)], a kitoltéjelet hiizza a D1
cellaig, majd a kitoltojelre kattintson kétszer. Az ay, ag kiszdmolasahoz jelolje ki az

E1:F1 tartomanyt, gépelje be a kdvetkezot:

|=LIN.ILL(C1:C20;D1:D20)],

majd nyomja meg a Ctrl+Shift+FEnter billentyliket. Ekkor a = = 3,0982
ésb=a; = 3,4833 négy tizedesjegyre kerekitve, igy a hatvanykitevos regresszios
fliggvény becslése:

y = 3,0982231833,
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		8079,69		9,55

		5169,17		8,41

		790,05		4,91

		556,20		4,45

		8288,45		9,62

		862,89		5,04

		5246,19		8,44

		83,45		2,59

		853,24		5,02

		3157,08		7,30

		2075,71		6,48

		5203,04		8,42

		1669,26		6,09

		878,79		5,07

		1550,87		5,96

		2611,24		6,92

		836,74		4,99

		3549,87		7,55

		185,64		3,24

		30,43		1,91




Most kovetkezik a grafikon. Jelolje ki az n-ra vonatkozé mintat (A1:A20), majd

Besziras — Diagramok —

Pont- (zy) vagy buborékdiagram beszirdsa — Pont

Lépjen a diagramteriiletre, majd helyi meniib6l (jobb egérgomb) valassza az Adatok

kijelolése pontot.
Szerkesztés — Adatsor X értékei: =Munkal!$B$1:$B$20 — OK — OK

Ezzel megjelentek a mintarealizacié pontjai. Kovetkezzen a hatvanykitevos regresszios
figgvény becslésének a megrajzolasa. Lépjen ra valamelyik kék jelolé pontra. Helyi

meniibdl valassza a Trendvonal felvétele pontot, majd valassza ki a Hatvdnyos tipust.

9000
8000 y = 3,0982x34833
7000
6000
5000
4000
3000
2000
1000

9.3.3. Exponencialis regresszio

Ebben az esetben a regressziés fiiggvényt
y=ab® (a,b€R,)

alakban keresstik. Ez azzal ekvivalens, hogy Iny = Ina + (Inb)x, igy ekkor Inn és £
kozott linearis regressziot végrehajtva, a kapott ag, a; egytitthatokra teljesiil, hogy

ag =1na, a; =Inb, azaz a = e*, b = e".

9.7. Példa. Az (n, &)-re vonatkoz6 mintarealizaciét a minta-37.txt fijl tartalmazza.
Ez alapjan becsiilje meg az exponencialis regressziés fliggvényt. A kapott fiiggvényt

abrazolja a mintarealizacidval egyiitt. Becsiilje meg ebbdl n értékét, ha & = 5.

Megoldas. Nyissa meg a letoltott minta-37.txt fajlt példaul Notepad programmal,
majd Ctri+A és Ctrl+C segitségével tegye a vagolapra a tartalmat. Nyisson meg egy
iires munkalapot Excelben, lépjen az A1l cellara és Ctri+V segitségével illessze be
a mintarealizaciét. Az el6z6 megoldas logikajat is lehet kovetni, de Excelben erre
az esetre van kilon figgvény. A E, a kiszamolasahoz jelolje ki a C1:D1 tartomanyt,

gépelje be a kovetkezot:
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23,68	1,45

4,96	0,14

44,62	2,01

55,93	2,19

18,60	1,09

27,04	1,45

323,24	3,79

874,89	4,70

8,39	0,55

21,63	1,33




|=L0G.ILL(A1:A10;B1:B10)],

majd nyomja meg a Ctrl+Shift+FEnter billentytiket. Ekkor b= 3,0495 és a = 4,8127

négy tizedesjegyre kerekitve, igy az exponencidlis regressziés fliggvény becslése:
y = 4,8127 - 3,0495".

Ezutan

[=NGV (A1:A10;B1:B10;5)].

értéke 1269,14, amely az 1 becslése & = 5 esetén. Most kovetkezik a grafikon. Jelolje

ki az n-ra vonatkoz6 mintét (A1:A10), majd

Besziras — Diagramok —

Pont- (zy) vagy buborékdiagram beszirdsa — Pont

Lépjen a diagramtertiletre, majd helyi meniibél (jobb egérgomb) véalassza az Adatok

kijelolése pontot.
Szerkesztés — Adatsor X értékei: =Munkal!$B$1:$B$10 — OK — OK

Ezzel megjelentek a mintarealizacié pontjai. Kovetkezzen az exponencidlis regresszios
fiiggvény becslésének a megrajzolasa. Lépjen ra valamelyik kék jelolo pontra. Helyi
meniibdl valassza a Trendvonal felvétele pontot, majd valassza ki a Exzponencidlis
tipust.

1000
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9.3.4. Logaritmikus regresszio

Ebben az esetben a regresszios fiiggvényt
y=a+blnz (a,beR)

alakban keressiik. Igy ekkor 7 és In € kozott linedris regressziét végrehajtva, a =

= ap, b= a;. (Lasd a 9.5. gyakorlatot.)
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9.3.5. Hiperbolikus regresszi6
Ebben az esetben a regresszios fiiggvényt

1
a+ bx

y= (a,b € R)
alakban keressiik. Ez azzal ekvivalens, hogy y~! = a + bz, igy ekkor n~! és & kozott

linedris regressziot végrehajtva, a = ag, b = a;. (Lasd a 9.6. gyakorlatot.)

9.4. Gyakorlatok

9.1. gyakorlat. Az (n, &, &, &3) valdsziniiségi vektorvaltozora vonatkozd mintareali-
zaciot a minta-38.txt fajl tartalmazza. Ez alapjan becsiilje meg a linearis regresszié
egyitthatoit, majd ebbdl n értékét, ha & = 6,3, & = 0,7, & =0,9.

9.2. gyakorlat. Az (7, )-re vonatkozé mintarealizaciét a minta-39.txt fajl tar-
talmazza. Ez alapjan becsiilje meg a (t1,%y) = (0,3) fixpontos linearis regresszié
ay egyitthatéjat. A kapott egyenest dbrazolja a mintarealizacidéval egytitt. Adjon

becslést arra, hogy mekkora lesz 7, ha & = 1,6.

Utmutatds. Nézze 4t a fixpontos linedris regressziéndl taldlhaté példakat. Az abrézo-

lasnal a trendvonal felvételénél a metszéspontot allitsa 3-ra.

9.3. gyakorlat. Az (1,1, &2, &3) valdszintiségi vektorvaltozéra vonatkozd mintareali-
zaciét a minta-38.txt fijl tartalmazza. Ez alapjan becsiilje meg a (¢1,to, t3,t9) =
= (1,1,1,1) fixpontos linedris regresszié egyiitthatéit, majd ebbdl n értékét, ha
& =63, & =07, & =09.

9.4. gyakorlat. Oldja meg az exponencialis regressziéra vonatkozd példat
és fuggvények nélkil.

Utmutatas. Haszndlja fel az exponencialis regresszio és a linedris regresszio kapcsola-
tat.

9.5. gyakorlat. Az (n,£)-re vonatkozé mintarealiziciét a minta-40.txt fajl tar-
talmazza. Ez alapjan becsilje meg a logaritmikus regresszios fiiggvényt. A kapott
fliggvényt abrazolja a mintarealizacioval egyiitt. Becsiilje meg ebbdl n értékét, ha
&=53.

Utmutatds. Hasznalja fel a logaritmikus regresszié és a linedris regresszié kapesolatat.
A trendvonal felvételénél a logaritmikus pontot jelolje ki. Az eredményt a kovetkezd

abra mutatja.
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		5,04		9,86		1,70		0,06

		8,98		9,47		2,40		0,89

		-4,67		6,04		2,93		0,33

		2,32		8,69		1,70		0,00

		-2,84		5,05		2,54		-0,61

		4,19		6,15		1,05		0,71

		11,81		9,92		0,62		0,09

		5,90		8,17		0,41		-0,47

		7,90		7,09		0,11		0,12

		9,07		6,79		0,44		-0,11

		-3,99		5,72		2,93		0,62

		7,37		6,43		1,94		-0,03

		6,16		9,37		1,11		0,05

		-0,26		8,40		2,48		-0,23

		8,95		7,94		0,82		-0,59




		-4,50		-1,08

		-6,65		-2,57

		-16,07		-2,67

		13,53		1,18

		-6,48		-1,47

		2,20		0,29

		2,84		0,11

		10,38		0,77

		16,23		1,41

		1,55		-1,95

		15,42		1,91

		-12,24		-2,53

		0,79		-0,37

		4,98		0,65

		-1,95		-0,79




		-7,91		9,95

		-5,08		6,08

		-6,81		10,14

		-4,52		4,73

		-5,57		8,42

		-2,32		3,52

		-3,54		3,55

		-6,77		10,00

		-6,43		9,01

		-5,23		7,50

		-7,07		10,86

		-2,62		3,72

		-2,79		3,83

		-6,16		7,30

		-1,80		2,95

		-4,23		4,24

		-5,74		5,68

		-6,37		7,38

		-4,44		5,30

		-0,36		1,76




0 .

4 0 8 10

2 4

-3

4

-5

5 °

i )

7 (] ®
y =-3,918In(x) + 2,004

-8 - o

9.6. gyakorlat. Az (n,£)-re vonatkozé mintarealizdciét a minta-41.txt fajl tar-
talmazza. Ez alapjan becsiilje meg a hiperbolikus regresszios fiiggvényt. A kapott
figgvényt abrazolja a mintarealizacioval egyiitt. Becsiilje meg ebbdl n értékét, ha

£=42.

Utmutatds. Hasznélja fel a hiperbolikus regresszié és a linearis regresszié kapcsolatét.

Az eredményt a kovetkezé abra mutatja.

03 -
0,25 -
0,2
0,15 -
01

0,05

A becstilt gorbe egyenlete y = . A trendvonal abrazolasanal vegyen fel

1
2,8347+5,0766x
strtin pontokat a gérbén és folytonos vonallal hizza azokat Gssze, gy, ahogy azt a

tapasztalati és valodi eloszlasfiiggvény egy diagramon vald dbrazolasanal tettiik.
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		0,14		0,88

		0,03		7,12

		0,01		8,10

		0,05		3,56

		0,04		6,10

		0,06		3,58

		0,02		9,01

		0,03		8,93

		0,28		0,29

		0,26		0,43

		0,02		8,38

		0,07		2,07

		0,03		4,04

		0,06		2,50

		0,04		7,94

		0,02		9,51

		0,02		9,27

		0,03		9,19

		0,13		1,12

		0,14		1,13




10. fejezet

Osszefoglalé

10.1. Eloszlasok generalasa

10.1.1. Egyenletes eloszlasbdl szarmaztatott eloszlasok

Itt az n, 1o, M1, M2, - - . fliggetlen, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasi valdszinii-

ségi valtozokat jelent.

o Diszkrét egyenletes eloszlas

Ha m € N, akkor [mn]+ 1 diszkrét egyenletes eloszlast az {1, ..., m} halmazon.

o Karakterisztikus eloszlas

Ha 0 < p < 1, akkor I,, karakterisztikus eloszlast p paraméterrel.

e Binomialis eloszlas
,
Har € Nés 0 <p <1, akkor } I,,., r-edrendll p paramétert binomialis
i=1

eloszlas.

« Hipergeometrikus eloszlas
Legyen r, M, N € N, M < N, tovabbd r < min{M, N — M }. Ekkor

i1+ 1, han < ]\/[_E.i_l,
&=0, &:= i1 S N (i=1,...,7)
&ty kiilonben,

jeloléssel &, hipergeometrikus eloszlasu N, M, r paraméterekkel.

« Poisson-eloszlas
Ha X > 0, akkor min {s eNU{0} :momy -+ s < e } Poisson-eloszlast A pa-

raméterrel.
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¢ Geometriai eloszlas

Ha 0 < p < 1, akkor min {s € N : n, < p} geometriai eloszldsi p paraméterrel.

o Folytonos egyenletes eloszlas
Ha a,b € R, a < b, akkor a + (b — a)n az [a,b] intervallumon egyenletes

eloszlést.

o Exponencialis eloszlas

Ha A\ > 0, akkor — 1“” exponencialis eloszlasi A paraméterrel.

¢ Gamma-eloszlas

Ha A > 0ésr € N, akkor —¢ Z Inn; r-edrendi A paraméterii gamma-eloszlast.

Tetszoleges r, A > 0 esetén F (17) r-edrendii A paraméteri gamma-eloszlasu,
ahol F' = F[Gamma(r; \)].

« Normalis eloszlas
Ha m € R és o > 0, akkor m + ov/—21Inn, cos(27n,) illetve F~!(n) normalis
eloszlast m varhaté értékkel és o szorassal, ahol F' = F[Norm(m;o)]. (Standard

normélis eloszlds esetén m =0, 0 =1 és F = ®.)

10.1.2. Normalis eloszlasbdl szarmaztatott eloszlasok

Itt az n,n; (i € N) fiiggetlen standard normalis eloszldst valoszintiségi valtozokat,

mig £ a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlast valdsziniiségi valtozot jelent.

o Khi-négyzet eloszlés
Ha s € N, akkor Z n? illetve F~1(€) khi-négyzet eloszlast s szabadsagi fokkal,

ahol F' = F[Khl( )]

o t-eloszlas
Ha s € N, akkor 7,/s/ ES: n? illetve F'~1(€) t-eloszldsu s szabadségi fokkal, ahol
i=1

F = F[T(s)].

o Cauchy-eloszlas
Ha p e R és o > 0, akkor p + 0"1 illetve p + o tg (2§ — 1) Cauchy-eloszlasu

1 és o paraméterekkel. (Standard Cauchy-eloszlds esetén =0 és o = 1.)

o F-eloszlas

Ha sq, s9 € N, akkor 2 Z nl/ Z n? illetve F~1(£) F-eloszlast s; és sq sza-
i=s1+1

badsagi fokkal, ahol F' = F [F(s1; s9)].
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10.2. Grafikus illeszkedésvizsgalat

Legyen 1 < xy < --- < x,, tovabba tegyiik fel, hogy a mintarealizaci6 legkisebb

eleme nagyobb x1-nél, a mintarealizacié legnagyobb eleme pedig kisebb x,-nél.

o Exponencialitasvizsgalat
Ha a vizsgalt valdszinliségi valtoz6 exponencialis eloszlasi A paraméterrel,
akkor y; := ln<1 —F;:(a:z)) jeloléssel az (x1,41), - . ., (%, yr) koordinataju pontok
koriilbeliil egy olyan egyenesre esnek, melynek —\ a meredeksége és atmegy az

origén.

o Normalitasvizsgalat
Ha a vizsgalt valészintiségi valtozo normalis eloszlast m varhaté értékkel és o
szorassal, akkor y; := ®~! (E;k (xl)) jeloléssel az (z1,v1), ..., (T, y,) koordina-
taju pontok kortlbeliil egy olyan egyenesre esnek, melynek % a meredeksége ¢és

—2 értéknél metszi a fliggbleges tengelyt.

10.3. Intervallumbecslések

Legyen a & valdszintiségi valtozora vonatkozo minta &, ...,&,, és 1 — a a becsiilendd

paraméterre vonatkozé [11, 7] konfidenciaintervallum biztonségi szintje.

¢ € Norm(m; o)

m az ismeretlen becsiilend6é paraméter, o ismert
neEe et (iog) megr et (1-5)

¢ € Norm(m; o)

m ismert, o az ismeretlen becsiilendé paraméter

F = F[Khi(n)]
T = \/1 S (& —m)? = \/1 > (& —m)?

F1(1-%) & F(5) &

¢ € Norm(m; o)
m ismeretlen, ¢ az ismeretlen becsiillend6é paraméter
n > 2, F'= F[Khi(n —1)]

R I ©)

¢ € Norm(m; o)

m az ismeretlen becsiilendé paraméter, o ismeretlen
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n>2 F=F[T(n-1)]

n=€-5%F'(1-2) n=¢+%F"'(1-3)

« {€Exp())

A az ismeretlen becstilendé paraméter

F = F|Gamma(n;1)]

n=md)F () m=(nd"

« { € Bin(l;p)

1p—1 (1 B

)

N[R

p az ismeretlen becsiillend6 paraméter

T = lemax{z eN: Y (?)El(l — i< 3‘}
i=0

Ty = imin{z eN: XZ: (7)?(1 -t >1 —3‘}
i=0

Nagy n-re:
c:®_1(1—%)
ra c? c ra ra c
7_ _§+%—ﬁ\/5(1_f)+£
1 — 2
1+ =
ra c? c ra ra C
. _5+%+ﬁ\/f(1—f)+£
2 — 2
I+

:g—Q% £1-¢)
:£+Q%v&1—®

o { az [a,b] intervallumon egyenletes eloszlasu

a ismert, b az ismeretlen becstilend6 paraméter

F = F|[Gamma(n;1)], ¢; = F! <Q> ey =F1 (1 _ g)

nn=a-+ (601 ijl(& — a))%

n

Ty =a+ (602 & - a))%

=1

2 2

10.4. Paraméteres hipotézisvizsgalatok

A kovetkezékben 1 — o a proba szintjét jelenti.

o Egymintas u-préba
¢ € Norm(m; o), m ismeretlen,

mOE]R.

o ismert, a &-re vonatkozd minta n elemii,

Hy: m=my

kritikus tartomany

Hy:m # myg

Hi:m<mg

Hl:m>m0

2 -20(Jul) < a
1 —P(Jul) <aésu<0
1—®(Ju]) <aésu>0
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ahol

Kétmintas u-préba
¢ € Norm(mq;01), n € Norm(me; 09) fuggetlenek, my, my ismeretlenek, oy, o9

ismertek, a -re vonatkozdé minta n; elemi, az n-ra vonatkozd minta ns elemi.

Hy: my = my | kritikus tartomany
Hll ml#mQ 2-2@(’“‘) <«
Hi:mi<ms | 1—(Ju)) <aésu<0

Hi:mpy>ms | 1—®(Ju)) <aésu>0

ahol B
&7
u =
g % 92
m T me

Egymintas t-préoba
¢ € Norm(m; o), a paraméterek ismeretlenek, a -re vonatkoz6 minta n elemii,

mgy € R.

Hy: m = my | kritikus tartomany
Hi:m#my | 2-2F(t]) < «
Hi:m<my|1-F(t) <aést<0
Hi:m>my | 1-F(t])) <aést>0

ahol

t:ggfﬁm és F = F[T(n—1)).
Kétmintas t-préba
¢ € Norm(my;o01), n € Norm(ms;09) fliggetlenek, o1 = 09, a paraméterek

ismeretlenek, a &-re vonatkozé minta n; elemf, az n-ra vonatkoz6 minta ne

elemii.
Hy: my = my | kritikus tartomany
Hl:ml#mg 2—2F(‘t|><a
Hi:my<mg | 1-F(t]) <aést<0
Hi:my>mo | 1= F(t]) <aést>0
ahol
€7 — 2
t= Sl \/nlng(n1+n2 ) és F =F[T(ni+ny—2)].
\/”1552,711 +nS2,, ny + no
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e Scheffé-modszer
¢ € Norm(my;oq), n € Norm(mes; 0y) fliggetlenek, a paraméterek ismeretlenek,

a &-re vonatkoz6 minta n; elemi, az n-ra vonatkozé minta ns elemi, ny < no.

Hy: my = my | kritikus tartomany
Hi:my#mg | 2-2F(t]) < «
Hi:my<mg | 1-F(t]) <aést<0
Hi:my>mg | 1—=F(t]) <aést>0

ahol
Tl,l 1 2l . .
i =& i+t —= - 1=1,...,n
G=& =y, m};nk 7 ( 1)
jeloléssel

t = Z Jar és F=F[T(ns —1)].

C:nl

Specidlisan ny = ngy esetén (; = & — n; teljesiil. A moddszert ekkor pdrositott
t-probanak is nevezik. Ebben az esetben a mddszer akkor is alkalmazhato, ha a

mintak nem fliggetlenek, de csak akkor, ha & — n normaélis eloszlasu.

« Welch-préba
¢ € Norm(my;01), n € Norm(mag; 09) fliggetlenek, a paraméterek ismeretlenek,

a &-re vonatkozd minta ny elemti, az n-ra vonatkozd minta ny elemti.

Hy: my = my | kritikus tartomany
Hi:my#mge | 2-2F(Jt]) < «
Hi:my<mg | 1—F(t]) <aést <0
Hi:my>me | 1=F(t]) <aést>0

ahol —_—
t:= 5_77 - és F ~ F[T(s)].
g)nl _|_ ;;777'2
s N9

Az s szabadségi fok a ¢ értékének kerekitése a legkozelebbi egészre, ahol

L2 2 )

._ Sf»nl b= SW,TLQ L (CL + b)
a:=—"t0 phi= TR0 o= 5
ni Ny a b

7’L1—1+7’LQ—1

o F-préba
¢ € Norm(my;01), n € Norm(mag; 09) fliggetlenek, a paraméterek ismeretlenek,

a &-re vonatkoz6 minta n, elemi, az n-ra vonatkozé minta ns elemii.
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Hy: 01 = 05 | kritikus tartomany

Hy: 01 # 09 | 2min{F(F),1 - F(F)} < «
Hi:o01 <oy | min{F(F),1-F(F)} <aésF<1
Hy:oy>09 | min{F(F),1-F(F)} <aé F>1

ahol )
— Sg’nl
S+

n,n2

F és F:=F[F(n;y —1;ny —1)].

Khi-négyzet préba normalis eloszlas szérasara

¢ € Norm(m; o), a paraméterek ismeretlenek, a -re vonatkozé minta n elemi,

o9 > 0.
Hy: 0 = 0y | kritikus tartomény
Hy: 0 # 0o | 2min{F(x?),1 — F(x*)} < «
Hy:o <o | min{F(x*),1 - F(x*)} <aésx*<n—1
Hy:o0>o00 | min{F(x*),1 - F(x*)} <aésx*>n—1
ahol
S’
x'=-"L(n—1) és F = F[Khi(n—1)].
70

Statisztikai préba az exponencialis eloszlas paraméterére

¢ € Exp()), ahol A ismeretlen, a &-re vonatkozé minta n elemiti, Ay > 0.

Hy: A= X\g | kritikus tartomany

Hi: A# X | 2min{F(v),1 — F(7)} < «

Hi: A<X | min{F(y),1-F(y)} <aésy>n
Hi: A> X | min{F(v),1 - F(v)} <aésy<n

ahol
v=Xné és F = F|Gamma(n;1)].

Statisztikai proba valészintiségre

¢ € Bin(1; p), p ismeretlen, a &-re vonatkoz6 minta n elemi, 0 < py < 1.

Hy: p=pg | kritikus tartomany

Hi:p#po nE<F‘1(%)Vagyng>F_1(l—%)
Hy:p<p | n€E < Fla)

Hy:p>py | nE>F Y 1—a)

ahol
F~Y(2) = min {z EN:Y (?)195(1 — o) > x} .

1=0
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10.5. Nemparaméteres hipotézisvizsgalatok

A kovetkezékben 1 — av a préba szintjét jelenti.

o Tiszta illeszkedésvizsgalat valésziniiségre

Ai, ..., A, teljes eseményrendszer, pi,...,pr ER,, p1+ -+ p. = 1.

‘HO: A; valoszinlisége p; Vi ‘,

Legyen p; az A; gyakorisaga n kisérlet utan (o; > 10 Vi),

r o 1,)2
v; = np;, X2:ZM és F ~ F[Khi(r — 1)].

i=1 Vi
Kritikus tartomany: 1 — F(x?) < a.

o Tiszta illeszkedésvizsgalat eloszlasfiiggvényre

Legyen £ a vizsgalt valdszintiségi valtozé és Iy egy eloszlasfiiggvény.

’HO: ¢ eloszlasfiiggvénye FO‘

Legyen a1 < ag < -+ < a,_1, I = (—o00,a1), I = [a1,a2), I3 = [as,a3),

ooy Iy = lap_9,a,-1), I, = [a,_1,00). Jelblje g; a &-re vonatkozd n elemii
mintaban az I; intervallumba esé mintaelemek szaméat (o; > 10 Vi), tovabba
legyen py = Fo(ar), pa = Fola2) — Fo(ar), ps = Folas) — Fo(az), .-, pro1 =
= Fo(a,—1) — Folar—2), pr = 1 — Fy(ar—1),

2
v; = np;, XQ:ZM és F ~ F[Khi(r — 1)].

i=1 Vi
Kritikus tartomany: 1 — F(x?) < a.

o Becsléses illeszkedésvizsgalat
Legyen & a vizsgalt valoszintiségi valtozo és Fy eloszlasfiiggvény minden 9 €
€ © C RY esetén.

‘HO: ¢ eloszlasfiiggvénye Fy valamely 9 € © esetén‘

Legyen a1 < ag < -+ < a,_1, I = (—o00,ay1), I = [a1,a2), I35 = [as,a3),
ooy Loy = ap_9,a,1), I, = [a,_1,00). Jeldlje g; a &-re vonatkozd n elemii

mintaban az I; intervallumba es6 mintaelemek szamat (o; > 10 Vi). Legyen
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U a ¥ maximum likelihood becslése H, feltételezésével, tovabba p; = Fs(ay),
P2 = F(as) — Fy(a1), p3 = Fy(as) — Fyaz), -, Dr—1 = Fy(a,-1) — Fy(ar—2),
p\r =1- F{9\<ar—1>7

v; = np;, szM és F ~ F[Khi(r — 1 —v)].

i=1
Kritikus tartomany: 1 — F(x?) < a.

Fiiggetlenségvizsgalat eseményrendszerekre
Ay, A, és By, ..., B két teljes eseményrendszer. A nullhipotézisben azt

feltételezziik, hogy a két eseményrendszer fliggetlen egymastol, azaz

ahol P a valédi valészintiség. Végezziink n darab kisérletet. Legyen g;; az A;N B,

gyakorisaga (o;; > 10), k; az A; gyakorisaga, l; az B; gyakorisdga,

=y @ o p o k(- 1)(s - D))

i=1j=1 Vij
Kritikus tartomany: 1 — F(x?) < a.

Fiiggetlenségvizsgalat két valdsziniliségi valtozora

A vizsgalt valészintiségi valtozok & és n.

‘HO: Eésn fﬁggetlenek‘

A (&, n)-ra vonatkoz6 minta (§1,1m1), - -, (&ny M )-

Legyen ay < a1 < --- < a,, tegylk fel, hogy &, ..., &, minden eleme benne
van az [ag,a,) intervallumban. Jeldlje k; a &, ...,&, mintaban az [a;_1,a;)

intervallumba es6 elemek szamat.

Legyen by < by < --- < bs, tegyiik fel, hogy ny,...,n, minden eleme ben-
ne van a [by, bs) intervallumban. Jelolje I; az ny,...,n, mintdban a [b;_1,b;)

intervallumba esé elemek szdmat.
Jelolje o;; a (&,m), ..., (&, m,) mintdban az [a,_1, a;) X [bj_1, b;) tartomanyba

es6 elemek szamat (o;; > 10),

kil
n

, X?:ZZM és F o~ F[Khi((r —1)(s — 1))].

Vi =
J
Vij

i=1j=1
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Kritikus tartomany: 1 — F(x?) < a.

Homogenitasvizsgalat
Legyenek &1, ..., &, ésm, ..., nn, a € illetve n fliggetlen valoszintiségi valtozokra

vonatkozd minték.

‘HO: & és m azonos eloszlésfl‘

Legyen ag < a; < --- < a,, tegyiik fel, hogy mindkét minta minden eleme benne
van az [ag, a,) intervallumban. Jeldlje o;; a &, ..., &,, mintdban az [a;_1,a;)
intervallumba esé elemek szamat (g;; > 10), illetve g0 az 1, ..., n,, mintdban
az a;_1,a;) intervallumba es6 elemek szamat (0;2 > 10), tovabba

ij

_leatoo)n o NS @) p -]
ny + no ’ i=1j=1 Vij

Kritikus tartomany: 1 — F(x?) < a.

Kétmintas el6jelpréba

(57 n>_ra vonatkozd minta (617 771)7 EIC) (£n7 T]n)

Hy: P(§>n) = 3 | kritikus tartomény
Hy:PE>n)£L | B<FY(2) vagy B>F'(1—2)
Hi: P(>n) <3| B<Fa)
Hi:P>n>35|B>F*'1-a)

ahol B azon (&;,n;) mintaelemek szdma, melyekre & — n; pozitiv, tovabba

() :min{z EN: 2230 (:‘) (;)n > x}

Kolmogorov — Szmirnov-féle kétmintas proba
¢ és n folytonos eloszlasfiiggvényti fiiggetlen valoszintiségi valtozok, az ezekre

vonatkozé minték &, ..., &, illetve ny, ..., n, (n > 30).

‘HO: & és m azonos eloszlésﬁ‘

&-re illetve n-ra vonatkozdé mintakhoz tartozo tapasztalati eloszlasfiiggvények
Ex illetve G},

D = g ‘max max{|F,f(€Z) = GL(&)|, [F (i) — GZ(ni”}’

1=1,....,n
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K(2) =142 (~1)ie 2%,
=1

Kritikus tartomany: K (D) > 1 — a.

o Kolmogorov —Szmirnov-féle egymintas préba

¢ folytonos eloszlasfiiggvényti valoszinliségi valtozo, az erre vonatkozd minta
&, 6 (n > 30)

‘HO: ¢ eloszlasfiiggvénye F ‘

D = /n max max{|F,(&) - F(&)],1G; (&) — F(&)I},
ahol F' a tapasztalati eloszlasfiiggvény, k; azon mintaelemek szama, melyek

ki

n

nem nagyobbak &-nél és G*(&;) =
K(z)=1+2) (=1)e 2,
i=1

Kritikus tartomany: K (D) > 1 — a.

10.6. Regresszi6észamitas

Az, &, ..., & valoszintiségi valtozdkra adjuk meg azt az n ~ g(&1, ..., &) kozelitést
2

ado6 g fuiggvényt, melyre E(n —g(&,. .. ,fk)) minimalis. Az ilyen tulajdonsagu g

fliggvényt (regresszids fiigguény) a gyakorlatban csak becstilni tudjuk az (1, &1, . . ., &)

valoszinliségi vektorvaltozora vonatkozo

(772'751'17"'7&16)7 izla"'an

minta alapjan. Legyen ez a becslés . Ezutén az |n ~ g(&1, . .., &) | kozelitést fogjuk

hasznalni.

e Linearis regresszi6

A regresszios fiiggvényt csak a

g(z1,...,xp) =ag +mxy + -+ agxy (ao,...,a € R)

alaku fiiggvények kozott keressiik. Ekkor az

7]:&0+61§1++@k§k‘
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kozelitést fogjuk hasznalni, ahol ay, ..., a, rendre aq, ..., a; becslései.

Fixpontos linearis regresszio

Legyenek ty, ..., t, € R rogzitett konstansok. A regresszios fiiggvényt

g(xl,...,xk) :to—i-al(fl,‘l—tl)—i-"'—i—ak(Ik—tk) (al,...,akER)

alakban keressiik. Ekkor az

neto+a (& —ty) + -+ ap(&e — tr)

kozelitést fogjuk hasznalni, ahol aq, ..., a, rendre aq, ..., a; becslései.

Polinomos regresszio

k =1 és a regressziés fliggvényt

y = ag+ a1r +agx® +---+ax”  (ag,...,a, €R.)

alakban keressiik. Az ao, . .., a, egyiitthatokat az [, &1, 67, ..., &) | kozott vég-

rehajtott linearis regresszio adja.

Hatvanykitevls regresszio

k =1 és a regressziés fliggvényt

y=ar" (a€R,, beR)

alakban keressiik. Ez azzal ekvivalens, hogy

Iny=Ina+blnz,

igy ekkor [Inn és In & | kozott linedris regressziot végrehajtva, a kapott ag, a;

egyiitthatokra teljestl, hogy

’a:e , b=uay|

Exponencialis regresszio

k =1 és a regresszits fliggvényt

y=ab® (a,beR,)
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alakban keressiik. Ez azzal ekvivalens, hogy

Iny =Ina+ (Ind)z,

igy ekkor kozott linearis regressziot végrehajtva, a kapott ag, a;

egyiitthatokra teljestl, hogy

o Logaritmikus regresszio

k =1 és a regresszios fliggvényt

y=a+blnz (a,beR)

alakban keressiik. Igy ekkor kozott linearis regressziot végrehajtva,

’a:ao, b:al‘.

« Hiperbolikus regresszi6

k =1 és a regressziés fliggvényt

y= (a,b € R)

a+ bx

alakban keressiik. Ez azzal ekvivalens, hogy

y~l = a+ b,

fgy ekkor |~ ! és & | kozott linedris regressziot végrehajtva,

’a:ao, b=ay|

10.7. Excel fiiggvények

10.7.1. Analysis ToolPak aktivalasa

Az Adatok/Adatelemzés meniipont hasznélatdahoz aktivalja az Analysis ToolPak
bévitményt: Fajl/Bedllitasok/Bdévitmények majd Ugrds gomb. Pipalja ki az Analysis
ToolPak sort majd OK.
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10.7.2. Képlet bevitele

Minden képletet = jellel kell kezdeni. Ha a képlet egyértékii eredményt ad, akkor

nyomjon Enter-t.

10.7.3. Tombképlet bevitele

Ha a képlet eredménye tomb (példaul egy métrix inverze), akkor elészor jelolje
ki a megfelelé méretli tombot, gépelje be a képletet (el6tte =), majd nyomjon
Ctri+Shift+Enter-t.

10.7.4. Tombképlet javitasa

Ha egy tombképletet javitani akar, akkor jelolje ki a tombképletre vonatkozé tombot,
F2, javitas, majd Ctrl+Shift+FEnter.

10.7.5. Miveletek

Osszeadas
7] kivonas
SZOTI'ZAs

0sztas

hatvanyozas

10.7.6. Relaciok

[=] egyenlo
kisebb

nagyobb

kisebb vagy egyenlo
nagyobb vagy egyenlo
nem egyenld

10.7.7. Konstansok

e = [KITEV ()]
™ =[P10]
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10.7.8. Logikai fiiggvények

\HA(feltétel ;ha igaz;ha hamis) \

[ES(feltétell;feltétel2;...)]
[VAGY (feltétell;feltétel2;...)|

10.7.9. Elemi fiiggvények

2] = [ABS ()] z € R

] =[INT @]z € R

signx = [ELAJEL(2)] © € R

Inz =[LN@)]| x>0

log, z = [L0G(z;a)] 2 >0, a >0, a# 1
Vv =YK |z > 0

2® = [HATVANY (z;0)| =

¢" = [RITEVG ()] v € R

sinz = [SIN(z)]z € R

cosx =[C0S(x)] x € R

tgr = [TAN(@)] z € R,  # k7, ahol k péaratlan egész
arcsinx = x € [-1,1]
arccos T = x e [—1,1]

arctg x = [ARCTAN(z)| x € R

['(z) = :fouxle“ du = x>0

10.7.10. Matrixok

[MDETERM (témb) | A témb-ben taladlhaté n x n tipusi matrix determindnsa

|TRANSZPONALAS (témb) | A témb-ben taldlhaté m x n tipusi métrix transzpondltja,

mely egy n X m méretii tombben helyezkedik el (tombképlet!).

|INVERZ .MATRIX (témb)| A témb-ben taldlhaté n x n tipusi matrix inverze, mely egy

n x n méreti tombben helyezkedik el (témbképlet!).
[MSZORZAT (t6mb1; t6mb2) | A témb1l-ben taldlhaté m X n tipust matrix és a témb2-ben

talalhaté n x k tipust matrix szorzata, mely egy m x k méretii tombben helyezkedik
el (tombképlet!).
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10.7.11. Kombinatorika
m! = m € N

m!! = [FAKTDUPLA (m)| m € N (m!! az Gn. szemifaktoridlis, amely 1-3-...-m, ham
péaratlan, illetve 2 -4 -...-m, ha m pdaros.)

(7,?) = [KOMBINACIOK (m;k)|m € N, k=0,...,m

o = [VARIACIOK (m; )| m € N, k=0,...,m

Unthat bl )t — [SZORHANYFAKT (ks ks - - 3 ki) | Kk, - Ky €N

10.7.12. Pszeudo-véletlen szam generalasa

[0, 1] intervallumon egyenletes eloszldsi pszeudo-véletlen szdm
VELETLEN.KOZOTT (a;b) | = [INT((b-a+1)*VEL ) +a (a,b € N, a < b) diszkrét egyenle-

tes eloszlasi pszeudo-véletlen szam az {a,a + 1,...,b} halmazon

10.7.13. Statisztikak

Legyen a £ valészintiségi valtozora vonatkozé x4, . . ., x, mintarealizaci6 az A oszlopban.

Jelolje x7, ...,z a rendezett mintarealizaciot. Ekkor

x} = [MIN(A:A)

x) = [MAX(A:A)

r} = [KICSI(A:A;R) | k=1,....,n

i =[NAGY(A:A;k+ D] k=0,....,n—1

min{k : zj = 2;} = [RANG.EGY (z;;A:A;D)]i=1,...,n
min{k : 2_, = x;} +1 = [RANG.EGY (x;;4:A;0)|i =1,...,n

1 = |DARAB(A:4A)

*

& = |ATLAG(A: D)
Sn = [sZ0R.S(A:M)]
Sp = [VAR.S(A: )]

S, = [SZOR.M(A:4)
Syt =
tapasztalati medidn =

tapasztalati médusz = [MODUSZ.EGY (A:A) |

100t%-os tapasztalati kvantilis = [PERCENTILIS.TARTALMAZ (A:A;)|0 <t <1
tapasztalati alsé kvartilis = [KVARTILIS.TARTALMAZ(A:A;1)]

tapasztalati fels6 kvartilis = [KVARTILIS.TARTALMAZ (A:A;3)]

tapasztalati ferdeség = |[FERDESEG.P(A:4) ]

tapasztalati lapultsdg (csicsossdg) = [CSUCSOSSAG(A:4) |
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NgE

T; = |SZUM(A:A)

@
Il
=

é x? = [NEGYZETOSSZEG (A:4) |

S (@— 82 =

%i)l |v; — €| = [ATL.ELTERES (A:8) |
Zﬁl r; = [SZORZAT(A:A)]

x; = [MERTANI.KOZEP (A:8)|z; >0 (1 =1,...,n)

-1
(,ll > 1) = [HARM.KOZEP(A: M) |z, >0 (i =1,...,n)

Lz
i=1"

a-nal kisebb elemek szdma = [DARABTELI(A:A;"<"&a)] a € R (2023. marciusa utani

Excel-verziékban ez a fliggvény DARABHA néven érheté el.)

(a,b]-beli elemek szdma = [DARABHATOBB(A:A;">"&a;A:A;"<="&b)|a,b € R
a-ndl kisebb elemek Osszege = [SZUMHA(A:A;"<"&a)|a € R

(a,b]-beli elemek ésszege = |SZUMHATOBB(A:A;A:A;">"&a;A:A;"<="¢b)| a,b € R
a-nal kisebb elemek 4tlaga = [ATLAGHA(A:A;"<"&a)| a € R

(a, bl-beli elemek atlaga = \ATLAGHATO'BB (A:A;A:A;">"&a; A:A; "<="&b)\ a,b e R

Legyen a &-re vonatkozé mintarealizacié xq, . .., x, és az n-ra vonatkozo mintarealiza-
cié Y1, ..., Yn. Az A oszlop i-edik soraban legyen x;, illetve a B oszlop i-edik soraban

legyen vy;. Ekkor

Cov,,(&,m) = [KOVARIANCIA.S(A:A;B:B)]
Corr,,(¢,17) = [KORREL(A:A;B:B)]
R? = Corr2(&,n) = [RNEGYZET(A:A;B:B)|

3

> x;y; = [SZORZATOSSZEG (A: A;B:B)]

s
I
—

=
~—~
8

@
Il
=

i — ¥i)? = [SZUMXBOLY2(A:A;B:B)|

M=

(27 — y?) = [SZUMX2BOLY2(A: A;B:B)]

.
[y

3

(22 + y?) = [SZUMX2MEGY2(A:A;B:B)]

@
I
-

10.7.14. Eloszlasfiiggvények

« Binomiilis eloszlas (r-edrendii p paraméterti)

(2

k . )

> (1)p'(1 — p)"~ = [BINOM.ELOSZL(k; 73 p; 1GAZ) |
=0

reN, k=0,...,7, 0<p<1

« Hipergeometrikus eloszlas
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k (M) (N—]w

> <N>) = |HIPGEOM.ELOSZLAS (k;7; M ; N; IGAZ) |
=0

rnM,NeN M< N, r <min{M,N—- M}, k=0,...,r

r

» Poisson-eloszlas (\ paraméterii)

k 1 =
> Are™ = [POISSON.ELOSZLAS (k;\;IGAZ)| A >0, k=0,1,...

=0

« Exponencilis eloszlas (A paraméterii)
F(x) =1—e** = [EXP.ELOSZL (2; \;IGAZ)| A > 0, z > 0

o F-eloszlas (s; és sy szabadsagi foku)
F(x) = [F.ELOSZL(;51;52; IGAZ)| 81,82 € N, 2 >0

« Gamma-eloszlas (r-edrendl A paraméterti)
F(z) = [GAMMA.ELOSZL (z;7;1/); IGAZ) |, A > 0, 2 > 0

« Khi-négyzet eloszlas (s szabadséigi foku)
F(x) = |[KHINEGYZET.ELOSZLAS (x;5;1GAZ) | s € N, 2 >0

« Normalis eloszlas (m és o paraméterii)
F(z) =2 (%) — [NORM.ELOSZLAS (z;m; 0 ; IGAZ) |
m,r €R, >0

o« Standard normadlis eloszlas

T 2
®() = 4= | e 7 dt = [NORM.S ELOSZLAS (z;16AZ)| « € R

 t-eloszlas (s szabadsagi fokn)
F(x) =[T.ELOSZL(z;s;IGAZ)| s € N, z € R

10.7.15. Inverz eloszlasfiiggvények

« Exponencidlis eloszlas (A paraméterti)

F\(z) = FIRG=D/A A > 0, 0 < o < 1

o F-eloszlas (s1 és sy szabadsédgi foki)
F~'(z) = [F.INVERZ(z;51;52) | 51,52 €N, 0 <z < 1

« Gamma-eloszlas (r-edrendli A paraméterii)
F~'(z) = [GAMMA.INVERZ (z;7;1/N) |1, A >0, 0 <z <1

« Khi-négyzet eloszlas (s szabadsagi foku)
F~!(x) = [KHINEGYZET.INVERZ(z;s)| s € N, 0 <z <1
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« Normalis eloszlas (m és o paraméterii)

F~1(x) = [NORM.INVERZ (z;m;0)|m €R, 0 >0, 0 <z <1

o« Standard normadlis eloszlas

®~1(r) = [NORM.S.INVERZ(2)]| 0 < z < 1

 t-eloszlas (s szabadsigi fokn)
F~'(z) =[T.INVERZ(z;8)| s €N, 0 <z < 1

10.7.16. Eloszlasok

» Binomialis eloszlas (r-edrendii p paraméterti)
(Z)pk(l — p)"~% = [BINOM.ELOSZL (k;7;p; HAMIS) ]
reN, k=0,...,m, 0<p<1

« Hipergeometrikus eloszlas

(A{) (N—]\J
k r—k
N

) _ [HIPGEOM.ELOSZLAS (k;7; M ; N ;HAMIS) |

T

rnM,NeN M< N, r <min{M,N—-M}, k=0,...,r

» Poisson-eloszlas (\ paraméterii)

Ale™ = [POISSON.ELOSZLAS (k; \; HAMIS)| A > 0, k= 0,1,...

10.7.17. Suruségfiiggvények

« Exponencilis eloszlas (A paraméterii)

f(z) = X\e™* = [EXP.ELOSZL (2; \;HAMIS) | A > 0, 2 > 0

o F-eloszlas (s; és sy szabadsédgi foku)
F(x) = [F.ELOSZL(x;s1;52; HAMIS)| 1,82 € N, >0

« Gamma-eloszlas (r-edrendli A paraméterii)
f(z) = |GAMMA.ELOSZL (x;7;1/X;HAMIS) | r, A > 0, = >0

« Khi-négyzet eloszlas (s szabadséigi foku)

f(x) = [KHINEGYZET.ELOSZLAS (z; s ; HAMIS) | 2 > 0

« Normalis eloszlas (m és o paraméteril)

fl@)=1¢ (”E‘m) = |NORM.ELOSZLAS (2 ;m; 0 ;HAMIS) |

oz

m,r €R, >0
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o« Standard normadlis eloszlas

2
o(z) = ﬁe‘? = [NORM. S.ELOSZLAS (z;HAMIS)| z € R

o t-eloszlas (s szabadséagi foku)
F(r) =[T.ELOSZL(z;s;HAMIS)| s € N, z € R

10.7.18. Grafikus illeszkedésvizsgalat

’MEREDEKSEG (témb_yi;témb_l'i)‘ Az (z;,y;), i = 1,...,r pontokra illesztett linearis

trendvonal meredeksége.

IMETSZ (témb_y;;témb_z;) | Az (x4, y;), i = 1,...,r pontokra illesztett linedris trendvo-

nal fliggéleges tengelymetszete.

10.7.19. Intervallumbecslés

2@7! (1 - %) = [MEGBIZHATOSAG. NORM(a;0;m)| 0 < a <1, 0> 0, n €N

Sip=t(1-4) = [MEGBTZHATOSAG. T(a; S53m) | F = F[T(n—1)], 0<a <1, n€N

min{cEN: Xc: (T;)pi(l—p)”_i > x} = [BINOM.INVERZ(n;p;a)|n € N, 0 < p <
i=0
<1, 0<zx<l1

10.7.20. Paraméteres hipotézisvizsgalatok
A &-re illetve n-ra vonatkozoé mintarealizaciok az A illetve B oszlopokban vannak.
o Egymintas u-préba

1 — ®(u) = |2.PROB(A:A;mp;0)]
2 — 2®(|u|) = [2+MIN(Z.PROB(A:A;mg;0);1-Z.PROB(A:A;mg;0))]

o Egymintas t-préba
A &-re vonatkozo mintarealizaciéo minden tagja mellett szerepeljen mg értéke a
B oszlopban.
2 —2F(|t]) = |T.PROB(A:A;B:B;2;1)]
1 — F(|t|) = [T.PROB(A:A;B:B;1;1)]

o F-préba
2min{F(F),1 — F(F)} = [F.PROB(A:A;B:B)|

o« Kétmintas t-préoba
2 —2F(|t|) =|T.PROB(A:A;B:B;2;2)|
1 — F(|t]) = |T.PROB(A:A;B:B;1;2)]
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» Scheffé-médszer azonos mintaelemszamra (parositott t-préba)
2 —2F(|t|) =|T.PROB(A:A;B:B;2;1)|
1 — F(|t]) = |T.PROB(A:A;B:B;1;1)]

e Scheffé-mddszer kiilonb6z6 mintaelemszamra
Az (-ra vonatkoz6 mintarealizacié a C oszlopban van és minden tagja mellett
szerepeljen 0 a D oszlopban.
2 —2F(|t]) = |T.PROB(C:C;D:D;2;1)]
1 — F(Jt|) = [T.PROB(C:C;D:D;1;1)]

« Welch-préba
2 —2F(|t]) = |T.PROB(A:4;B:B;2;3)]
1 — F(|t|) = [T.PROB(A:A;B:B;1;3)]

» Statisztikai préba valésziniiségre
F~!(x) = [BINOM.INVERZ(n;po; )|

10.7.21. Nemparaméteres hipotézisvizsgalatok

o Tiszta illeszkedésvizsgalat

1-F() = ’KHINEGYZET .PROBA (p; tartomanya;v; tartoménya)‘

o Fiiggetlenségvizsgalat
1 — F(x?) = [KHINEGYZET .PROBA (0;; tartomanya; v;; tartomanya) |

« Homogenitasvizsgalat
1 — F(x?*) = [KHINEGYZET . PROBA (g;; tartoméanya;v;; tartomanya)|

o Kétmintas elgjelpréba
F~!(x) = [BINOM. INVERZ (n;1/2;2) ]

10.7.22. Regresszioszamitas

o Linearis regresszi6
eta: n-ra vonatkoz6 mintarealizaciot tartalmazo n x 1 méretli tomb.
xi: (&1, .., &)-ra vonatkoz6 mintarealizaciét tartalmazé n x k méretii tomb.
X: x1,...,T szamokat tartalmazo 1 x k méreti tomb.
(@x,@g—1,...,09) = [LIN.ILL(eta;xi)| (1 x (k + 1) méreti tombképlet!)
do + @11 + - - - + G, = [TREND (eta;xi;x)]
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o Fixpontos linearis regresszi6
eta-t: (n — tp)-ra vonatkozé mintarealiziciét tartalmazé n x 1 méret tomb.
xi-t: (& — t1,...,& — tg)-ra vonatkoz6 mintarealizaciot tartalmazé n x k
méreti tomb.

X-t: x1 — t1,...,x, — 1 szamokat tartalmazd 1 x k méretii tomb.

(@k,@g—1,...,01) = [LIN.ILL(eta-t;xi-t;HAMIS)| (1 X k méretii tombképlet!)
aj(xy —t1) + -+ -+ ag(xy — ty) = |[TREND (eta-t;xi-t;x—t;HAMIS)|

« Exponencialis regresszio
eta: n-ra vonatkozo mintarealizaciot tartalmazo n x 1 méretit tomb.

xi: & -re vonatkozo mintarealizaciét tartalmazé n x 1 méretit tomb.

(b, @) = [LOG. ILL (eta;x1)] (1 X 2 méretii tombképlet!)

a-b° = \N'OV(eta;xi;:L‘)‘
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