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Eloszo

Ez a tananyag az Eszterhazy Kéroly Katolikus Egyetem matematikai statisztika
el6adasaibol késziilt. Az 6sszeallitasnal nem az volt cél, hogy a matematikai statisztika
minden fontos agat ismertessiik, inkabb arra torekedtiink, hogy a taglalt témakorok
mindegyikére kell6 id6 jusson az egy féléves kurzus alatt.

A Valoszintdségszamitas cimi fejezet nem keriil ismertetésre az eléadéason, a
célja azoknak a fontos fogalmaknak az Osszefoglalasa, melyekre sziikségiink lesz
a matematikai statisztika megértéséhez. Ennek atismétlését az Olvaséra bizzuk.
Ezen fejezet masik célja, hogy a valdoszinliségszamitas és a matematikai statisztika
szOhasznalatat és jeloléseit Osszehangoljuk. A jeloléseket kiilon is 6sszegytijtottiik.

A sziikséges definiciokon, tételeken és bizonyitasokon tul, elméleti szamitasokat
igényld feladatokat is megoldunk. Ezek olyan tételek, amelyeknek a bizonyitdsan
érdemes Onalléan is gondolkodni, mielott a megoldast elolvasnank.

Ehhez a tananyaghoz kapcsolédik Témécs Tibor [17] jegyzete, amely a gyakorlati
orak témait dolgozza fel. Itt szamitogéppel megoldhatéd gyakorlatokat taldlunk. A
statisztikdban szokasos tablazatokat nem mellékeljiik, mert az ezekben talalhato
értékeket szintén szamitogéppel fogjuk kiszamolni.



Jelolések

Altalanos

a pozitiv egész szamok halmaza

a valés szdmok halmaza

R-nek énmagaval vett n-szeres Descartes-szorzata
a pozitiv valos szamok halmaza

rendezett elempar vagy nyilt intervallum
kozelitoleg egyenld

az x valos szam egész része

az [ figgvény inverze

az f fiiggvény a-beli jobb oldali hatarértéke

az A matrix transzponaltja

az A métrix inverze
az A matrix determindnsa

Valészintliségszamitas

(Q,F,P)
P(A)

E¢

E( | n)
E¢|n=1y)
D¢, D¢
cov (&, 1)
corr(&,n)
@

®

r

I4
Bin(r; p)
Exp(})

valbszintiségi mezo

az A esemény valdsziniisége

& varhato értéke

feltételes varhato érték

feltételes varhato érték

¢ szorasa illetve szorasnégyzete

kovariancia

korrelacios egyiitthaté

a standard normalis eloszlas stirtiségfiiggvénye
a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye
Gamma-fiiggvény

az A esemény indikatorvaltozoja

az r-edrendil p paraméterii binomialis eloszlasi valészintiségi valto-

z6k halmaza

a A paraméterii exponencialis eloszlasi valdszintiségi valtozok hal-

maza



Norm(m; o)

Normg(m; A)

Gamma(r; \)

Khi(s)

az m varhato értékll és o szérasu normadlis eloszlasu valdszintiségi
valtozok halmaza

az m és A paraméterii d-dimenziés normalis eloszlasi valdsziniiségi
vektorvaltozok halmaza

az r-edrendii A\ paraméteri gamma-eloszlasi valészintiségi valtozok
halmaza

az s szabadsagi foku khi-négyzet eloszlasi valdszintiségi valtozok
halmaza

az s szabadsagi foku t-eloszlasi valdszinliségi valtozdk halmaza

az s1 és S szabadsagi foku F-eloszlasi valdszintiségi valtozok hal-
maza

Ha & valdszintiségi valtozo és V a £-vel azonos eloszlast valoszintiségi
valtozok halmaza, akkor F[V] a V-beli val6sziniiségi valtozok kozos
eloszlasfiiggvényét jelenti. Példaul & = F[Norm(0;1)].

Matematikai statisztika
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Py
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fo, Fy
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Ln

J

Hy,, H,
,PHoa PHl

statisztikai mezo

tapasztalati eloszlasfliggvény

a &-re vonatkozd minta atlaga (mintadtlag)
tapasztalati szords illetve szérasnégyzet

&-re vonatkozo tapasztalati szorés illetve szérasnégyzet
korrigdlt tapasztalati szoras illetve szérdsnégyzet

&-re vonatkozo korrigalt tapasztalati szoras illetve szérasnégyzet
rendezett minta

tapasztalati kovariancia

tapasztalati korrelacios egyiitthaté

paramétertér

a U} paraméterhez tartozo valoszinliség

a 1 paraméterhez tartoz6 varhato érték

a ¥ paraméterhez tartozé szoras illetve szérasnégyzet
a v paraméterhez tartozé sliriség- illetve eloszlasfiiggvény
Fisher-féle informaciémennyiség

likelihood fiiggvény

loglikelihood fliggvény

a 1) paraméter becslése

nullhipotézis, ellenhipotézis

Hy illetve H; esetén lehetséges valoszinliségek halmaza



1. fejezet
Valé6szintliségszamitas

Ennek a fejezetnek a célja, hogy atismételjiik a valdszintiségszamitas azon fogalmait
és jeloléseit, amelyek sziikségesek a matematikai statisztikdhoz. Az itt kimondott
allitasokat és tételeket nem bizonyitjuk, feltételezziik, hogy ezek mar ismertek a
kordbban tanultak alapjan.

1.1. Valésziniliségi mezo

1.1.1. Véletlen esemény

Egy véletlen kimenetelti kisérlet matematikai modellezésekor azt tekintjiik esemény-
nek, amelyrdl egyértelmiien eldontheto a kisérlet elvégzése utan, hogy bekovetkezett-e
vagy sem. gy az, hogy egy esemény bekovetkezett, logikai itélet. Ebbél a logika és a
halmazelmélet ismert kapcsolata alapjan az eseményeket halmazokkal modellezhetjiik.
Ha egy kisérletben az A és B halmazok eseményeket modelleznek, akkor az AU B
bekovetkezése azt jelenti, hogy A és B koziil legalabb az egyik bekovetkezik. Errol
egyértelmiien eldontheto a kisérlet elvégzése utan, hogy bekdvetkezett-e, ezért ez is
eseményt modellez. Masrészt, ha A esemény, akkor az A ellenkezdje is az. Jeloljik ezt
A-val. Az AU A biztosan bekdvetkezik, ezért ezt biztos eseménynek nevezziik és Q-val
jeloljiik. Ebbdl lathato, hogy A az A-nak €-ra vonatkozé komplementere, tovidbba,
minden esemény az () egy részhalmaza. Az adott kisérletre vonatkozd események
rendszerét jeloljik F-fel, mely tehat az (2 hatvanyhalmazanak egy részhalmaza.
Ahhoz, hogy az eseményeket megfeleléen tudjuk modellezni, nem elég véges sok

« /e

esemény unidjanak is eseménynek kell lennie.

1.1. Definicié. Legyen ) egy nem iires halmaz és F részhalmaza az () hatvanyhal-
mazanak. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a kdvetkezok:
(1) Qe F; - -
(2) Ha A € F, akkor A € F, ahol A =Q\ A;
(3) Ha A; € F (i € N), akkor U A; € F.
i=1
Ekkor F-et o-algebranak, elemeit eseményeknek, illetve €2-t biztos eseménynek
nevezzik. A mértékelméletben az (€2, F) rendezett parost mérhetd térnek nevezzik.
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Ha A, B € F és A C B, akkor azt mondjuk, hogy A maga utan vonja B-t.

1.1.2. Valészintiiség

A modellalkotas kovetkezo 1épéséhez sziikség van egy tapasztalati torvényre az esemé-
nyekkel kapcsolatosan, melyet JACOB BERNOULLI (1654-1705) svéjci matematikus
publikalt. Egy dobdkockat dobott fel tobbszor egyméasutan. A hatos dobédsok szama-
nak és az 6sszes dobéasok szamanak aranyat, azaz a hatos dobés relativ gyakorisagdt
abrazolta a dobdsok szaménak figgvényében (lasd az 1.1. 4brat). Bernoulli azt tapasz-

0,3 H
0,25 4 -

0,2 -

0,15 - : ..'- s.\\\~.\"\~"MF —gs? ~— ——

! N s\ ?s\\\s'
01 - N

0,05 A

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

1.1. 4bra. Relativ gyakorisig

talta, hogy a hatos dobas relativ gyakorisdga a dobédsok szamanak novelésével egyre
kisebb mértékben ingadozik % koriil. Més véletlen kimenetelii kisérlet eseményeire
is hasonlé a tapasztalat, azaz a kisérletek szaméanak novelésével a figyelt esemény
bekovetkezésének relativ gyakorisdga egyre kisebb mértékben ingadozik egy konstans
koriil. Ezt a konstanst a figyelt esemény wvaldsziniségének fogjuk nevezni.

A tovabbiakban P(A) jelolje az A esemény bekovetkezésének valdsziniiségét.
Konnyen lathat6, hogy P(A) > 0 minden esetben, a biztos esemény val6sziniisége 1,
illetve egyszerre be nem kovetkezo események uni6janak valoszintisége az események
valdszintiségeinek Osszege.

Mindezeket a kovetkezo definicidoban foglaljuk Ossze:

1.2. Definicid. Legyen (92, F) mérhet6 tér és P: F — [0, 00) olyan fiiggvény, melyre
teljesiilnek a kovetkezok:
(1) P(Q) = 1;
(2) P <oLj A,-) = %O: P(A4;), ha A; € F paronként diszjunktak.
i=1 i=1

Ekkor a P fuggvényt valdszindiségnek, a P(A) szamot az A esemény valosziniiségének,
illetve az (€2, F, P) rendezett harmast valdsziniiségi mezdének nevezzikk. Ha egy A € F
esetén P(A) = 1 teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy A majdnem biztosan teljesiil.

Ha (Q, F,P) valdsziniiségi mez8, akkor beldthatd, hogy P(0) = 0, igy mértékel-
méleti értelemben a valdszinliségi mez6 véges mértéktér.

A valbsziniiségi mez6 tehat egy véletlen kimenetelli kisérletet modellez. De a
matematikai statisztikdban egy ilyen kisérletet tobbszor is el kell végezni egymastol
fiiggetlentil. Ezen fliggetlen kisérleteket egyetlen valoszintiségi mezében le tudjuk irni
az alabbiak szerint.
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1.3. Definicié. Legyen az (2, F, P) valészintiségi mezo,
Q, =0 x---xQ, (n-szeres Descartes-szorzat),
Fn a legsziikebb o-algebra, mely tartalmazza az
{Al X -~-><An:AZ~€]-"(i:1,...,n)}

halmazt, tovabba legyen P,,: F,, — R olyan valészintiség, melyre minden A; € F (i =
=1,...,n) esetén
P,(A; x--- x A,) =P(A1)---P(A,)

teljestl. (Ilyen valészintiség a Caratheodory-féle kiterjesztési tétel miatt egyértel-
miien létezik.) Ekkor az (Q,, F,, Pp)-t figgetlen kisérletek valdsziniségi mezdjének
nevezziik.

Tehét (2, Fn, Py) az (Q, F, P) kisérlet n-szeri fiiggetlen elvégzését modellezi.

1.2. Valészintliségi valtozo

Egy eseményt a gyakorlatban legtobbszor a kovetkezéképpen szoktunk megadni: Egy
fiiggvénnyel az 2 minden eleméhez hozzarendeliink egy valos szamot, majd megadunk
egy I C R intervallumot. Tekintsiik az €2 azon elemeit, melyekhez ez a fliggvény
I-beli értéket rendel. Az ilyen elemekbdl all6 halmaz jelentse a vizsgalandd eseményt.
Ehhez viszont az kell, hogy ez a halmaz valéban esemény legyen. Az olyan fiiggvényt,
mely minden [ intervallumbdl eseményt szarmaztat az elébbi modon, valdsziniségi
valtozonak nevezzik.

Bizonyithat6, hogy elég csak az I = (—oo, x) alaki intervallumok esetén feltéte-
lezni, hogy az el6bb megadott halmaz eleme F-nek, ebbol mar kovetkezik minden
mas intervallum esetén is. Osszefoglalva kimondhatjuk tehét a kovetkezd definicidt:

1.4. Definicié. Legyen (Q, F) mérhetd tér és :  — R olyan fliiggvény, melyre
teljesiil, hogy {w € Q: {(w) < x} € F minden x € R esetén. Ekkor a £ fiiggvényt
valosziniségi valtozonak nevezziik.

A tovabbiakban az {w € Q : {(w) < x } halmazt a mértékelméletbdl megszokottak
szerint Q(§ < z) vagy rovidebben ¢ < x mddon fogjuk jelolni. Az ilyen alaku
halmazokat & nivéhalmazainak is szokas nevezni. Hasonld jelolést alkalmazunk ,<”
helyett mas relaciok esetén is. A valdszinliségi valtozd ekvivalens a mértékelméletbeli
mérheto fiigguény fogalmaval.

1.3. Eloszlas- és stirtiségfiiggvény

A valészintiségi valtozo jellemzésére altalanos esetben jol hasznalhatd az tgynevezett
eloszlasfiiggvény:
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1.5. Definicié. Legyen (€2, F, P) valészintliségi mez6 és £: Q — R egy valdszintiségi
valtozo. Ekkor a & eloszldsfigguénye

F:R—R, F(z):=P<u).

1.6. Tétel. Legyen F eqy tetszoleges valosziniiségi vdltozo eloszldsfigguénye. Ekkor
teljestilnek a kévetkezok:

(a) F' monoton névekvd;

(b) F minden pontban balrél folytonos;

(c) lim F(z)=1;

(d) im F(z) =0.

1.7. Tétel. Ha egy tetszbleges F': R — R fiigguényre teljesiilnek az (a)—(d) tulajdon-
sdagok, akkor létezik olyan valosziniiségi viltozo, melynek F az eloszldsfiigguénye.

Ezen két tétel alapjan jogos a kovetkezo elnevezés:

1.8. Definicio. Az F': R — R fiiggvényt eloszldsfigguénynek nevezziik, ha teljestilnek
ra az (a)—(d) tulajdonsagok.

1.9. Tétel. Ha F' a & valosziniiségi valtozo eloszlasfiigguénye, akkor teljestilnek a
kovetkezok:
(1) Pla<¢<b)=F(b) — F(a) minden a,b € R, a < b esetén;
(2) lirrio F(z) = F(a) + P(§ = a) minden a € R esetén;
Tr—a
(3) P(¢ = a) =0 pontosan akkor, ha F az a € R pontban folytonos.

Ha & diszkrét valoszindiségi vdltozo, azaz ha Re (§ értékkészlete) megszamlalhato,
akkor az el6z6 tétel (2) pontja alapjan a & eloszlasfliiggvénye egyértelmiien megha-
tarozott a P(§ = k), k € Re értékekkel. A k+— P(¢ = k), k € Re hozzérendelést £
eloszldsanak nevezziik.

Az eloszlas elnevezés mas jelentésben is el6fordul: Két tetszéleges (nem feltétleniil
diszkrét) valdsziniiségi valtozdt azonos eloszldsinak nevezzik, ha az eloszlasfiiggvé-
nyeik megegyeznek.

Gyakorlati szempontbdl a diszkrét valdszinliségi valtozok mellett az tgynevezett
abszolut folytonos valészintiségi valtozok osztalya is nagyon fontos.

1.10. Definici6. A £ valészintiségi valtozot abszolut folytonosnak nevezziik, ha létezik
olyan f: R — [0, 00) fliggvény, melyre

F(z) = / £(6) dt

teljestil minden x € R esetén, ahol F' a £ eloszlasfiiggvénye. Ekkor f-fet a & striiség-
fligguényének nevezziik.

1.11. Tétel. Ha a & abszolut folytonos valdosziniiségi valtozo eloszlasfigguénye F és
striségfiggvénye f, akkor F folytonos (kovetkezésképpen P(§ = x) =0, Vo € R) és
Lebesque-mérték szerint majdnem mindenditt differencidlhato — nevezetesen, ahol f
folytonos —, tovdbbd a differencidlhaté pontokban F'(x) = f(x).
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1.12. Tétel. Ha a £ abszolut folytonos valdsziniiségi vdltozé striségfigguénye f,
akkor

b
(1) Pla< & <b) = [ f(z)dr minden a,b € R, a < b esetén;

(2) _Z f(z)dz =1.

1.13. Tétel. Ha f: R — [0,00) és [ f(z)dx = 1, akkor van olyan abszolit folytonos
valosziniségi vdltozo, melynek f a striségfiigguénye.
Ezen két tétel alapjan jogos a kovetkezo elnevezés:

1.14. Definicié. Az f: R — [0,00) fiiggvényt siriségfigguénynek nevezzik, ha
[ f(zx)dz =1

1.4. Varhato érték, szorasnégyzet

A valoszintiségi valtozok fontos paramétere a valdszintliség szerinti integralja.

1.15. Definicid. Legyen (9, F, P) val6sziniiségi mez6 és £: 2 — R egy valdsziniiségi
valtozé. Ha az [ &dP integral létezik akkor azt E & modon jeloljik, és & vdrhato
értékének nevezziikk. Ha ez az integral nem létezik, akkor azt mondjuk, hogy &-nek
nem létezik varhaté értéke.

Ha két valoszintliségi valtozd eloszlasa megegyezik, és valamelyiknek létezik a
varhato értéke, akkor a masiknak is 1étezik, tovabba a két varhaté érték megegyezik.
Tehat a varhato érték valdjaban az eloszlasfiiggvénytol fiigg.

A véarhaté érték elobbi értelmezése szerint lehet +o0o illetve —oo is. Ha a valdszi-
niiségszamitast mértékelméleti alapok nélkiil targyaljak, akkor altalaban feltételezik a
varhato érték végességét, és csak diszkrét illetve abszolit folytonos eseteket targyaljak.
A kovetkezd tétel ravilagit a varhatd érték gyakorlati jelentGségére.

1.16. Tétel. Ha a & valdsziniiségi valtozo értékkészlete { x, ..., x, }, akkor
i=1

Tehat a varhato érték a & lehetséges értékeinek az eloszlds szerinti sulyozott
atlagat jelenti. A késobbiekben targyalt Kolmogorov-féle nagy szamok eros torvénye
mutatja, hogy bizonyos feltételekkel egy kisérletsorozatban egy & valdszinliségi valto-
z6 értékeinek szamtani kozepe varhatéan (pontosabban 1 valésziniiséggel) E &-hez
konvergal.

1.17. Tétel. Legyen {x; € R :i € N} a & valdsziniiségi valtozo értékkészlete. £-nek
pontosan akkor véges a varhato értéke, ha

o0

Dl P(€ = ;) < oo,

=1

13



tovdabbd ekkor

i=1

1.18. Tétel. Legyen & abszolut folytonos valosziniiségi vdltozo, melynek f a striség-
fiigguénye. A &-nek pontosan akkor véges a varhato értéke, ha

[ lelf(@)dz < o,

tovdabbd ekkor

E¢ = / zf(x)dx.

—0o0

1.19. Tétel. Ha &-nek létezik vdarhato értéke és € = n majdnem biztosan teljestil,
akkor n-nak is létezik a vdrhato értéke, tovabba megegyezik a & vdrhato értékével.

1.20. Tétel. Ha & ésn véges vdarhato értékkel rendelkezd valosziniségi vdltozok, akkor
a& +bn (a,b € R) is az, tovabbd

E(a¢+bn) =aE+0En.

1.21. Tétel (Jensen-egyenldtlenség). Ha I C R nyilt intervallum, £: Q — I olyan
valdsziniségi vdltozo, melyre E €| < oo teljesiil, tovdbbd g: I — R Borel-mérhetd
konvex fiigguény, akkor

9(E&) < Eg(&).

A valbszintiségi valtozo értékeinek ingadozasat az atlag — pontosabban a varhato
érték — koriil, az ugynevezett szorasnégyzettel jellemezziik, amely nem més, mint az
atlagtol vald négyzetes eltérés atlaga.

1.22. Definici6. A £ valdszintiségi valtozo szordasnégyzete illetve szordsa
D?¢:=E(¢ —E¢)?, DE¢=/E(—-E¢)?

feltéve, hogy ezek a varhato értékek léteznek.

1.23. Tétel. Ha &-nek [étezik a szordsnégyzete, akkor

(1) D*¢ = E€ — E*¢;

(2) D(a& +b) = |a|DE, ahol a,b € R.

1.5. Valészintliségi vektorvaltozok

1.24. Definicid. Ha &, ..., &, tetsz6leges valdsziniiségi valtozdk, akkor a (&1,...,&,)
rendezett elem d-est (d-dimenzids) valdsziniiségi vektorvdltozonak nevezzik.
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1.25. Definicié. A € := (&,...,&;) valdsziniiségi vektorvaltozo eloszldsfiggvénye
F:R* =R, F(xy,...,2q) =P <m1,...,6 < x4).
€ abszoliit folytonos, ha létezik olyan f: R? — [0, 00) fiiggvény, melyre

F(ZEh..., / /ft17..., dtl d

teljesiil minden x4, ..., x4 € R esetén. Ekkor f-fet a & sdriségfiigguényének nevezziik.
1.26. Tétel. Ha a £ := (&,...,&) abszolut folytonos valdsziniségi vektorvdltozo
stirtiségfiigguénye f, és g: R4 — R Borel-mérhetd fiiggvény, akkor

ngl,..., /gxl,..., (1’1,...,xd)dx1...dxd

olyan értelemben, hogy a két oldal eqyszerre létezik vagy nem létezik, és ha létezik,
akkor egyenliek.

1.6. Feltételes varhato6 érték
A feltételes varhato értéket az egyszeriiség kedvéért csak két specialis esetben defini-
aljuk. Az altalanos definiciét 1asd pl. [11].

1.27. Definicié. Legyenek az n, &y, ..., & diszkrét valdszintiségi valtozok értékkész-
letei rendre R, Re,, ..., Re,, tegyiik fel, hogy En véges, tovdbba legyen

L) = Z iP(TI:yz‘,&:Il,...,ék:xk)‘

P Rey X oo X Ry, = R, g(wy,...
g: e & gl vi€R, P& =m1,..., 5 = )

Ekkor a g(&1, ..., &) valoszintiségi valtozot n-nak (&1, .. ., & )-ra vonatkozd feltételes
varhaté értékének nevezzik és E(n | &, ..., &) mbédon jeloljik. A g(zq,...,xx) (z; €
€ R, i=1,... k) értéket E(n | & = x1,...,& = x) médon jeloljik.

1.28. Definicié. Legyen az (n,&1, ..., &) abszolut folytonos valdszintiségi vektor-
valtozo slirtiségfiggvénye f, a (&1,..., &) striségfuggvénye h, tegyiik fel, hogy En
véges, tovabba legyen

g RF SR, g(zy,... 2y / fy,xl,..., )dy.
Il,.. k:)

Ekkor a g(&1, ..., &) valoszintiségi valtozot n-nak (&1, .. ., &)-ra vonatkozd feltételes
vdrhato értékének nevezzik és E(n | &, ..., &) modon jeloljik. A g(zq,...,zx) (z; €
€ R, i=1,... k) értéket E(n | & = z1,...,& = x) médon jeloljik.

1.29. Tétel. A feltételes varhato értékre teljesiilnek a kovetkezok:

(1) En=E(E(m| &, ... &));

(2) E(a&+bn | &, .. &) =aE(E | &, .., &) H0EM | &, ..., &) majdnem biztosan,

minden a,b € R esetén;

(3) E(E(n | Sla SR 7£k’> | 617 B 751@) = E(n | 517 S 76]{2) majdnem bZ'ZtOSCI,’fL,'
(4) E(fn | 517 s 7£k) = £E(?7 | 517 R 7£k) majdnem biztosan.
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1.7. Fiiggetlen val6sziniliségi valtozok

Az A és B események fliggetlenek, ha P(AN B) = P(A) P(B). Valdszintiségi valtozok
fiiggetlenségét nivohalmazaik fliggetlenségével definidljuk.

1.30. Definicié. A &, ..., &, valdszintségi valtozokat figgetleneknek nevezziik, ha

n

P& <my,...,6 <m,) = H (& < 1)

minden zq,...,z, € R esetén teljesiil. A &,... &, valészintiségi valtozok pdronként
fuiggetlenek, ha kozilik barmely ketto fiiggetlen. Végtelen sok valdszintiségi valtozot
fiiggetleneknek nevezziik, ha barmely véges részrendszere fiiggetlen.

Sziikségiink lesz a valdszinliségi vektorvaltozok fiiggetlenségének fogalmara is.
Ehhez bevezetiink egy jelolést. Legyen & = (&1, ..., &y) egy valoszintiségi vektorvaltozo
és v = (z1,...,24) € RL Ekkor a £ < x esemény alatt azt értjiik, hogy a & <
események minden £ =1,...,d esetén teljesiilnek.

1.31. Definicié. A (i, ..., (, d-dimenzids valdszinliségi vektorvaltozdkat fiiggetle-
neknek nevezziik, ha minden 1, ..., z, € R? esetén

PG <21, G0 <) = H (G < 1)

teljestul. A (1, ..., (4 valészintiségi vektorvaltozok pdronként fiiggetlenek, ha kozilik
barmely kett6 fiiggetlen. Végtelen sok valoszinliségi vektorvaltozot fiiggetleneknek
nevezzik, ha barmely véges részrendszere fiiggetlen.

1.32. Tétel. A &,. .. &, diszkrét valosziniségi vdltozok pontosan akkor fiiggetlenek,
ha

P(éllew-'afn:xn):ﬁP

k=1
teljesil minden x1 € Re,, ..., 2, € Re, esetén.

1.33. Tétel. Legyen (&1,...,&,) abszolit folytonos valdsziniiségi vektorvdltozo. A
&1, ..., &, valoszindiségi valtozok pontosan akkor fliggetlenek, ha

f(l'l, e ,l’n) = kl_i[ fk(l'k)

teljesil minden x1,...,z, € R esetén, ahol fr a & sidriségfiggvénye, tovabbd f a
(&1, ..., &) striiségfigguénye.
1.34. Tétel (Konvolucié). Ha & és n figgetlen abszolit folytonos wvaldsziniségi
valtozok f illetve g siriségfiigguénnyel, akkor & +n is abszolut folytonos, tovdbbd a
suriségfigguénye x € R helyen

/ f(t)glx —1t)d
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1.35. Tétel. Ha & és n fiiggetlen abszolit folytonos valdsziniiségi valtozok f illetve g
suriségfigguénnyel, akkor £n is abszolut folytonos,tovdbba a siriségfiggvénye x € R

helyen N
)= [ a0 (5)

1.36. Tétel. Ha & és n figgetlen abszolut folytonos valdosziniségi valtozok f illetve g

suriségfigguénnyel, akkor % is abszolut folytonos, tovabba a striségfiggvénye v € R
helyen

hw) = [ Itlg(t)f(wt)at

1.8. Kovariancia és korrelacios egyiitthaté
1.37. Definicié. A £ és n valdszintiségi valtozok kovariancidja
cov(&,m) == E((€ —E&(n—En)),
feltéve, hogy ezek a varhato értékek léteznek.
Konnyen belathaté, hogy cov(é,n) = E&n — EEEn.

1.38. Tétel. Ha a & ésn figgetlen valdsziniségi vdaltozoknak létezik a varhato értékeik,
akkor létezik a kovariancidjuk is és cov(&,n) =0, azaz E{n =E{En.

1.39. Definicid. A &, ..., &, valoszinlségi valtozdkat korreldlatlanoknak nevezzik,
ha cov(§;,§;) =0 minden 4,5 € {1,...,n}, i # j esetén.

1.40. Tétel. Ha a &y, ..., &, valdsziniségi valtozok esetén létezik cov(&;, €;) minden
i,je{1l,...,n} esetén, akkor Y &-nek létezik a szordsnégyzete, tovdbbd
i=1

n n n—1 n
D2 <Z £z> = Z ]:)2 & + 2 Z Z COV(gi, g])
i=1 i=1 i=1 j=it+1
1.41. Tétel. Ha a &, ..., &, pdronként figgetlen valosziniségi valtozoknak léteznek a

szordsnégyzeteik, akkor a > & valosziniiségi valtozonak is van szorasnégyzete, tovibba
i=1

D? <25> _y D
=1 =1

1.42. Definicié. Ha & és n pozitiv szorasu valoszintiségi valtozok, akkor a korreldcios

eqyiitthatojuk

cov(§,n)

corr = ——".
(&m) =4 Dy
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1.43. Tétel. Legyen & pozitiv szordsiu valosziniiségi vdltozo, tovabbd n := a& + b, ahol
a,b € R, a # 0. Ekkor létezik & és n korreldacios egyiitthatoja, és

1, ha a > 0,
—1, haa<0O.

corr(&,n) = {

1.44. Tétel. Ha |corr(&,n)| = 1, akkor léteznek olyan a,b € R, a # 0 konstansok,
melyekre P(n = a& +b) = 1 teljestil.

1.9. Nevezetes eloszlasok

1.9.1. Diszkrét egyenletes eloszlas

1.45. Definicié. Legyen {x1,...,z, } a £ valdsziniiségi valtozd értékkészlete és
1
P=x)=- (i=1,...,r)
r
Ekkor &-t diszkrét egyenletes eloszlasinak nevezzik az { xq,. .., z, } halmazon.

T T 2
1.46. Tétel. B¢ = S o asD*¢ =10t~ (1)
=1

i=1 =1

1.9.2. Karakterisztikus eloszlas

1.47. Definicié. Az A esemény indikdtorvailtozéjainak az

1, h A
[4: Q= R, Ij(w):= {O’ hZZZ’A’

valdszinliségi valtozét nevezziik, tovabba az I4-t P(A) paraméterii karakterisztikus
eloszlasunak nevezzik.

1.48. Tétel. EI, = P(A) és D’ 14 = P(4)(1 - P(4)).

1.9.3. Binomialis eloszlas

1.49. Definicié. Legyen {0,1,...,7} a £ valdszinliségi valtozo értékkészlete és
p € (0,1). Ha minden k € {0,1,...,r } esetén

Ple =)= ([ )t -,

akkor &-t r-edrendli p paraméterti binomidlis eloszldstu valoszintiségi valtozonak
nevezzik. Az ilyen eloszlasu valészintiségi valtozok halmazat Bin(r; p) médon jeloljik.
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0,15 A

0,1 A

0,05 -

0.
012 3 456 7 8 91011121314151617 1819 20

1.2. abra. r = 20 rendfi p = 0,5 paraméterti binomi-
alis eloszlas vonaldiagramja

Egy tetszbleges A esemény gyakorisaga r kisérlet utan r-edrendii P(A) paramétert
binomidlis eloszlast valoszintiségi valtozo.

Az r = 1 rendii p paramétert binomialis eloszlas megegyezik a p paraméteri karak-
terisztikus eloszlassal, vagyis a p paraméterii karakterisztikus eloszlasi valdszintiségi
valtozok halmaza Bin(1;p). Masrészt r darab fiiggetlen p paraméterii karakterisztikus
eloszlasu valoszintiségi valtozd 0sszege r-edrendli p paraméteri binomialis eloszlasi.

1.50. Tétel. & € Bin(r;p) esetén E€ = rp és D*€ = rp(1 — p).

1.9.4. Poisson-eloszlas

1.51. Definicié. Legyen {0,1,2,...} a & valszintiségi valtozé értékkészlete, A € R,
és
k

P(fzk):;\!e_’\, (k=0,1,2,...).

Ekkor &-t X paraméterti  Poisson-eloszlast valoszintiségi valtozonak nevezziik.

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1.3. dbra. \ = 3 paraméterti Poisson-eloszlds vonal-
diagramja

1.52. Tétel. Ha & egy A € R, paraméteri Poisson-eloszldsi valdsziniségi vdltozo,
akkor E€ =D?€ = \.
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1.53. Tétel. Legyenek ng,m1,... a [0,1] intervallumon egyenletes eloszldsi figgetlen
valdszinidségi valtozok és A > 0. Ekkor

n:i= min{r e NU{0} :momy -+ -1 < e_’\}
Poisson-eloszlasiu A paraméterrel.

Bizonyitas. P(n=0)=P (7]0 < e‘A) =e = %e”, illetve az egyenletes eloszlas és

a geometriai valoszinliségi mez6 kapcsolata alapjan

e AL
Pn=1)=P (770 > e o < €_A) = / —dwg = e,
I\ Zo 1!
tovabba ha k= 2,3, ..., akkor
P(n=k)="P (770 Me—1 =€ Mo Mk < G_A) =
111 1 . .
A
= / / / / € dxk_l...dxo—ﬁe_)‘ D
e=X e= A o—A =X Lo Lhk—1
zg 2T T TR _g
1.9.5. Hipergeometrikus eloszlas
1.54. Definicid. Legyen {0,1,...,7} a £ valdszinliségi valtozé értékkészlete. Ha

minden k € {0,1,...,7} esetén

M\ (N-M
pemn - 06D
ahol az M és N egész szamokra 0 < M < N és r < min{M, N — M} all fenn, akkor
&-t hipergeometrikus eloszlasu valoszintiségi valtozonak nevezziik.

1.55. Tétel. Legyen & eqy hipergeometrikus eloszldsi valosziniségi vdltozo N, M és

r paraméterekkel. Fkkor E& = % és D* € = % (1 — %) %:;

0,35 H
0,3 A
0,25 A

0,2 A
0,15 -
0,1 A
0,05 - l l
0 T n 2 T
1 2 3 4 5 6 7 8 9

0

10
1.4. abra. N = 20, M = 10, r = 10 paraméterii
hipergeometrikus eloszlas vonaldiagramja

20



1.9.6. Egyenletes eloszlas

1.56. Definici6. Legyen & abszolut folytonos valészintiségi valtozd, a,b € R és a < b.
Ha ¢ stirtiségfliggvénye

L haa<az<b
FIRSR, f(z)=Qbe 00=1=0
0 egyébként,

akkor &-t egyenletes eloszldsiunak nevezzik az [a, b] intervallumon.

1.57. Tétel. Ha & egyenletes eloszldsi az [a, b] intervallumon, akkor az eloszldsfigg-
vénye

0, ha r < a,
F:R—-R, Fr)={%2% hoa<z<b,
—a
1, ha x > b,
tovdbbd E & = “‘QH’ ésDE = b;lz

05

04 -

03 -

02 -

01 -

1 0 1 2 3

1.5. dbra. [0,2] intervallumon egyenletes eloszldsti
valésziniiségi valtozo stirliségfliiggvénye

1 -
08
0,6
04

0,2 4

O
o

-1 0 1 2 3

1.6. abra. [0,2] intervallumon egyenletes eloszlasi
valoszintiségi valtozo eloszlasfliiggvénye

A kovetkezé allitas szerint barmely eloszldsi valdszintiségi valtozo eldall [0, 1]
intervallumon egyenletes eloszlasi valoszintiségi valtozd valamely transzformaltjaként.
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1.58. Tétel. Legyen F': R — R eqy eloszldasfiigguény és

sup{y e R: F(y) <z}, ha0<z<l,

0, ktilonben.

G:R—R, G(z) ::{

Ha & egyenletes eloszldsi valdszinidségi valtozé a [0,1] intervallumon, akkor G(§)
olyan valdsziniségi vdltozo, melynek eloszlasfiiggvénye F.

Bizonyitds. Legyen
A, ={yeR:F(y) <z}
Tegyiik fel, hogy A, = () valamely 0 < x < 1 esetén. Ekkor F(y) > x Vy € R,
azaz lim F(y) > x > 0, ami nem lehet, mert lim F(y)=0.
Yy——00 Yy——00

Most tegyiik fel, hogy A, feliilrol nem korlatos valamely 0 < z < 1 esetén. Ekkor
minden y € R-hez 1étezik yo € A,, hogy v < yo. EbbSl F(y) < F(yo) < x, hiszen F
monoton névekvo. Igy yh_}rgo F(y) <z < 1, ami nem lehet, mert y11_>rr010 F(y) = 1.

Az eddigieket Osszegezve tehat A, nem iires felilrol korlatos halmaz minden
0 < x < 1 esetén, azaz G jol definialt.

Legyen 0 < 1 < w9 < 1. Ekkor A,, C A,, miatt G(z1) =sup A,, <supA,, =
= G(x2), azaz G monoton névekvé a (0, 1) intervallumon, mig ezen kiviil konstans 0.
Ebbdl kapjuk, hogy G Borel-mérhet6 fuggvény, igy G(§) valoszintiségi valtozo.

Legyen y € R és w € {G(§) <y} N{0 < ¢ < 1}. Ekkor G(§(w)) = sup Agw) < ¥,
azaz Y € Aei)- ley Fy) > €(w), tehat

{G) <y}n{0<e<1} Cc{0<E< F(y)} VyeR. (1.1)

Most legyen y € R és w € {0 < £ < F(y)}. Tegyiik fel, hogy w & {G(&) <y} N
N{0 < ¢ < 1} Mivel 0 < {(w) < F(y) < 1, ezért ez csak gy teljesiilhet, ha
G(§(w)) > y. Igy y < sup Ag(y), melybél

F(y) < F(sup Ag()) = lim F(z). (1.2)

T—sup Ag(,)—0
Legyen x < sup Ag(,, tetszoleges. Ekkor létezik xg € Ag(y, hogy © < xg, azaz F(x) <
< F(xg) < €(w). Tgy lilréxn OF(x) < &(w). Ebb6l (1.2) miatt F(y) < {(w), ami
T—rsup 5(“))7

nem lehet w € {0 < € < F(y)} miatt. gy w € {G(€) <y} N {0 < & < 1}, azaz

{0<¢<Fly)c{GE) <ytn{0<¢<1} VyeR. (1.3)
Ebbél (1.1) és (1.3) miatt minden y € R esetén
F(y) =P(0<¢<Fy) <P(G) <yés0<E<1) <P(0<E < F(y)) = Fy),

azaz

P(G() <y) =P(G(§) <yés0<&<1)=Fly),
hiszen P(0 < £ < 1) = 1. Tehét G(§) eloszlasfiiggvénye F'. O
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1.59. Megjegyzés. Az 1.58. tételben, ha F' invertalhato eloszlasfiiggvény, azaz szigortian
monoton novekvo, akkor 0 < x < 1 esetén

Gx)=sup{yeR: F(y)<z}=sup{yeR:y < F'(z)} = F'(2).

Ezért a G figgvény (0, 1)-re vett lesziikitettjét az F' dltalanositott inverzének is
nevezik.

1.60. Megjegyzés. Az 1.58. tételben, ha F' egy olyan valészintiségi valtozo eloszlas-
fliggvénye, amely az r; < x5 < --- < x, értékeket veheti fel rendre py,ps, ..., p-
valoszintiségekkel, akkor

x1, ha 0 <z < py,
Ta,  hap <z <p+po,
x3, ha p1 +p2 <2 < p1 + p2 + ps,

1, hapi+-+p o<z <p+-+p_1,
T, hap,+--+p_1 <z <Ll

Konnyen lathaté, hogy a G(zx) felirdsdban a < és < relacids jelek tetszélegesen
feleserélhetdek, hiszen ez nem véltoztat a G(€) eloszldséan.

Hasonlo6 allitas fogalmazhaté meg akkor is, ha megszamlalhatoan végtelen sok
értéket felvevo valdszinliségi valtozot akarunk transzformalni egyenletes eloszlasbol.

1.9.7. Exponencialis eloszlas
1.61. Definicié. Legyen & abszolit folytonos valoszintiségi valtozo, és A € R,. Ha &

strtiségfiiggvénye

0, ha z <0,
Ae ™ haz >0,

f:R—=R, f(a:):{

akkor &-t \ paramétert exponencidlis eloszldsi valoszinliségi valtozoénak nevezziik.
Az ilyen valészintiségi valtozok halmazat Exp(A) médon jeloljik.

1.62. Tétel. £ € Exp()\) esetén E€ =D& = %, tovabbad & eloszlasfigguénye

0, ha x <0,

F:R—=R, F(x):{l—e_/\x ha 1> 0

1.63. Definicié. A £ valdszintiségi valtozot ordkifju tulajdonsaginak nevezziik, ha
P >z+y) =P >x)P(§ > y) minden z,y € R, esetén.

1.64. Tétel. Egy abszolut folytonos valosziniségi vdltozo pontosan akkor orékifju
tulajdonsdgi, ha exponencidlis eloszldsu.
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0,9
08 -
0,7
06 -
05
04 -
03 -
02 -
0,1 1

0 1 2 3
1.7. dbra. A\ =1 paraméterii exponencidlis eloszlasi
valbsziniiségi valtozo stlirtiségfliiggvénye

0,9 A
0,8 1
0,7 A
0,6 1
0,5 1
0,4 1
0,3 A
0,2 1
0,1 A

0 1 2 3
1.8. dbra. A\ =1 paraméterii exponencidlis eloszlasi
valdsziniségi valtozo eloszlasfliggvénye

1.9.8. Gamma-eloszlas

1.65. Definicio. A kovetkezo fiiggvényt gamma-fiigguénynek nevezziik:
"R, >R, [I(z):= /u”ile*” du.
0
1.66. Tétel. I'(1) = /7 illetve ha n € N, akkor T'(n) = (n — 1)!.

50 -
40
30 -

20 A

1.9. abra. A gamma-fiiggvény grafikonja
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1.67. Definicio. A kovetkezo fiiggvényt nem teljes gamma-fiigguénynek nevezziik:
)
I*:R, xR, >R, T*z,y)= /u”“"’le’“ du.
0

1.68. Megjegyzés. T'(x) = lim I'*(z,y).

Yy—00

1.69. Definici6. Legyen r, A € R, és a & valdszintliségi valtozé stirtiségfiiggvénye

0 ha x <0
R — R, = L -
/ /(@) {F’\(T) r=le=A  ha x> 0.

Ekkor &-t r-edrend \ paraméteri gamma-eloszldsiunak nevezziik. Az ilyen valdszini-
ségi valtozok halmazat Gamma(r; A) médon jeloljiik. Az r helyett szokds a jelolést
is hasznalni, amit alakparaméternek neveznek, tovabba % helyett [ jelolést hasznélni,
amit skdlaparaméternek is neveznek.

1.70. Megjegyzés. A definici6 kévetkezménye, hogy Exp(\) = Gamma(1; \).

1.71. Tétel. Ha ¢ € Gammal(r; \), akkor E€ =&, D*¢ = 1 és az eloszldsfiigguénye

%7 A2
0, ha x <0,

F:R=R, F(z)=1qrma ha x>0
T(r) '

0,4 -
0,35 A
0,3 A
0,25 H
0,2 A
0,15 H
0,1 A
0,05 -

0

0 1 2 3 4 5 6 7
1.10. abra. r = 2 rendii A = 1 paraméter(i gamma-

eloszlasa valdszinliségi valtozd slirtiségfiiggvénye
1.72. Tétel. Har € N és &, ..., & azonos A > 0 paramétert; exponencidlis eloszldsi
fiiggetlen valdsziniségi vdltozok, akkor

& + -+ & € Gamma(r; \).

1.73. Lemma. Ha r > 1 és £ € Gammal(r;1) eloszldsfiggvénye F,., akkor 0,5 <
< F.(r)<0,7.
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0,8

0,6 1

04 -

0,2 1

0

0 1 2 3 4 5 6 7
1.11. Abra. r» = 2 rendfi A = 1 paraméteri gamma-
eloszlasa valdszintliségi valtozd eloszlasfiiggvénye

1.9.9. Normalis eloszlas

1.74. Definicié. A £ abszolut folytonos valdszintiségi valtozot standard normdlis
eloszlasunak nevezziik, ha a stirtiségfiiggvénye
R R 1 22
R — R, T)=——e 2.
¥ p(x) Ner
A standard normalis eloszlasti valdszinliségi valtozo eloszlasfiiggvényét P-vel
jeloljiik, mely a stirtiségfiiggvény definicidja szerint

R SR, ®x / -5 dt.
\/_

®-re nincs zart formula, kozelité értékeinek kiszamitasara példaul a Taylor-sora

hasznalhato:
o0

Z 2h+1
27rk 02”C 2k+ )k!

O(z) =

1 2 3
1.12. 4bra. Standard normaélis eloszlasi valdszintisé-

gi valtozo striségfiiggvénye

Megemlitjik még a ®(x) egy egyszerii kozelité formuldjat. JOHNSON és KOTz
1970-ben bizonyitottak (lasd [6]), hogy az

1—0,5(1 + ax + ba® + ca® + dz*) ™
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1.13. 4bra. Standard normaélis eloszlisi valszintisé-
gi valtozo eloszlastiiggvénye

kifejezéssel z > 0 esetén 2,5 - 10~4-nél kisebb hibdval kézelithets ®(z), ahol
a = 0,196854, b =0,115194, ¢ =0,000344, d = 0,019527.
Mivel ¢ paros fuggvény, ezért minden = € R esetén &(—z) =1 — ().

1.75. Tétel. Ha & standard normdlis eloszlasi valosziniségi vdaltozo, akkor EE = 0
ésDE=1.

1.76. Definicid. Legyen 7 standard normalis eloszlast valdszintiségi valtozo, m € R
és 0 € R,.. Ekkor a on + m valdszinliségi valtozot m és o paraméteri normadlis
eloszldsunak nevezzilk. Az ilyen valészinliségi valtozok halmazat Norm(m; o) médon
jeloljtk.

Definici6 alapjan a standard normaélis eloszlast valdszintiségi valtozok halmaza
Norm(0; 1).

1.77. Tétel. £ € Norm(m;o) esetén EE =m, D& = o, tovabbd & eloszldsfiggvénye

F:R— R, F(x)z‘P(I_m),

g

illetve stiriségfiigguénye

f:R—=R, f(:c)zigo(x_m>.

o

1.78. Tétel. Ha &4, ... &, flggetlen, normdlis eloszldsi valdszinidségi valtozok, akkor
&1+ -+ &, is normalis eloszldsi.

1.79. Tétel. Ha &4, ..., &, normdlis eloszldsi valosziniségi valtozok és minden i, j €
e{l,...,n}, i#j esetén cov(§;, &) =0, akkor &, ..., &, figgetlenek.

1.80. Definicié. A £ valészintliségi valtozd eloszlasanak ferdesége illetve lapultsdga

BE-EQ® _  BE-EY'

3,
D3¢ D*¢

feltéve, hogy ezek a kifejezések léteznek.
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1.81. Tétel. Ha & normadlis eloszldstu valdsziniségi valtozo, akkor az eloszlisdnak
ferdesége és lapultsdga is 0.

1.82. Megjegyzés. Ha £ € Bin(n;p), akkor % kozelitoleg standard normalis
np(1—p)

eloszlasu (ldsd Moivre—Laplace-tétel). A kozelités akkor tekintheté megfeleléen
pontosnak, ha min{ np,n(1 — p) } > 10.

1.83. Tétel (Box—Muller-transzformacié). Ha & ésn a [0, 1] intervallumon egyenletes
eloszldsi fiiggetlen valészindiségi vdltozok, akkor \/—21n& cos(2mn) standard normdlis

eloszlasi.
2

$2 T
Bizonyitas. Ha x > 0, akkor P ( —2Iné < x) =P (5 > 62> =1—e"7,illetve
ha x < 0, akkor P (y=2Tn¢ < ) = 0. [gy v=2In¢ sfiriiségfiiggvénye
0, ha = <0,
x) = 2\ 22

/(@) (1—€2> =xe 2z, hax>0.

Ha —1 < 2 < 1, akkor
P(cos(?nn) < l’) =

1 1
=P ( arccosx < 1n < 1 — — arccos x) =1— —arccosz.
27 2 s

P(Cos(27rn) < x) = 1, ha z > 1, illetve P(cos(27m) < x) =0, ha z < —1. Igy
cos(2mn) stirtiségfiiggvénye

/
1 — Yarccosz) = , ha —1<x<1,
oy = {07 ) = A b
0 kiilénben.

Ismert, hogy f és g stirliségfiiggvényti fiiggetlen valdszintiségi valtozok szorzatanak
stirtiségfiiggvénye h(z) = [ f(y)g (5) L dy. (Lasd példaul Rényi A. [13, 189. oldal].)

[yl
Igy /—2In¢€ cos(2mn) stirtiségfiggvénye

Az integraldasban = = y/y? — z? helyettesitést alkalmaztunk. ]
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1.9.10. Tobbdimenziés normalis eloszlas

1.84. Definicié. Legyenek 7y, ...,n, fliggetlen standard normalis eloszlasi valo-
szinliségi valtozok. Ekkor az (n,...,nq) valésziniiségi vektorvaltozot d-dimenzids
standard normdlis eloszldsunak nevezziik.

1.85. Definicié. Ha n = (n,...,nq) d-dimenziés standard normaélis eloszlasu valé-
szinfiségi vektorvaltozo, A egy d x d tipust valés matrix és m = (my, ..., my) € R%
akkor a

£:=nA+m

valészinliségi vektorvaltozét d-dimenzids normadlis eloszldsiunak nevezzik. A &-vel
azonos eloszlasu valdszintiségi vektorvaltozék halmazat Normg(m; A) médon jeloljik.

1.86. Tétel. Ha & = (&1, ...,&q) € Normgy(m; A), akkor m = (E&y, ..., E&), tovabbd

D:=ATA= (cov(fi,ﬁj))dxd,

jeldléssel, ha det D # 0, akkor & striségfiigguénye

1 -1 T
f:RY - R, f(.r):WdetDeXp<—2(m—m)D (x —m) >

Specialisan, a kétdimenziés standard normalis eloszlasi valdszintiségi vektorvalto-
z6 strliségfiiggvénye

1 1 2 2
fla,y) = g-e72 )
//;liigi:%i\\
AN
/%":‘x‘:\‘&\\
VSN
150055
0,1 |- /////I/;,%o‘o“‘:}‘\\\\\
S
0 —
-

NS
NS
=
s
— \\\QQ\\\\\\\\

1.14. dbra. Kétdimenziés standard normaélis eloszla-
st valészintliségi vektorvaltozé siriiségfiiggvénye

1.87. Tétel. Legyen (&1,...,&) € Normg(m; A). Ekkor &, ..., & pontosan akkor

korreldlatlanok, ha fiiggetlenek.

1.88. Tétel. Ha (&,...,&) € Normy(m; A), akkor létezik aq,...,aq € R, hogy
E( | 2,000 8a) = ada + -+ + aaa.
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1.9.11. Khi-négyzet eloszlas

1.89. Definicid. Legyenek &, ..., & fiiggetlen standard normaélis eloszlasi valoszini-
ségi valtozok. Ekkor a 2 +- - - + &2 valdszintiségi valtozot s szabadsdgi fokid khi-négyzet
eloszldsinak' nevezziik. Az ilyen eloszldst valészintiségi valtozok halmazat Khi(s)
modon jeloljik.

1.90. Tétel (Khi-négyzet addiciés tétel). Ha &; € Khi(sy) és & € Khi(ss) fiiggetlenek,
akkor

& + & € Khi(sy + s9).
1.91. Tétel. Khi(s) = Gamma (%, %), azaz & € Khi(s) striségfiggvénye
0, ha z <0,
9~ _z
We 2, ha x > 0.

1.92. K6vetkezmény. Ha ¢ € Khi(s), akkor E€ = s és D* € = 2s.

1.93. Tétel. Legyen Ay, ..., A, eqy teljes eseményrendszer (azaz unidjuk a biztos
esemény és paronként diszjunktak). Jelolje o; az A; esemény gyakorisdagdat n kisérlet
utdn. Tegyiik fel, hogy p; := P(A;) > 0 mindeni € {1,...,r} esetén. Ekkor

2 zrj (0i — npz')2

X* =
i=1 np;

eloszlasa r — 1 szabadsdgi fokiu khi-négyzet eloszlashoz konvergdl n — oo esetén.

A bizonyitas a karakterisztikus fiiggvények elméletén és linearis algebran alapul
(lasd pl. 2, 161-162. oldal]). A kozelités mar jonak tekinthetd, ha min{ oq,..., 0, } >
> 10.

1.94. Lemma. Ha a £ € Khi(s) valdsziniségi viltozo eloszlasfigguénye Fy, akkor
0,5 < Fy(s) <0,7.

1.95. Tétel (Fisher—Cochran-tétel). Legyenek &,&s, ..., &, figgetlen standard nor-
mdlis eloszldsi valosziniségi vdltozok, tovabbd a beldlik képzett Qq,Qa, . .., Qk rendre
S1, 89, ...,S szabadsdgi foku kvadratikus formdk olyanok, hogy

Qi+ Qo+ +Qu=+E+-+&.

Ekkor sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy Q1,Q2, ..., Qk rendre s1,82,..., Sk
szabadsdgi foku khi-négyzet eloszldsu fiiggetlen valosziniségi vdltozok legyenek az, hogy
n =S + Sg + - - - + s teljestiljon.

1 Szoktak y2-eloszlasnak is frni.
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1.96. Megjegyzés. Q a &y, &, ..., &, fiiggetlen standard normalis eloszlast valészintiségi
valtozokbol all6 kvadratikus forma, ha el6all

Q=1 +n+-+np,

alakban, ahol minden n; a &, &, ..., &, valoszinliségi valtozok egy linearis kombinaci-
6ja nem csupa 0 egyutthatokkal. Tekintsiik azon B matrixokat, melyekre teljestil,
hogy

B(ni,m2, .- .,nm) " = (0,0,...,0)7.

Ezen B matrixok rangjai koziil a legnagyobbat jelolje r. Ekkor a () szabadsagi foka
m — r. Belathato, hogy a szabadsagi fok értéke egyértelmiien meghatarozott. Ha B
csak a nullmatrix lehet, akkor » = 0, igy ebben az esetben a () szabadsagi foka m.
Ha m = 1, akkor B csak a nullméatrix lehet, igy ekkor () szabadsagi foka 1.

1.9.12. t-eloszlas
1.97. Definicié. Ha ¢ € Norm(0;1) és n € Khi(s) fiiggetlenek, akkor a 5\/%

valdszintiségi valtozot s szabadsdgi foki t-eloszldsinak?® nevezzik. Az ilyen eloszlasi
valészintiségi valtozok halmazat T(s) mddon jeloljik.

1.98. Tétel. Ha & € T(s), akkor a siriségfiggvénye

(st
fiR=R, fz)= 2)
vl (3) (1)

1 2 3
1.15. abra. s = 10 szabadségi fokt t-eloszlast vals-
szinliségi valtozo siliriiségfliiggvénye

1.99. Kovetkezmény. f(—x) = f(z) és F(—x) =1 — F(x) minden x € R esetén,
ahol f illetve F a & € T(s) stiriiség- illetve eloszldsfiggvénye.

1.100. Tétel. Ha & € T(s), akkor s > 2 esetén E& = 0, illetve s > 3 esetén

D?*¢ = %5 Ezektol eltérd esetekben mem létezik & vdrhatd értéke illetve szérdsa.

2 A t-eloszlds WILLIAM SEALY GOSSET (1876-1937) nevéhez kothetd, aki STUDENT alnéven
publikalt. Ezért a t-eloszlas Student-eloszlds néven is ismert.
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1.16. abra. s = 10 szabadségi foki t-eloszlast vals-
szinliségi valtozo eloszlasfiiggvénye

1.101. Tétel. Ha & € T(s) minden s € N esetén, akkor lim P(¢ < z) = ®(x)

minden v € R-re, azaz a t-eloszlds konvergdl a standard normadlis eloszlashoz, ha a
szabadsdgi fok tart co-be.

1.102. Megjegyzés. Gyakorlatilag s > 50 esetén a & € T(s) eloszlasfiggvénye és P
kozott elhanyagolhatoan kicsi a kiilonbség.

1.9.13. Cauchy-eloszlas

1.103. Definici6. Legyenek & és 7 fiiggetlen standard normalis eloszlasu valdszi-
nliségi valtozok, u € R és 0 > 0. Ekkor a pu + 0% eloszlasat p helyparamétert és o
skalaparaméteri Cauchy-eloszlisnak nevezziik. Ha yu =0 és o = 1, akkor standard
Cauchy-eloszlasrol beszéliink.

1.104. Tétel. A standard Cauchy-eloszlds az 1 szabadsdgi foku t-eloszldssal eqyezik
meg.

1.105. Kovetkezmény. Cauchy-eloszldsu valdsziniségi vdltozonak nem létezik vdr-
hato értéke illetve szordsa.

1.106. Tétel. A u és o paraméteri, Cauchy-eloszldsi valdsziniségi valtozo stiriség-
és eloszlasfiigguénye

g

fiR-R, f)=

mo? 4+ mw(x — p)?

1 1 —
F:R =R, F(x):2—|—arctg(x M).
m

g

1.9.14. F-eloszlas

1.107. Definicié. Ha & € Khi(sy) és & € Khi(se) fiiggetlenek, akkor az %
valoszinliségi valtozot s; €s so szabadsagi foku F-eloszlasunak nevezzik. Az ilyen

eloszldst valészintiségi valtozok halmazat F(sq; s2) mddon jeloljik.
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1.108. Tétel. Ha & € F(sy;s2), akkor a siriségfiggvénye

0, ha x <0,
fTR—=>R, f(l‘) = F( 1+32) 5315527912 b
1"(71) (7) (12+s2)°1 752 ) ax > 0.
1 -
0,8 -
0,6 1
04
0,2 -
0 T T ]
0 1 2 3
1.17. abra. s; = 10 és sy = 15 szabadsagi foku
F-eloszlasu valészintiségi valtozé stirtiségfiiggvénye
1
0,8 -
0,6 1
04
0,2 1
0

0 1 2 3
1.18. 4bra. s; = 10 és sy = 15 szabadségi foku
F-eloszlasu valdsziniiségi valtozo eloszlasfiggvénye

1.109. Tétel. Ha & € F(sy;52), akkor € F(sg;51).

1.110. Tétel. Ha & € F(s1;s2), akkor so > 3 esetén E& = 225 illetve s3 > 5 esetén

2 - 28%(s1+s2—2)
D 5 _ 51(32272)2(3274) :

1.111. Tétel. Ha & € T(s), akkor €% € F(1;5).

1.112. Lemma. Legyen £ € F(s1;s2) eloszlasfiggvénye Fy, ,. Ekkor Fy s, az S
valtozoban monoton csékkend, mig az so vdltozoban monoton névekvd, tovabbd 0,3 <
< Fg1(1) < Fy, 5,(1) < Fi (1) <0,7.

1.10. Nagy szamok torvényei

1.113. Tétel (Csebisev-egyenlétlenség). Ha & véges szorassal rendelkezd valdsziniségi
valtozo, akkor minden € € R, esetén

D¢
£

£

P(l-Eel2e) <

33



Specialisan, ha £ relativ gyakorisagot jelent, akkor kapjuk a kévetkezd fontos
tételt.

1.114. Tétel (Bernoulli-féle nagy szamok térvénye). Legyen 2 az A esemény relativ
gyakorisaga n kisérlet utdn. Ekkor

P (|2 —pa] 2+ < PATE

n ne?
Tehat annak a valészintlisége, hogy az A esemény relativ gyakorisdga P(A)-nak
az € sugaru kornyezetén kiviil legyen, az n novelésével egyre kisebb, hatarértékben 0.
Ez pontosan réillik a Bernoulli-féle tapasztalatra.
Az 1.19. abran a hatos dobas relativ gyakorisagat lathatjuk szabalyos kockéval 10
dobassorozat utan 3000-t61 3500 dobésig. A kék vonal jelzi a hatos dobas valészintisé-

minden € € R, esetén.

3000 3100 3200 3300 3400 3500

1.19. 4bra

gét, mig a z0ld vonalak annak ¢ = 0,01 sugaru kornyezetét. Az abran lathatjuk, hogy
a 10 dobassorozatbol 9 esetén a relativ gyakorisag 0,01 pontossaggal megkozelitette
a valdszintiséget a 3000-t61 3500-ig terjedd intervallumon. A kovetkezo videdban az
el6z6 kisérletsorozatot vizsgaljuk tobbféle paraméterezéssel:

A videdéban hasznalt program letoltheto innen:
https://tomacstibor.uni-eszterhazy.hu/tananyagok/valdem/valdem.zip

A Bernoulli-féle nagy szamok torvénye megfogalmazhaté valoszintiségi valtozokkal
is. Hajtsunk végre egy kisérletet n-szer egymastdl fiiggetleniil. Ha egy A esemény
az i-edik kisérletben bekovetkezik, akkor a & valdszintiségi valtozo értéke legyen
1, kiilonben pedig 0. A &, &, . . ., &, valésziniiségi valtozok ekkor P(A) paraméteri
karakterisztikus eloszldsi paronként fliiggetlen valdszintiségi valtozok, melyeknek a
szamtani kozepe az A relativ gyakorisaga, masrészt ekkor E&; = P(A) és D* ¢ =
— P(A)P(A). Igy tehat barmely € € R, esetén

n 2
P(‘lz&-—E& ze> <28
ni

ne?
Mas eloszlasu valoszintiségi valtozok szamtani kozepe is hasonlé tulajdonsagot mutat.
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https://youtu.be/HCjIQC2ysp4
https://tomacstibor.uni-eszterhazy.hu/tananyagok/valdem/valdem.zip

1.115. Tétel (Nagy szamok gyenge torvénye). Legyenek &1,&s, . .., &, véges varhato
értéki és szorasi, azonos eloszldsi, paronként fiiggetlen valoszinidségi valtozok. Ekkor

n 2
P(‘lza—m <Da
ni

> €
- >_n52’

minden € € R, esetén.

Tehat annak a valészinlisége, hogy a valdszintiségi valtozok szamtani kozepe
a varhaté érték e sugaru kornyezetén kivil legyen, az n novelésével egyre kisebb,
hatarértékben 0.

Az 1.20. dbran n darab standard normalis eloszlast paronként fiiggetlen valoszini-
ségi valtozo szamtani kozepét lathatjuk n fliggvényében n = 29 500-t6l n = 30 000-ig
10 kisérletsorozat utan. A kék vonal jelzi a varhat6 értéket (ez most 0), mig a zold

29500 29600 29700 29800 29900 30000

1.20. abra

vonalak annak ¢ = 0,01 sugart kornyezetét. Az abran lathatjuk, hogy a 10 kisér-
letsorozatbol 9 esetén a szamtani kozép 0,01 pontossaggal megkozelitette a varhatod
értéket a 29 500-t61 30 000-ig terjedd intervallumon.

A kovetkezo videdban az el6zo kisérletsorozatot vizsgaljuk tobbféle eloszlas esetén.

Két fiiggetlen standard normalis eloszlast valészintiségi valtozé hanyadosa Cauchy-
eloszlasu. Errdl ismert, hogy nincs varhaté értéke, igy erre nem teljestil a nagy szamok
gyenge torvénye. Ezt szemlélteti a kovetkezo videod.

1.116. Tétel (Nagy szdmok Kolmogorov-féle erds torvénye). Legyenek &1,&s, . ..
fiiggetlen azonos eloszlasu véges vdarhato értéki valosziniségi vdltozok. Ekkor

1 n
I) l‘ - i = ID - 1.
(ﬁgo - Z-Zf 51)

Ez a tétel az el6z6nél erésebb allitast fogalmaz meg. Etemadi (1981) és Petrov
(1987) eredményeibdl kidertilt, hogy a nagy szamok Kolmogorov-féle erés torvényének
allitasa paronkénti fliggetlenség esetén is igaz marad.
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https://youtu.be/Ysx7EqPT82M
https://youtu.be/u7P7Z3RtS9s

1.11. Centralis hatareloszlasi tétel

A valdszinliségszamitasban és a matematikai statisztikaban kézponti szerepe van a
standard normalis eloszlasnak. Ennek okat mutatja a kovetkezo tétel.

1.117. Tétel (Centralis hatareloszlasi tétel). Legyenek &1,&s, ... figgetlen, azonos
eloszldsi, pozitiv véges szordsu valoszintségi vdaltozok. Ekkor S, :=& + & + -+ &,
standardizaltjanak hatareloszldsa standard normdlis, azaz

Sn—ES,
lim P ——5— =
A, ( b3, <~”€) (@)

minden ¥ € R esetén.

Specialisan, ha &7, &, . .. fuggetlenek és p paraméterii karakterisztikus eloszlasuak,
akkor S, egy m-edrendli p paraméterti binomidlis eloszlast valdszintiségi valtozo.
Ennek varhaté értéke np és szorasnégyzete np(1l — p). Erre alkalmazva a centralis
hatareloszlas tételét, kapjuk, hogy minden = € R esetén

lim P (S,L—np) < ZL‘) = d(x).

Ez az tn. Moivre — Laplace-tétel. Ez ekvivalens azzal, hogy x € R és Az > 0 esetén

S 1 z+Ax )

n— N _t
TR T e N Sy
e 71]7(1 __’]?) 2m T

gy nagy n és kicsiny Az esetén

1 S, — 1 .2
P(:Egnp<x+Ax)N e 7.

Az np(1 —p) Ve

Legyen k,, egy p valdszinfiségli esemény gyakorisdga m kisérlet utdn. Abrazoljuk m
km—mp

fiiggvényében a By e s értékeket, ahol m =1,2,... n.

i JAN
1000
B

1.21. dbra
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Az 1.21. dbra ezt mutatja p = 0,5 és n = 1000 esetén. A kisérletsorozatot megismé-
teljik N-szer. A kék vonalon abrazoljuk a becsapddasok szamét vonaldiagrammal.
Az 1.22. dbran ez lathaté N = 3000 esetén.

:MAMWME—

R

1.22. 4bra

Végiil a vonaldiagramot normaljuk N-nel és Az-szel, mely mar 6sszehasonlithaté a
standard normadlis eloszlas stirtiségfiggvényével (lasd az 1.23. dbrat).

-3 -2 -1 0 1 2 3

1.23. abra

A kovetkezd videdban az el6zé kisérletsorozatot folyamatdaban vizsgaljuk.
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https://youtu.be/PcAhVYBL48Q

2. fejezet

A matematikai statisztika
alapfogalmai

A valbészintiségszamitas orakon targyalt feladatokban mindig szerepel valamilyen
informéacio bizonyos tipusu véletlen események valoszintiségére vonatkozoan. Példaul:

o Mi a valoszinisége annak, hogy két szabdlyos kockdval dobva a kapott szamok
osszege 77
Itt a szabalyossag azt jelenti, hogy a kocka barmely oldalara é val6szintiséggel
eshet.

o FEgqy boltban az dtlagos varakozasi idé 2 perc. Mi a valoszinisége, hogy 3 percen
beliil nem kerilink sorra, ha a vdrakozadsi idé exponencidlis eloszldsu?
Itt az adott informéacidk alapjan 1—e™2 annak a valoszintisége, hogy a varakozasi
id6 kevesebb mint = perc.

Ha egy hasonl6 feladatban a megoldashoz sziikséges informaciok nem mindegyike
ismert, akkor azokat nekiink kell tapasztalati iton meghatarozni. A matematikai
statisztika ilyen jellegli problémakkal foglalkozik.

A statisztikai feladatokban tehat az események rendszere, pontosabban az (2, F)
mérheto tér adott, de a valdszintliség nem.

Legyen P azon P: F — R fiiggvények halmaza, melyekre (Q, F, P) val6szintiségi
mez6. Ekkor az (§2, F, P) rendezett harmast statisztikai mezének nevezzilk. Az idedlis
az lenne, ha P-bdl ki tudnank vélasztani az igazi P-t. Sok esetben azonban erre
nincs is szitkség. Példaul ha az A és B események fiiggetlenségét kell kimutatnunk,
akkor csak azt kell megvizsgalni, hogy az igazi P-re teljesiil-e az a tulajdonsag, hogy
P(ANB) =P(A)P(B).

A statisztikai feladatokrol azt is fontos tudnunk, hogy azok mindig megfogalmaz-
haték valdszintiségi (vektor)valtozok segitségével. Ennek szemléltetésére tekintsiik a
kovetkezo példakat.

o Dontsiik el eqy dobokockdrol, hogy az cinkelt-e. A probléma matematikai mo-
dellezésében legyen Q ={1,2,3,4,5,6 }, F az Q hatvanyhalmaza és £: Q —
R, &(k) = k. Ekkor azt kell kideriteni, hogy & diszkrét egyenletes eloszlasi-e,
azaz teljestil-e az igazi P-re, hogy minden k = 1,2,3,4,5,6 esetén P({ = k) = é.
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o Az emberek szem- és hajszine fiiggetlen, vagy van kézottik genetikai kapcsolat?
A H halmaz elemei legyenek a haj lehetséges szinei, illetve az S halmaz elemei
a szem lehetséges szinei. Legyen Q := H x S és F az () hatvanyhalmaza.
Ekkor példaul a (barna, kék) € € elemi esemény modellezze azt, hogy a
véletlentil kivalasztott személy barna haju és kék szemii. Legyen &: Q0 —
R, &(h,s) =1,2,3,... aszerint, hogy h = sz6ke, barna, fekete, ... ésn: Q —
R, n(h,s) =1,2,3,... aszerint, hogy s = kék, barna, zold, .... Ekkor a { =
= (&, n) valdésziniiségi vektorvaltozd eloszldsat kell meghatérozni, pontosabban
az a kérdés, hogy az igazi P-re teljestil-e, hogy

P(§ =i,n=j) =P =19)Pn=j)
minden 1 =1,2,... és j =1,2,... esetén.
o Két esemény kozil dontsiik el, hogy melyiknek nagyobb a valdszinisége. Legyen
a két esemény A és B. Ezen események indikatorvaltozoira teljesiilnek, hogy

El4 = P(A) és EIg = P(B). Igy tehét azt kell eldonteniink, hogy a két esemény
indikatorvaltozoi kozol melyiknek nagyobb a varhaté értéke.

2.1. Minta és mintarealizacio

A statisztikaban tehat egy valdszintliségi (vektor)valtozéra vonatkozélag kell informa-
cidkat gytjteni. Jeloljitk ezt &-vel. Tegyiik fel, hogy & az (0, Fo, Po) valdszintiségi
mezében van értelmezve, ahol Py a valodi (dltalunk nem ismert) valszintiséget jelenti.
Az adatgylijtésnek a statisztikdban egyetlen médja van, a &-t meg kell figyelni (mérni)
tobbszor, egymastoél fiiggetleniil. Az i-edik megfigyelés eredményét jeldlje &;, amely
egy véletlen érték, vagyis valosziniiségi (vektor)valtozé. Mindez a kovetkezéképpen
modellezheto.

Legyen (2, F,,P,) azon fiiggetlen kisérletek val6sziniiségi mezéje, amely az
(Q0, Fo, Po) kisérlet n-szeri fliggetlen elvégzését modellezi. Tegytik fel, hogy & d-
dimenzids. Legyen

fil Qn — Rd, fl-(wl, C. ,wn) = f(Mz) (Z = 1, . ,n).
Ekkor tetszbleges x € R? esetén

Po( < 2) =Py ({(wr, .. wn) € E(wi) < a}) =
:Pn(Qox---><QO><{£<x}><QO><---><QO):
= Po(Q0) -+ - Po(20) Po(§ < @) Po(€) - - - Po(€20) = Po(§ < ),

azaz & és & azonos eloszlasi. Masrészt tetszdleges x4, ..., x, € R? esetén

Pn(gl < xl,...,fn < .I'n) =
= Pn({(wl,...,wn) € Qi &(wr) <zpy.. ., & (wn) < xn}) =

=P ((§<a) x - x(E<m,)) = f[lpo(g <z)= ﬁlP”(& <),
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azaz a &; valoszinliségi valtozok fiiggetlenek.

Osszefoglalva tehat az n megfigyelés modellezhetd &, ..., &, fiiggetlen, &-vel
azonos eloszldst valésziniiségi (vektor)valtozékkal. Mivel valéjaban minket csak
a & valodi eloszlasa érdekel, matematikai értelemben nincs jelentosége, hogy a &
és &-k kiilonb6z6 valészinliségi mezoben vannak értelmezve. Ezért megallapodunk
abban, hogy a tovabbiakban a £, &, &, . .. valésziniiségi valtozok ugyanazon (€2, F, P)
valdszinliségi mezdn értelmezettek, ahol P az altalunk nem ismert valddi valoszintiség.

2.1. Definicid. A ¢ valészintiségi (vektor)valtozéra vonatkozo n elemii minta alatt
a &-vel azonos eloszlasu &, .. ., &, fuggetlen valdszintiségi (vektor)valtozokat értiink.
A &t k-adik mintaelemnek, n-et pedig a mintaelemek szamdnak nevezziik.

Természetesen, ha tobb valdszintiségi (vektor)valtozora is sziikségiink van, akkor
mindegyikre kell megfigyeléseket végezni, igy tobb mintank is lesz.

A gyakorlatban nem mintaval dolgozunk, hanem konkrét értékekkel, melyek a
mintaelemek lehetséges értékei.

2.2. Definicié. Ha &, ... &, a & valésziniiségi (vektor)valtozéra vonatkozo minta és
w € Q, akkor a & (w), ..., & (w) értékeket £-re vonatkozd mintarealizdcionak nevezzik.
Az olyan (z1,...,x,) elem n-esek halmazat, melyekre teljesiil, hogy az z; benne van
a & értékkészletében (i = 1,...,n), mintatérnek nevezzik.

Statisztikai feladatokban mintarealizacié alapjan szamolunk. Az igy meghozott
dontés nem biztos, hogy megfelel a valosagnak, csak annyit mondhatunk réla, hogy
nem mond ellent a mintarealizaciénak. Azaz az ilyen dontés hibds is lehet, igy a
valaszunkban azt is meg kell adni, hogy mi a valdsziniisége ennek a hibanak.

2.2. Tapasztalati eloszlasfiiggvény

Ebben a részben feltételezziik, hogy egy £ valésziniiségi valtozo (tehat nem vektorval-
toz6) tulajdonsigait kell megfigyelni. A legjobb az lenne, ha az F' eloszlasfiggvényét
sikeriilne meghatarozni. Valojaban — az el6bb elmondottak miatt — F-et meghatarozni
a mintarealizacié alapjan nem tudjuk, de becsiilni igen. Egy rogzitett © € R esetén
F (x) =P < 2). Tehét egy esemény Valészinﬁségét kell megbecsiilni A Valészin{iség
egy esemény valoszintiségét a relativ gyakorisagaval lenne érdemes becstilni. A €<
< x esemény relativ gyakorisdga a f—re vonatkozo 51, ..., &, minta alapjan konnyen

megadhaté indikatorvaltozokkal: Z | P ¥ Z I¢, <, azon mintaelemek szamét
=1 =1

jelenti, melyek kisebbek z-nél. A kesobblekben latm fogjuk, hogy ez a becslés valoban
megfelelo lesz szamunkra.

2.3. Definicid. Legyen &1, ...,&, egy & valdszintiségi valtozora vonatkozd minta.
Ekkor az

z e F(x ZIMJ (z €R)

fiiggvényt a &-re vonatkozd n elemi mmtahoz tartozé tapasztalati eloszldsfiiggvénynek
nevezzuik.
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Az F}(x) minden rogzitett © € R esetén egy valésziniiségi valtozé. Ha a ki-
sérletsorozatban az w € () elemi esemény kovetkezett be, azaz a mintarealizacio

&(w), ..., &n(w), akkor az

v (Fr(@))(w) =

hozzarendelés egy valos fliggvény. Ezt a fiiggvényt a tapasztalati eloszldsfiigguény
egy realizaciojanak nevezzilk, de a tovabbiakban a rovidség kedvéért ezt is csak
tapasztalati eloszlasfiiggvényként emlegetjiik és F¥ mddon jeloljiik.
Példaként legyen & egy dobdkockaval dobott szam, és a mintarealizacié 3, 4, 5, 3,
6, 2, 3, 3, 5, 2. Ekkor
0 haz<2,
0,2 ha2<ax<3,
0,6 ha3d3<uz<4,
0,7 had<ax <5,
0,9 had<x<6,
1 ha x > 6.

Fiy(z) =

A 2.1. dbran egy Bin(5;0,4)-beli valészintiségi valtozora vonatkozo 20 elemii min-
tahoz tartozd tapasztalati eloszlasfiiggvényt lathatunk. A kék grafikon a valédi

1 -
038 -
06 -
04 -

0,2 4

2.1. dbra

eloszlasfiiggvényt jelenti, a piros a tapasztalatit. Vegyiik észre, hogy a tapasztalati
eloszlasfiiggvény mindig 1épcsos fliggvény, azaz az értékkészlete véges. Nevezetesen n
elemi minta esetén az F; maximalisan n+1 féle értéket vehet fel. Igy felmertil a kérdés,
hogy a lépcsés tapasztalati eloszlasfiiggvény hogyan néz ki folytonos eloszlasfiiggvé-
nyi valésziniiségi valtozo esetén. A 2.2. dbran egy Exp(1)-beli valoszintiségi valtozora
vonatkozo 10 elemii mintahoz tartozé tapasztalati eloszlasfiiggvényt lathatunk. A
kék grafikon itt is a valddi eloszlasfiiggvényt jelenti, a piros a tapasztalatit.

A tapasztalati eloszlasfiggvény megfelel6 becslése-e a valddi eloszlasfiiggvénynek?
Az el6z6 példédkban, ahol a megfigyelések szama (n) viszonylag kevés, elég nagy elté-
réseket lathatunk. De az n novelésével javul-e ez a helyzet? A kovetkezo Glivenkotol
és Cantellitdl szarmazé tétel errdl ad informéaciot.
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2.2. dbra

2.4. Tétel (A matematikai statisztika alaptétele). Legyen a & valésziniségi valtozo
valodi eloszlasfiigguénye F és a &-re vonatkozo n elemii mintahoz tartozo tapasztalati
eloszldsfigguény F . Ekkor

P (gl ) - Pl =0) =1,

zeR

azaz F egyenletesen konvergal R-en F-hez majdnem biztosan.

Bizonyitas. Legyen ¢ € R, rogzitett és m € N olyan, hogy % < 5. Ha k €
€ {1,...,m—1}, akkor az F balrdl val6 folytonossdga miatt az {z € R: F(z) < £}
halmaznak létezik maximuma. Ezt a maximumot jeloljiik xi-val. Legyen tovabba

To := —00 €8 x,, := 00. Ekkor

P(§<xk):F(xk)§£§ lim F(x)=P¢ <xy) (k=0,...,m).

m z—xE+0

igy k—1 1 1
m m m

n
Jelentse A azt az eseményt, hogy nh_}rgo % > leicw, = P(§ < xy), illetve By azt, hogy
i=1

lim 1 f: Ie,<z, = P(§ < xp). A nagy szamok erds torvénye miatt P(Ay) = P(By) =
i=1

n—oo

=1(k=0,...,m). Ebbél
AZ: ﬂ ﬂ(AkﬂBz)

k=01=0

jeloléssel P(A) =1 teljesiil. Emiatt 1étezik N € N, hogy minden n > N egész szdm

és k=0,...,m esetén az A-n teljesiil, hogy
1;1 P& < )<€ és 1;1 P < )<E
— cx — x — —_ < T ST =.
n = £1< k k 2 n = 5z§ k k 2

Legyen z € R rogzitett. Ekkor 1étezik t € {1,...,m }, hogy
Ti1 < x < T4,
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Mindezek alapjan minden n > N egész esetén az A-n teljesiil, hogy

* 1 -
F(l‘) - Fn(.ilﬁ) = P(S < .2?) - 5ZI§¢<96 <
=1
1 n
S P(g < xt) - *ZI&<$ =
Nz
1

IA
|

_l_

A

~

A
kg
L
|

1 1
> _E+P(§<$t) —5zlgi<x >

1 1 €
> —-—+PE < ——El.x>————>—.
- m+ (& <) n = Si<or m 2 ¢

fgy |F(x) — F*(x)| < € teljesiil az A-n, ha n > N. Ebb8l mar kovetkezik a tétel. [

2.5. Megjegyzés. Az el6z6 tételben fontos az egyenletes konvergencia, ugyanis, ha csak
pontonkénti lenne, akkor a szamegyenes kiilonboz6 helyein més és més sebességii
lehetne. Igy ebben az esetben a tapasztalati eloszlasfiiggvény alakjabél a valédira
nem lehetne kovetkeztetni.

A 2.3. abran egy standard normalis eloszlast valdszintiségi valtozéra vonatkozo
1000 elemii mintanak a tapasztalati eloszlasfliggvényét latjuk. A kék grafikon a

1 -

0,5

2.3. abra

valodi eloszlasfiiggvényt jelenti, mig a piros a tapasztalatit. Lathato, hogy 1000-
es mintaelemszam esetén mar gyakorlatilag megegyezik a tapasztalati és a valodi
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eloszlasfiiggvény. Itt tigy tinhet, hogy a tapasztalati eloszlasfiiggvény nem lépcsos.
Természetesen ez nem igaz, pusztan arrdl van sz, hogy egy ,,1épcsoéfok” hossza olyan
kicsi, hogy az a rajz felbontasa miatt csak egy pontnak latszik.

A kovetkezo videdban tobbféle eloszlassal vizsgaljuk a tapasztalati eloszlasfliigg-

vény konvergencidjat:

A videdban hasznélt program letolthetd innen:

https://tomacstibor.uni-eszterhazy.hu/tananyagok/valdem/valdem.zip

2.3. Tapasztalati eloszlas, slirliséghisztogram

Tapasztalati eloszlasfiiggvény helyett més lehetdség is van valdszintiségi valtozok
eloszlasanak vizsgalatara.

Diszkrét valoszintliségi valtozo esetén vizsgalhatjuk az ugynevezett tapasztalati
eloszldst is, mely a valdszinliségi valtozo egy lehetséges értékéhez hozzarendeli a kisér-
letsorozatbeli relativ gyakorisagat. Azaz, ha a £ valdszintiségi valtozo értékkészlete
{z1,..., 2k } és a &-re vonatkoz6 minta &, ..., &, akkor a tapasztalati eloszlas az

1 n
f['t’—>7°t ::EZI&‘:% (tzl,,kf)
i=1

hozzérendelés. (Tehdt nr; a mintdban az x4-vel egyenld elemek szamat jelenti.)
Ha a kisérletsorozatban az w € () elemi esemény kévetkezett be, azaz a mintarea-
lizaci6 & (w),. .., & (w), akkor az

1 n
Ty > (W) = o ZIEF:ct(W) (t=1,...,k)
i=1

hozzarendelést (ahol Ig,—,, (w) értéke aszerint 1 vagy 0, hogy &(w) = z; teljestl
vagy sem) a tapasztalati eloszlds eqy realizacicjanak nevezzik, de a tovdbbiakban a
rovidség kedvéért ezt is csak tapasztalati eloszlasként emlegetjiik. Ezt célszeri vonal-
diagrammal dbrazolni. Ez azt jelenti, hogy az (x;,0) koordinataju pontot 6sszekotjitk
az (SL‘t, rt(w)) ponttal minden t-re. A 2.4. dbran egy Bin(30;0,3)-beli valdsziniiségi
valtozora vonatkozo 1000 elemi mintarealizaciobdl szamolt tapasztalati eloszlast
lathatunk vonaldiagrammal abrazolva. Ugyanezen az abran kékkel felrajzoljuk a
valédi eloszlast is, mely jol mutatja a hasonlosdgot (lasd a 2.4. dbrat).

Abszolut folytonos & valdszinliségi valtozd esetén az tn. stirliséghisztogram vizs-
galata is célravezeto lehet a tapasztalati eloszlasfliiggvény mellett. Legyen r € N
X0, T1,.- ., € Rés xg < 21 < --- < x,. Tegyiik fel, hogy a &-re vonatkozo
&1(w), ..., & (w) mintarealizacié minden eleme benne van az (zg, z,) intervallumban.
Minden [z;_;, x;) intervallum f6lé rajzoljunk egy y; magassagu téglalapot tgy, hogy
a téglalap teriilete a valodi f strliségfiiggvény gorbéje alatti tertiletet becsiilje az
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0,18 -
0,16 -
0,14 A
0,12 A
0,1 -
0,08 -
0,06 -
0,04 -
0,02 A

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
2.4. dbra

0,18 ~
0,16 4
0,14 4
0,12 4
0,1 4
0,08 -
0,06 -
0,04 4
0,02 4

0 2 4 6 g8 10 12 14 16 18
2.5. dbra

[z;_1,%;) intervallumon. Hasonléan az eddigiekhez, egy esemény valdszintiségét itt is
az esemény relativ gyakorisagaval becsiiljik. Igy tehat

/ f(z)dz =P(z;1 <& < j) - D Loy i<eica; (W) = yj(x; — x5-0),
- i=1
melybdl

Z?:I Iﬂ@j—1 <&i<w; (w)
n(z; — 1)
Itt 1o, <¢<a,(w) értéke aszerint 1 vagy 0, hogy ;1 < &(w) < x; teljesiil vagy sem.
A kapott oszlopdiagramot striséghisztogramnak nevezzik, amely tehat a valodi f

stirtiségfiiggvényt a j-edik részintervallumon az y,; konstanssal kozeliti.

A stlirliséghisztogram megadasa a mintarealizaci6 alapjan nem egyértelm, fligg az
osztopontok valasztasatol. Az osztopontok felvételéhez csak annyi altalanos iranyelv
mondhato, hogy fiiggetlennek kell lennie a minta értékeitdl.

Az is fontos, hogy az osztépontok ne helyezkedjenek el til siirin a mintarealizacio
elemeihez képest, mert ekkor egy részintervallumba til kevés mintaelem fog esni, s
igy nagyon pontatlan lesz a becslés. Azaz ebben az esetben a siirtiséghisztogrambol
nem lehet kovetkeztetni a valodi sturiségfiiggvény alakjara.

Masrészt, ha az osztopontok tul ritkak, azaz a részintervallumok szama kevés,
akkor a stirtiségfiiggvény becsiilt pontjainak szama tul kevés ahhoz, hogy a stirtiség-
hisztogrambodl kovetkeztetni lehessen a valddi stirtiségfiiggvény alakjara.

A 2.6. abran standard normalis eloszlasi 1000 elem@ mintara vonatkozé sii-
rliséghisztogramot lathatunk r = 20, xy = —4, x99 = 4 valasztassal, tovabba a

y]: (jzl,...,'f’).
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részintervallumok egyenl6 hosszisdguak. Ugyanezen az dbran kékkel felrajzoljuk

2.6. 4bra

a standard normélis eloszlas siirliségfiiggvényét a [—4, 4] intervallumon, mely jol
mutatja a hasonlésagot (lasd a 2.7. dbrat).

/

[ ™

\

2.7. dbra

2.4. Statisztikak

Tegyiik fel, hogy egy ismeretlen eloszlasu & valoszintiségi valtozd varhato értékét kell
meghatarozni. Mivel az eloszlast nem ismerjiik, ezért a minta alapjan kell becslést
adni. A kés6bbiekben latni fogjuk, hogy bizonyos szempontbdl j6 becslése a varhato
értéknek a &-re vonatkozd &1, ..., &, minta elemeinek a szamtani kozepe, azaz %(fl +
+ -+ &) Altaldnosan fogalmazva itt egy olyan figgvényt definidltunk, amely egy
valészintiségi valtozokbol allo rendezett n-eshez egy valészintiségi valtozot rendel. Az
ilyen fiiggvényeket statisztikanak nevezzik, és a kovetkezékben kiemelt szerepiik lesz.

2.6. Definicié. Legyen &, ..., &, egy & valoszintiségi valtozéra vonatkozo minta,
tovabba

T:R"—R
olyan fiiggvény, melyre T'(&, ..., &,) valésziniségi valtozé. Ekkor ezt a valoszintiségi
valtozot a minta egy statisztikdjanak nevezzik. Ha & (w), ..., &, (w) egy a &-re vonat-

koz6 mintarealizacid, akkor a T(§1 (w), ... ,fn(w)) szamot az elébbi statisztika egy
realizdciojanak nevezzik.

Ha T Borel-mérheté fiiggvény, akkor T'(&, ..., &,) mérhetd, azaz valdszintiségi
valtoz6. Példaul F*(z) minden rogzitett © € R esetén statisztika.
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2.7. Definicié. Legyen &, ... &, egy & valoszintiségi valtozora vonatkozé minta. A
kovetkezO nevezetes statisztikakat definidljuk:

_ 12
mintadtlag §i=— Z &
iz
1 n
tapasztalati szordsnégyzet S2 = - > (& - £)?
i=1
1 n
tapasztalati szords Sy 1= J " Z(& —&)?
i=1
1 n
korrigalt tapasztalati szorasnégyzet 522 =T Z(fz —¢)?
i=1
1 & -
korrigalt tapasztalati szords Sy, = J n—1 Z(fz —&)?
i=1
1 n
k-adik tapasztalati momentum (k € N) —> ¢
N =1
k-adik tapasztalati 1.
7/ k
centrdlt momentum (k € N) — Z(é} -
"=
1 & —
tapasztalati ferdeség 53 Z(fz —&)°
n =1
1 & _
tapasztalati lapultsdg v Y& -9' -3
n i=1

Ha tobb valdszintiségi valtozét is vizsgalunk és hangsilyozni szeretnénk, hogy a
tapasztalati illetve korrigalt tapasztalati széras a &-re vonatkozik, akkor azokat S¢,
illetve S¢ ,, médon fogjuk jelolni.

2.8. Tétel (Steiner-formula). Bdrmely ¢ € R esetén
1 n

Sa=—> (&= = (E-0)?
Nz
Bizonyitas. Legyen c € R tetszolegesen rogzitett. Ekkor
1 & — 1 & — 2
S PICED ;:1(@ ¢) = (€~0)
1 n n
= - —c)f — =) 2(¢
ICEEEEPI e
1 & 2 7 2 | (F 1 S 2
=D (&= =26 — o) +( PO IR RO
N3 Nz
2.9. Definicié. Legyen &i,...,&, egy & valdszintliségi valtozora vonatkozoé minta,
tovébbé (:Bl, R = R" esetén jelolje r1,...,r, az 1,...,n szdmok egy olyan

c s

Try, S Zpy < ... < Ty, .
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Legyen

T.:R" =R, Ti(zy,...,2,) =x,, (i=1,...,n)
Ekkor a & :=T;(&,...,&,) (i =1,...,n) valdszinliségi valtozokat rendezett mintanak
nevezzik. (Vegyiik észre, hogy & = min{&;,...,§, } és & = max{ 1,06 })

Sten +§" az ugynevezett

A & — & statisztikat mintaterjedelemnek nevezzik. A
terjedelemkozép.

A tapasztalati medidn legyen &1, ha n péaratlan, illetve % (f*% + 5*%“), ha n
paros. ’

Legyen 0 < ¢t < 1. A 100t %-os tapasztalati kvantilis legyen &t 410 ha nt ¢ N,
illetve &, + (1 — 1), 1, ha nt € N. (Vegyiik észre, hogy az 50%-os tapasztalati kvan-
tilis a tapasztalati medidnnal egyenlé.) A 25%-os tapasztalati kvantilist tapasztalati
alsé kvartilisnek, illetve a 75%-o0s tapasztalati kvantilist tapasztalati felsé kvartilisnek
nevezziik.

A tapasztalati modusz a mintaelemek kozott a leggyakrabban eléforduld. Ha tobb

ilyen is van, akkor azok kozott a legkisebb.

2.10. Megjegyzés. Az elébbi T; fliggvények Borel-mérhetéek, igy a rendezett minta
elemei statisztikak.

Ha a kisérletsorozatban az w € (2 elemi esemény kovetkezett be, azaz a min-
— n
tarealizaci6 & (w), ..., & (w), akkor a (w) = £ 3 &(w) szdmot is mintadtlagnak
i=1
nevezzilk. Hasonléan éllapodunk meg minden nevezetes statisztika esetén. (Azaz
példaul S, (w)-t is tapasztalati szérdsnak nevezziik.)

A kovetkezOben a statisztika fogalmat kiterjesztjiik arra az esetre, amikor a minta
elemei valdészintiségi vektorvaltozok.

2.11. Definicié. Legyen &1, ..., &, egy d-dimenzids & valdszinliségi vektorvaltozora
vonatkoz6 minta, tovabba

T: (RH" - R
olyan fiiggvény, melyre T'(&1, ..., &,) valdsziniiségi valtozd. Ekkor ezt a val6szintiségi
valtozot a minta egy statisztikdajanak nevezzik. Ha & (w), ..., & (w) egy a &-re vonat-

koz6 mintarealizacid, akkor a T (51 (W), ... ,fn(w)) szamot az elébbi statisztika egy
realizaciojanak nevezzik.

2.12. Definicié. Legyen £ = (1, () kétdimenzids valoszinliségi vektorvéaltozo, to-
vabba a ravonatkoz6 minta (1y,(1), ..., (M, (,). Ennek a mintanak a tapasztalati
kovariancidja

Covn(n, () : Z G — Z ;i - Z G
nis

illetve tapasztalati korreldcios egyiitthatoja

Covn(n,¢)

Corr,(n, ) := .
orrn (1, €) S Sen
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2.13. Definicié. Legyen &, ..., &, egy & valoszintiségi (vektor)véaltozéra vonatkozo
minta. A T'(&,...,&,) statisztikdt szimmetrikusnak nevezzik, ha az 1,...,n szdmok
minden iy, ...,1, permutacidja esetén

T(él, e 7511) - T(éil, cee 7£Zn)

Vegyiik észre, hogy az el6zoekben definidlt minden nevezetes statisztika szim-
metrikus. Még tovabb altalanosithaté a statisztika fogalma, ha tobb valdszintiségi
valtozéra vonatkozik.

2.14. Definicié. Legyenek &, &, ..., & valdszintiségi valtozok, melyekre vonatkozd
mintdk rendre a kovetkezok:

511;&127 e aflnp
52175227 e 7627127

§k17§k27 cee 7§knk-

Ha
T:R"™ x---xR"™ =R

olyan fiiggvény, melyre 7' (€11, &1, - -+ s Eng s - - - &ty Ek2s - - - Ekony, ) ValOszintségi valtozod
(azaz T' Borel-mérhet6), akkor ezt a valésziniiségi valtozét az el6bbi k darab minta
egy statisztikdjinak nevezzik.

Ilyen statisztikdkra példat, majd a hipotézisvizsgalatoknal fogunk latni.
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3. fejezet

Pontbecslések

3.1. A pontbecslés feladata és jellemzo6i

Tegyiik fel, hogy a vizsgélt £ valdszintiségi valtozordl tudjuk, hogy egyenletes eloszlasi
az [a, b] intervallumon, de az a és b paramétereket nem ismerjiik. Ekkor a vizsgdland6
statisztikai mezo lesziikiil az

(Q,F,P), P={Py:9€cO}

mezére, ahol © = { (a,b) € R? : a < b} és Py olyan valdszintiség az (€2, F) téren,
melyre Py(§ < x) = =2 teljesiil minden ¥ = (a,b) € © és a < x < b esetén.

A pontbecslés feladata ebben az esetben az a illetve b valodi értékének becslése.
De nem mindig van sziikség az Osszes ismeretlen paraméterre. Példaul el6fordulhat,
hogy csak a £ varhatd értékére vagyunk kivancsiak. Ekkor a fenti esetben az aTer
valédi értékét kell megbecsiilni.

Az eljards a &-re vonatkozo & (w),. .., &, (w) mintarealizacié alapjan tgy fog
torténni, hogy bizonyos kritériumokat figyelembe véve megadunk egy statisztikat,
melynek az w helyen vett realizacidja adja a becslést.

Most altalanositjuk az el6zoeket. Legyen v € N, © C R az ugynevezett pa-
ramétertér. Feltesszik, hogy © # (). Jeloljon Fy eloszlasfiiggvényt minden ¢ =
= (0,...,79,) € O esetén. Feltessziik, hogy ¥ # ¢ esetén Fy # Fy. Ez az tigyneve-
zett identifikalhato tulajdonsag. Tegyiik fel, hogy a vizsgalt £ valdszintiségi valtozordl
tudjuk, hogy az eloszlasfiiggvénye az

(Fy:0=(0,....,0,) €0}

halmaz eleme, de a ¢4,...,19, paraméterek valodi értékei ismeretlenek. Ekkor a
vizsgalt statisztikai mez6 lesziikiil az

(QF,P), P={Py:9€0}
mezore, ahol Py olyan val6szintiség az (€2, F) téren, melyre
P§(£ < x) = Fqg(x)
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teljestil minden & € R és ¢ € O esetén. A tovabbiakban mindezt gy fogalmazzuk meg,
hogy legyen ¢ a vizsgaland6 valdsziniiségi valtozé az (2, F,P), P={Py: 9 €0}
statisztikai mezon.

Legyen g: © — R egy tetsz6leges fiiggvény. A pontbecslés feladata a g(v) valodi
értékének becslése egy statisztikdval. Ezt a statisztikat és annak realizaciojat is a
g(19) pontbecslésének nevezzik.

Fontos kérdés, hogy milyen szempontok szerint valasszuk ki a pontbecslést megado
statisztikat. A kovetkezo természetesnek tiing feltételeket adjuk:

« ingadozzon a g(1) valédi értéke koril;
o szérasa a lehetd legkisebb legyen;

+ a minta elemszdménak végtelenbe divergélasa esetén konvergéljon a g(¢) valodi
értékéhesz.

A kovetkezokben ezeket a feltételeket fogalmazzuk meg pontosabban. Legyen
£1,&, ... az elobbi & valoszintliségi valtozora vonatkozd végtelen elemszami minta
(azaz &,&, ... fuggetlen &-vel azonos eloszlasi valdszintiségi valtozok), tovabba
jelolje Ey, Dy illetve covy a Py-bol szarmaztatott varhatd értéket, szorast illetve
kovarianciat.

3.1. Definicié. A T'(&,...,&,) statisztika g(1) torzitatlan becslése, ha

EyT (&1, 6n) = 9(v)

minden ¥ € O esetén. Ha ez nem teljestil, akkor T'(&1, ..., &,) a g(¥) torzitott becslése.

3.2. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy F}(z) torzitatlan becslése F'(x)-nek barmely
x € R esetén, ahol I a { eloszlastiiggvénye és Fr a tapasztalati eloszlastiiggvény.

Bizonyitds. Az nF’(z) egy n-edrendii p = F(z) paraméter(i binomidlis eloszlasi

valészintiségi valtozo. Igy E, F¥(z) = 1E, (nF;:(:E)) = lnp=p=F(). O
3.3. Feladat. Legyen 7, := Ty (&1, ..., &) torzitatlan becslése ¥p-nak minden k =
=1,...,r esetén, és h: R” — R olyan fiiggvény, melyre h(ry, ..., 7.) valosziniiségi
valtozo. Bizonyitsuk be, hogy h(r,...,7.) nem feltétlentl torzitatlan becslése h(1)-
nak.

Bizonyitds. Legyen példaul § egy olyan esemény indikatorvaltozéja, melynek p valo-
szinfiségére 0 < p < 1 teljesiil. Kénnyen lathatd, hogy E,{ = p, azaz § torzitatlan
becslése p-nek. Masrészt h: R — R, h(z) := x? jeloléssel
_ s _ _ 1
E,h(§) =E,& =DIE+EE= Ean,ngE;g =
1
= —p(1=p)+p" #p* = h(p),

azaz h(€) torzitott becslése h(p)-nek. O
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3.4. Definicié. A T,(&1,...,&,) (n € N) statisztikasorozat g(v) aszimptotikusan
torzitatlan becsléssorozata, ha minden 9 € © esetén teljesiil, hogy

3.5. Definicié. Egy T'(&1, ..., &,) statisztikat véges szordsinak neveziink, ha minden
VU € O esetén Dy T'(&y,...,&,) € R.

3.6. Definicié. Legyenek T (&1, ...,&,) és Ta(&q, ..., &) véges szérasu torzitatlan
becslései g(v)-nak. A Ty(&y, ..., &) hatdsosabb becslése g(¥)-nak mint T5(&1, ..., &),
ha minden ¥ € © esetén teljestil, hogy

Dy Ti(&1,...,8) < DyTa(&,. .., &)

3.7. Definicié. A g(v) Osszes véges szorasu torzitatlan becslése koziil a leghatéso-
sabbat a g(1) hatdsos becslésének nevezziik.

Nem biztos, hogy ¢g(9)-nak létezik hatasos becslése, hiszen egy alulrdl korlatos
szamhalmaznak nem mindig van minimuma. De ha létezik hatasos becslés, akkor az
majdnem biztosan egyértelmii. Ezt fogalmazza meg a kovetkezo tétel.

3.8. Tétel. A hatdsos becslés 1 valdsziniiséggel egyértelmd, azaz, ha Ty(&1, ..., &) és
T5(&1, ..., &) a g(¥)-nak hatdsos becslései, akkor minden ¥ € © esetén

Py(T1(&r, - &) = Talér, ., &) = 1.

Bizonyitds. Legyen 1 := T1(&, ..., &), T2 = To(&,...,6n), T := B2 és ¥ € O.
Ekkor

Ey7 = ;(Eﬂ n+Eym) = ;(9(19) +9(79)> = g(),

azaz T torzitatlan becslése g()-nak. Igy 7 hatdsossiga miatt

D37 SngT—D%Tl;—TQ_

1 1
= Z(D% 4+ D37+ 260V19(7'1,7'2)) = 1(2 D37 + 2COV19(7'1,T2>).

Ebbél kapjuk, hogy 0 < D3 (1, —7) = 2D3 11 —2covy(r, ) < 0, azaz D3 (1, —7) = 0.
De ez csak ugy lehetséges, ha

Pﬂ(ﬁ — Ty =Ey(n — Tz)) =1
Ebbdl mar kévetkezik az allitas, hiszen Ey(m — ) = 0. O

3.9. Definicié. A T,,(&,...,&,) (n € N) statisztikasorozat g(0)-nak konzisztens
becsléssorozata, ha T, (&1, . . ., &,) sztochasztikusan konvergdl g(1f)-hoz, azaz barmely
e >0és v € O esetén
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3.10. Tétel. Létezik nem konzisztens torzitatlan becsléssorozat.

Bizonyitds. Legyen £ € Norm(m; 1), ahol az m € R paraméternek a valédi értéke
ismeretlen. Ekkor &, torzitatlan becsléssorozat, hiszen E,, &, = m, de € > 0 esetén

Po(|& —m| > e) =1=P(|g, — m| < &) =2 —20(e),

azaz h_)m Pm(|§n —m| > 5) £ 0. Igy &, nem konzisztens becsléssorozat. [
n—oo
A torzitatlan becsléssorozatok konzisztenciajahoz tudunk adni elégséges feltételt.

3.11. Tétel. Ha T,,(&,...,&,) torzitatlan becslése g(¥)-nak minden n € N esetén,
és lim D5 Th(&r,...,&) = 0 minden 9 € © esetén, akkor T,(&1,....&) a g(¥)

konzisztens becsléssorozata.

Bizonyitds. Legyen 1, := T, (&1,...,&), € > 0 és ¥ € ©. Ekkor 7, torzitatlansiga, a
Csebisev-egyenldtlenség és nll_)IIolo D3 7,, = 0 miatt

i i . Dir,
T}grgoPﬁ<|Tn_g(ﬁ)| > 6) :nlggloPlgOTn—EgTﬂ Zs) Snlggo 22 —0.
Ebb6l mér kovetkezik, hogy 7,, a g(1) konzisztens becsléssorozata. O

3.12. Definicié. A T,,(&,...,&,) (n € N) statisztikasorozat g())-nak erdsen kon-
zisztens becsléssorozata, ha minden ¢ € © esetén

Py (Jgglo To(€1s -5 &n) = 9(79)> =L

3.13. Megjegyzés. Mivel a majdnem mindeniitti konvergenciabdl kévetkezik a mérték-
ben val6 konvergencia, ezért az erdsen konzisztens becsléssorozat egyuttal konzisztens
becsléssorozat is.

3.1.1. Varhato érték becslése

Ebben az alszakaszban feltessziik, hogy Ey & € R minden ¥ € O esetén.

3.14. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ci,...,c, € Rés ¢; + -+ + ¢, = 1 esetén
Yoy ¢ torzitatlan becslése £ varhato értékének.

Bizonyitds. By 3. citi = > ¢;Bo&i = 3 e By € = By € 3 ¢ = By €. 0
=1 =1 =1 =1

3.15. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a mintaatlag torzitatlan becslése a varhato
értéknek.

Bizonyitds. Az el6z6 kovetkezménye ¢; = % (1 =1,...,n) valasztassal. ]

3.16. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha & véges szorasu, akkor a mintaatlag konzisz-
tens becsléssorozata a varhato értéknek.
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Bizonyitas. Az allitas a nagy szamok gyenge torvényével ekvivalens. De belathato a
konzisztencia elégséges feltételének vizsgalataval is, hiszen

_ 1
lim D3 € = lim — D3¢ =0,
n Oon

n—oo
melybdl kovetkezik az allitas. ]

3.17. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a mintadtlag erésen konzisztens becsléssorozata
a varhat6 értéknek.

Bizonyitas. A bizonyitashoz elég észrevenni, hogy az allitas a Kolmogorov-féle nagy
szamok erOs torvényével ekvivalens. O

3.18. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy & hatdsosabb becslése a varhaté értéknek, mint
> ci&, barmely ¢q,...,¢, €ER, ¢ 4+ 4+ ¢, = 1 esetén.
i=1

n n n
Bizonyitds. D’ (zlcg) = £ @Di¢ = DiEE @ > Digk(e o+ ) =
1= 1= 1=
= %Dﬁf = ng ¢. Itt felhasznaltuk a szamtani és a négyzetes kézép kozotti rela-
b
ci6t, mely szerint tetszéleges ai,...,a, € R esetén “FFin < \/w. (Ez a

Cauchy-egyenlStlenséghdl kovetkezik.) O

n
Tehat a varhato értéknek a > ¢;&; alaki, tgynevezett linedris becslések kozott a
i=1
leghatasosabb becslése a mintadtlag. Vajon az osszes véges szérasu torzitatlan becslés
koziil is ez a leghatasosabb, azaz hatdsos? A kovetkezo tétel erre ad altalanossagban

nemleges valaszt.

3.19. Tétel. Ha & egyenletes eloszlist a [0,b] intervallumon (b € R.), akkor a
terjedelemkozép hatasosabb becslése a vdarhato értéknek a mintadtlagndl.

Bizonyitds. A bizonyitas terjedelmes, csak a fontosabb lépéseket kozoljik. A minta
legyen &1,...,&,. El6szor be kell 1atni, hogy a terjedelemkozép a varhatéd érték
torzitatlan becslése, majd meg kell mutatni, hogy ennek szorasa kisebb a mintaatlag
szérasanal. Ehhez elszor a &7, . . ., £ rendezett minta elemeinek eloszlasat vizsgaljuk
meg. Mivel i € {1,...,n}, 0 <z < b, esetén

Pb(fl<.T,...,£i<$,§i+1Zl’,...,fnzl'):

- (pute <) (e ) = (5) (1-5)"

ezért annak a valdszintisége, hogy &1, ..., &, kozil pontosan ¢ darab kisebb z-nél,

() () () v

A & < x esemény azt jelenti, hogy pontosan k vagy pontosan £+ 1 vagy ... pontosan
n darab mintaelem kisebb x-nél. Igy

P,,(g;;<x)=i<77> (i)(1—§>n_ ke{l,...n}, 0<z<b

i—k \*
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Ebbdl belathato, hogy & stirtiségtiiggvénye x helyen

nin—1\ /x\1! x\"k
— — 1—— 1.... .
b(k:—l)(b) ( b) Rl 0w

Igy k€ {1,...,n} esetén

b
. ni{n—1 k=1 x\"k kb
Ebfk_o/xb< ><b> <1_b) dm_”'_n+1'

Ebbdl E, % = % — + "—b) = 2 = E, £ Tehat a terjedelemkozép a varhato érték

n+1 n+1
torzitatlan becslése. Most raterunk a szoras meghatarozasara. A korabbiak alapjan

e = [ (00 ()7 () s A

teljestil minden k € {1,...,n } esetén. Masrészt az eléz6ekhez hasonlé gondolatme-
nettel & és & egyiittes siirfiségfiiggvénye 1 < k < [ < n esetén, az (z,y) € R? (0 <
<z <y <b) helyen

bk —1)I( —n/i —1)i(n—1)! (f) ('Z - 2) (1 B ZZ) |

Ebbdl bizonyithato, hogy

k(1 + 1)b?
Ey(&&) = <k<l<
b(&kél ) (n n 1)(71 I 2)7 S k< n
Igy a szérasnégyzet:
G+6 _p (8+6) _pare
D§12 =E, 12 —E§12 =
1 62 1 2 1 b2
4 2 _ 2 E 21 TR —
_1 262 +1 an +1 b2 _bj_ b?
4 (n+1)(n+2) 4 n+2 2 n+2 4 2n+1)n+2)
Mivel D; € = * D2§ = 12 , ezért az allitas ekvivalens az

1 1
<
2n+1)(n+2) ~ 12n

egyenl6tlenséggel. Konnyen lathatd, hogy ez minden n € N esetén teljesiil, és csak
n = 1illetve n = 2 esetén lehet egyenldség. Az n =1 illetve n = 2 esetén kapott
egyenl0ség nem meglepd, hiszen ekkor §+én +€n = &. Ezzel bizonyitott az allités. [l

Tehat van olyan eset, amikor a varhaté értéknek nem a mintaatlag a hatasos
becslése. De vajon a mintaatlag sohasem lehet hatasos becslése a varhaté értéknek?
A valdszintiség becslése soran latni fogjuk, hogy példaul karakterisztikus eloszlas
esetén az.
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3.1.2. Valébszintliség becslése

3.20. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy esemény relativ gyakorisaga torzitatlan
becslése az esemény valoszinliségének.

Bizonyitas. Legyen £ a vizsgalt esemény indikatorvaltozoja. Ekkor az esemény relativ
gyakorisaga £-vel egyenld, masrészt & varhato értéke a vizsgalt esemény valdszintisége.
[gy az allitas annak a specidlis esete, hogy a mintadtlag torzitatlan becslése a varhaté
értéknek. O

3.21. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy esemény relativ gyakorisaga erdsen kon-
zisztens becsléssorozata az esemény valoszintiségének.

Bizonyitds. Az allitas annak a specidlis esete, hogy a mintaatlag er6sen konzisztens
becsléssorozata a varhaté értéknek. O

3.22. Tétel. Egy ismeretlen 0 < p < 1 valdsziniségii esemény relativ gyakorisaga
hatdsos becslése p-nek, azaz 0 < p < 1 paraméteri karakterisztikus eloszlasu valdszi-
niségi vdltozora vonatkozo mintdbol szdmolt mintadtlag hatdsos becslése a vdarhato
értéknek.

Bizonyitas. Legyen & a vizsgalt esemény indikatorvaltozoja és &, ..., &, egy &-re
vonatkoz6 minta. Ekkor az esemény relativ gyakorisdga &, tovabba az eddigiek alapjan
¢ a p torzitatlan becslése. Legyen T'(&1, ..., &,) tetszdleges torzitatlan becslése p-nek,

K :={i=(i1,...,iy) 1 11,...,0, az 1,...,n permutaciéja }
és
(517"-7 : n'z &17'-‘75%)'
€K
Koénnyen lathatd, hogy S(&1, ..., &,) szimmetrikus statisztika és torzitatlan becslése
p-nek. Ha a & (w), ..., & (w) mintarealizdciéban pontosan k darab 1 van, akkor fiig-
getleniil attél, hogy pontosan melyek azok, a szimmetria miatt az S(fl (W), ..., &n (w))

értéke mindig ugyanaz. Ezt a kozos értéket jeloljiik Sp-val. Annak a valdszintisége,
hogy a mintarealizacioban pontosan k£ darab 1 van

(Z)p’“(l —p)" >0

Mindezekbdl a torzitatlansag miatt

= B,(S(&, ... &) —€) = > (Sk - > <Z>p’“(1 -

azaz



minden p € (0, 1) esetén. Ez pedig csak tgy lehetséges, ha Sy, = % minden k =0,...,n
esetén. Ebbol az kovetkezik, hogy

S &) =&

fgy azt kell beldtni, hogy DZ Sy, &) < DIQJ T(&,...,&), amely azzal ekvivalens
a torzitatlansdg miatt, hogy E, S%(&1, ..., &) < E,T?(&y, ..., &,). Legyen

G ::{x:(xl,...,xn):xiG{O,l}, i=1,...,n, xl—l—---—f—mn:k:}.

Ekkor az el6zéekhez hasonléan lathatd, hogy

B, $2 (€1 &) = 20 D St (1-p)" " =

B 5 (g -
<5 (1) (i, im0 st
S () g re) v
-3 (1) (G T(x))zpku —py

MaAsrészt

B, 726, 6) =3 3 T2()ph(1— p)" ",

k=0 zeGy

igy elég azt belatni, hogy

k z€Gy zeGy

(1)( 5 T<x>)2 )

Ez viszont teljesiil a szamtani és a négyzetes kozép relacidéja miatt, hiszen Gi-nak
(:) darab eleme van. O

3.1.3. Szoérasnégyzet becslése
Ebben az alszakaszban feltessziik, hogy Dy & € R minden 9 € © esetén.

3.23. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a tapasztalati szérdsnégyzet torzitott becslése
a szorasnégyzetnek.

Bizonyitds. A Steiner-formula és Ey £2 = D3 ¢ + E3 ¢ miatt
Ey S, = Ey ﬁzgi_g :ﬁZEﬂfi_Eﬁf =
i=1 i=1
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1 & - _ _
— = > g~ DiE-E3E—Fy& - DE - Ej¢ -
=1
— 1 & 1 &
= Dj¢—DjE=DjE— — > Di&=Dj¢— > Dj¢ =
i=1 =1

1 n—1
=Dj¢— - Dj¢ =

D¢ # D3¢ O

3.24. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a tapasztalati szérasnégyzet aszimptotikusan
torzitatlan becsléssorozata a szérasnégyzetnek.

Bizonyitds. Lattuk, hogy Ey S2 = ”T_l D129 &, gy 711133(} Ey 52 = D% €. O

3.25. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a tapasztalati szérdsnégyzet erosen konzisztens
becsléssorozata a szorasnégyzetnek.

Bizonyitds. A Kolmogorov-féle nagy szamok torvénye miatt
1& 1&
' A L

Igy a Steiner-formulabél kapjuk az llitast. O

3.26. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a korrigdlt tapasztalati szérdsnégyzet torzitatlan
becslése a szorasnégyzetnek.

Bizonyitds. Lattuk, hogy Ey S2 = =L D3 ¢, {gy Ey Si* = Ey -2-52 = D} €. O

3.27. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a korrigalt tapasztalati szérasnégyzet erdsen
konzisztens becsléssorozata a szérasnégyzetnek.

Bizonyitas. Az allitas a tapasztalati szorasnégyzet erds konzisztenciajabol kovetkezik,
hiszen S*? = 52 [

n—1-"n"

3.2. Informacios hatar

Legyen £ egy ismeretlen 0 < p < 1 paramétert karakterisztikus eloszlasi valoszintiségi

valtozo, tovdbba a ravonatkozé minta &, . .., &,. Kordbban bizonyitottuk, hogy &

hatésos becslése p-nek. Mivel Dig = %Dif = @, ezért azt kapjuk, hogy a p

(;(slszgs véges szorasu torzitatlan becslésének szorasa nagyobb vagy egyenld, mint
.

Altalanossdgban, ha g(19) osszes véges szérasi T'(&y, . . ., &,) torzitatlan becslésének
szérasa nagyobb vagy egyenlo, mint egy T-t6l fiiggetlen érték, akkor ezt informdcios
hatdrnak nevezzik.

Ennek a szakasznak a célja az informaciés hatar meghatdrozasa azzal a feltevéssel,
hogy & abszolut folytonos vagy diszkrét, illetve © C R, azaz csak egy paraméter
ismeretlen (v = 1). Feltessziik még, hogy © nyilt halmaz. Amennyiben £ abszolit
folytonos, akkor fy jelolje £&-nek a Py-bol szarmazé stirtiségfliggvényét. A &-re vonat-
koz6 minta legyen &, ..., &,, tovabba a £ értékkészlete legyen X, azaz a mintatér
x".
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3.28. Definicié. A &,...,&, minta likelihood fiigguénye

ﬁ fo(xi), ha ¢ absz. folyt.,
Ly: X" x 0O =R, L(xg,...,¢,,79) =51

[T Py(& = x;), ha £ diszkrét.
i=1

A &, ..., &, minta loglikelihood fiigguénye L, :=Inl,.
3.29. Definici6. A &, ... &, minta Fisher-féle informdciomennyisége

8

2
I,-0 =R, I,(9) _E,9< (51,...,§n,19)> ,

feltéve, hogy ez a fliiggvény értelmezhets. Ellenkez6 esetben azt mondjuk, hogy a
Fisher-féle informaciémennyiség nem létezik.

3.30. Definicié. Legyen T': R™ — R egy tetszoleges fiiggvény. Azt mondjuk, hogy
T'l,-re teljesiil a bederivalasi feltétel, ha

0
%/T(xl,...,xn)ln(xl,...,wn,ﬁ)dxl-~- dz, =

8
_/Txl,..., W)@, @ 9) day - da,
vagy
QZT(JU Tl (z Ty, ) =
31912,63{ 1y---s4n)in 1y+--ydny -
= Z T(xl,...,xn)gln(azl,...,xmﬂ)
xr; €X 819

aszerint, hogy & abszolit folytonos vagy diszkrét.
3.31. Megjegyzés. Ha X véges, akkor T'l,-re trividlisan teljesiil a bederivalasi feltétel.

3.32. Lemma. [;-re pontosan akkor teljesiil a bederivdldsi feltétel, ha

o0

0
_Ooaﬁfﬁ()dx—o vagy ;E%Pﬁﬁ z)=0

aszerint, hogy & abszolut folytonos vagy diszkrét.

Bizonyitas. Csak abszolit folytonos esetben bizonyitunk, de diszkrét esetben analog
modon jarhatunk el, melyet az Olvaséra bizunk. A bizonyitashoz vegytik észre, hogy

li(z,9) = fo(z) és Ofo li(xz,9)dz = 1. Most tegyiik fel, hogy Ofo %fg(x) dx = 0.
Ebbol kapjuk, hogy

o T 0 7o
819[0 li(z,9)de=0= Mfg(m)dm—[o %ll(a:,é‘)dx,

—00
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azaz ekkor [i-re teljesiil a bederivalasi feltétel. Megforditva, ha feltessziik, hogy [;-re
teljestil a bederivalasi feltétel, akkor

_/ a—ﬁll(x,ﬂ) dz = 819_/ li(z,0)dx =

Ezzel teljes a bizonyitas. O

3.33. Tétel. Ha ly-re teljesiil a bederivdlasi feltétel és Iy létezik, akkor I, is létezik
s [n = n[l.

Bizonyitas. Csak abszolit folytonos esetben bizonyitunk, de diszkrét esetben analdg
modon jarhatunk el, melyet az Olvaséra bizunk. Azl (z,9) = fy(x), igy

Eg( (51, )) = /<£91nl1(x 19)) fo(z)dx = /aaﬁfg(x) dz =0.

Ebbdl

L(V) = By (aa (&, ))2_])3 <£9L1(§1,19)>_D§ (gglnfg(&)).

Masrészt
E 0 L 9| =E 0 § 1 _
9 8719 n(fla 7€n7 ) = Ly 8719; nfﬁ(fl) =
- zn:Eﬁ < hlfg(&)) = Xn: 7 alnh(:p)) fﬁ(ﬁ[;) dx =
= \9Y )\
_ ;OO ;79 folw)de =0
Ebbol

0 2 (0
]n<19) = E19 (8 (gla 5717 )) = Dﬁ (aﬁLn(gb s 7571779)) =
0% (5 o fle)) = 303 (o)) -
:Xn:D < 1Ilf19 €1> Z[l —71[1 19) L]

3.34. Feladat. Karakterisztikus eloszlas esetén hatarozzuk meg a Fisher-féle infor-
maciémennyiséget.

@o

Megoldds. Legyen tehat £ egy 0 < p < 1 paraméterli karakterisztikus eloszlast
val6szintiségi valtozo, és a ravonatkozé minta &, . .., &,. Ekkor X = {0,1}, ;(0,p) =
=Pp(&=0)=1—-péh(l,p) =Py(& =1) =p. Igy

L(p) =E, (%Lﬂ&,p))z =E, (aaplnll(§17p)>2 -
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FLLICE o>)2 P =0+ (5P e - 1))2 Py6 = 1) =

9 2 o 2 1
- (apma—m) (L-p)+ (ap1“p> R

Masrészt X végessége miatt [i-re teljestl a bederivalasi feltétel, melybol

Ln(p) = nhi(p) =

p(1—p)

3.35. Feladat. Legyen ¢ € Norm(m; o), ahol o > 0 rogzitett. Hatdrozzuk meg a
Fisher-féle informaciémennyiséget.

Megoldas. Az li-re teljesiil a bederivalasi feltétel, hiszen

7;71fm(:r)dx: wil <x—m> dx =

S s omo o
OOI' m —m
:/ 5 fm(a:)dx:Em< > )—0

Korabban lattuk, hogy ekkor

I(m) = D2, (a?n In fm<§>> - D, ( T %fm@)) -

_pp (Lo tom _pe (o)L
oty S5e) 1 () &

Ebbdl kapjuk, hogy I,,(m) = nl;(m) = 5.

[

3.36. Feladat. Legyen ¢ ismeretlen A paraméterti Poisson-eloszlasu. Hatarozzuk
meg a Fisher-féle informaciémennyiséget.

Megoldas.
0 2= (0 ?
Li()\) =E, (aAlnll(&,)\)> = Z (0)\ InP,(& = k)) P& =k) =
k=0
00 a )\k \ 2)\k N [e'e) k 2)\k .
> () =2 &
= k(k—1) 1 2 A\ a0
_;}( 2 1+<)\2_)\>k> K
0o )\ka fe'e) )\k 1 o] )\kfl .
_<,€Z;(k—2)'+,;)k!+</\_2)k1(k—1)'>€ -
1
Y A _ A At
(e (o)



M4ésrészt

o] k 00
_0;\;‘!6 ,\_Zli' (k)\k 1,_—X )\keﬂ\) _

_(i A1 _iﬂ“)e_k_(ex_ex)e—A_o
k:1<k_1)! = k! ’

azaz l1-re teljesiil a bederivélasi feltétel. Ebbél kapjuk, hogy I,(A) = §.

3.37. Feladat. Legyen ¢ € Exp()). Hatarozzuk meg a Fisher-féle informaciémennyi-
séget.

Megoldas.

o0

a 2
/(mlnll(x >\)> Lz, ) de =

— 00

o) 2 oo} 1 9
/ < In Ae’“) e M dx = / ()\ - x) e M dy =
0 0

2 ) 1
Masrészt

/ e / e de = 070 (i - x) A dr = E*( - 5)

n

azaz [1-re teljesiil a bederivélasi feltétel. Ebbél kapjuk, hogy I,(\) = 5.

o 2
B =B (e ) -

3.38. Feladat. Legyen £ egyenletes eloszlasu a [0, b] intervallumon (b € R,). Mu-
tassuk meg, hogy ekkor nem teljestil /;-re a bederivalasi feltétel, tovabba az I;(b) és
I,,(b) meghatarozasaval bizonyitsuk be, hogy I,, # nl;, ha n > 1.

0 b b
Megoldds. [ %fb(m) f%%dx [ dz = —§ # 0, igy l;-re valéban nem
—00 0 0
teljesiil a bederivalasi feltétel.
) > T/(0 ?
I(b) = E, ((% In fb(§1)> / (819 In fb(a:)> fo(x)de =
b 2 b b
0. 1\1 —1\21 1 1
0/<8bnb> p S\ p & 0b3dx 2

1,(b) = Ey (ab > In fb(gi)>2 = E, (i E(?b In fb(gi)>2 -
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3.39. Tétel (Rao—Cramér-egyenlStlenség). Legyen T'(&y, ..., &,) véges szdrdsi torzi-
tatlan becslése g(¥)-nak, ahol g: © — R differencidlhato figgvény. Tegyik fel, hogy
l1-re és Tl,-re teljesiil a bederivdalasi feltétel, tovabbd, hogy I, létezik és pozitiv. Ekkor

(@)
nly (9)

2

2T(€l>"'a£n) 2

minden ¥ € © esetén.

Bizonyitds. Csak abszolit folytonos esetben bizonyitunk, de diszkrét esetben analog
modon jarhatunk el, melyet az Olvasora bizunk. Kordbban mar lattuk, hogy az adott
feltételekkel I, létezik és I, = nl; > 0. Legyen

_gW) 9
(ﬁ)%l nl, (&, 0).
Ekkor
o (dWDN L (0 > (¢)
Eﬁ(Q):<[n(19)> Ey (6 Ini, (&, .56, )) = AR
masrészt
Ey(0) = i((?) Ey ((%mzn(gl, ,gmﬁ)> -
g'(v) 0 &
=70 Ey (wizllnfﬁ(gi)) —
g') )
= L) ;Eﬁ (aﬁlﬂfﬁ(&)> =
JW) & T
)

Ezekb6l D2 (0) = Ey(0?) = WO mésrészt 7:= T(Ey, ..., &) jeloléssel

covy(T, 0) = Ey(10) = g'(v) Ey < 0 Inl, (51,...,§n,19)> =

Lo () 39
) D) .
= In(ﬁ)R[ T(xy,... ,xn)%ln@l, o, ) day - day, =
_9) 9 i
= [n(ﬁ) %R[ T(ZL'l, - ,xn)ln(xl, R/ 19) dzy--- dx, =
JgW) o g o (g,w)>2
= In(ﬂ)%Eﬂ(T) = L.(9) %g(ﬁ) = 0



gy 0 < D} (7—p) = Dj(7)+Dj(0) —2 covy(, 0) = Dj(7)— 4", melybs] kovetkezik

az allitas. O

3.40. Lemma (Bederivalhatésagi lemma). Ha T'(&, ... ,&,) véges szdrdsu statisz-
tika, Iy létezik, pozitiv és folytonos, tovdbbd \/ly(x,v) a ¥ vdltozéban folytonosan
differencidlhato minden x € X esetén, akkor li-re és Tl,-re teljesil a bederivdldasi
feltétel.

A bizonyitast nem kozoljik, mert terjedelmes és bonyolult. (Lasd pl. [1, 16. § 1.
Lemma, 164. oldal, VI. Tétel bizonyitasa, 470. oldal].) A bederivdlhat6sdgi lemma
I1-re és [;-re vonatkozo feltételeit gyenge reqularitasi feltételeknek is nevezzik.

3.41. Feladat. A Rao—Cramér-egyenlotlenséggel bizonyitsuk be, hogy egy 0 < p < 1
valoszinliségli esemény relativ gyakorisdga hatasos becslése p-nek.

Megoldas. Legyen & egy 0 < p < 1 paraméterii karakterisztikus eloszlasu valészintiségi
valtozo, és a ravonatkozo minta &, ..., §&,. Kordbban lattuk, hogy & véges szorasu
n

torzitatlan becslése p-nek és I,(p) = oy Masrészt d(p) = (p)) = 1 miatt az

p(1
informéacidés hatar @ = Di(g) Most legyen T'(&;, . .., &,) tetszbleges véges szorast

torzitatlan becslése p-nek. Mivel X véges, ezért [i-re és Tl,-re teljesil a bederivalasi
feltétel. Igy a Rao—Cramér-egyenlétlenség miatt D; T, ..., &) > DIQJ({). Ebbél
kovetkezik az allités.

3.42. Feladat. Legyen £ € Norm(m; o), ahol o > 0 rogzitett. Bizonyitsuk be, hogy
a mintaatlag hatasos becslése m-nek.

Megoldds. Korabban lattuk, hogy & véges szérdsu torzitatlan becslése m-nek és
I,(m) = 2. Mésrészt g'(m) = (m)" = 1 miatt az informdci6s hatar %2 = D2 (%).
Most legyen T'(&1, ..., &) tetszéleges véges szérdsi torzitatlan becslése m-nek. Mivel
a bederivalhatésagi lemma minden feltétele teljesiil, ezért l-re és Tl,-re teljestl
a bederivalasi feltétel. Igy a Rao-Cramér-egyenlStlenség miatt D2 T(&,...,&) >
> D2 (€). Ebbél kovetkezik az allitas.

3.43. Feladat. Legyen £ ismeretlen \ paraméterii Poisson-eloszlastu. Bizonyitsuk be,
hogy a mintaatlag hatasos becslése A-nak.

n

Megoldds. Tudjuk, hogy & véges szérasu torzitatlan becslése A-nak és I,(\) = %.
Masrészt g'(\) = (A) = 1 miatt az informaciés hatar 2 = D3(£). Most legyen
T(&1, ..., &) tetszbleges véges szérdsu torzitatlan becslése A-nak. Mivel a bederival-
hatosagi lemma minden feltétele teljesiil, ezért [1-re és T'l,-re teljestl a bederivalasi
feltétel. Igy a Rao-Cramér-egyenlétlenség miatt D2 T(¢y, ..., &,) > D3(€). Ebbél
kovetkezik az allitas.

3.44. Feladat. Legyen ¢ € Exp()\). Bizonyitsuk be, hogy a mintaatlag hatdsos

becslése %—nak.

Megoldds. Korabban lattuk, hogy & véges szérdsu torzitatlan becslése %—nak és
I,(\) = %&%. Masrészt ¢'(\) = (1) = 33 miatt az informdciés hatar —L; = D3(€).
Most legyen T'(&,. .. ,&,) tetszbleges véges szérasu torzitatlan becslése %-nak. Mivel
a bederivalhatosagi lemma minden feltétele teljesiil, ezért [i-re és T,-re teljestil
a bederivalési feltétel. Igy a Rao-Cramér-egyenlétlenség miatt DiT(&,...,6) >

> D2(£). Ebbé] kévetkezik az llitas.
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3.3. Pontbecslési modszerek

A fejezet hatralévo részében két dltalanos modszert ismertetiink pontbecslések konst-
rualasara.

3.3.1. Momentumok modszere

Ez volt az els6 altalanos eljaras pontbecslések készitésére. A médszer K. Pearson
nevéhez flizodik. Az elve az, hogy r darab ismeretlen paraméter esetén a k-adik
momentumot a k-adik tapasztalati momentummal becsiiljik (k= 1,...,7). A ko-
vetkezo tétel szerint, bizonyos feltételek esetén az igy kapott becslései az ismeretlen
paramétereknek erdsen konzisztensek.

3.45. Tétel. Legyen a vizsqdlt valdsziniségi vdltozo € €s a paramétertér © C R”
nyilt halmaz. Tegyik fel, hogy Ey & létezik és véges minden ¥ = (U4,...,9,) € ©
esetén, % Ey & létezik és folytonos ©-n minden i,j € {1,...,7} esetén, tovdbbd az
ugynevezett Jacobi-determinans

0 o .
det (aﬁjEﬁg) £0

minden ¥ = (Vq,...,0,) € O esetén. Ha az

1 n
— > =Ey&", k=1,....r
n.3

~

egyenletrendszernek 1-hez tarto valosziniséggel létezik Uy = (517“ oy Urn) egyértelmid
megolddsa, amint n — oo, akkor Uy, erdsen konzisztens becsléssorozata Vy-nak

(k=1,...,7).
Bizonyitas. Legyen
G:0 =R, G :=(Eg&, ... .Eg&).

Az inverzfiiggvény-tétel miatt (lasd [14, 230. oldal]) az adott feltételekkel G (G
inverze) 1étezik és folytonos, igy © nyiltsdga miatt G(©) is nyilt. Ebbél 1étezik rogzitett
¥ € O esetén G(¥)-nak olyan € > 0 sugaru kornyezete, mely részhalmaza G(©)-nak.

n
A nagy szdmok erds torvénye miatt L 3 £F erésen konzisztens becsléssorozata Ey £--
n !

=1
nak (k=1,...,r), melybdl a konzisztencia is kovetkezik. gy barmely § > 0 esetén
van olyan NV € N, hogy n > N esetén

1 n
Py <| > & — Byt
iz

Innen kapjuk, hogy

r n 2
Py (Z (i > —Ey s’“> > 52)
k=1 =1

€ )
> - k=1,...m
—\/F><T7 ) 77/'

IN
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azaz my 1= - Zn: F jeloléssel (my,...,my) € G(O) legaldbb 1 — § valészinfiséggel,
=1

amennyiben nl_> N. Ebbdl kovetkezik, hogy

lim Py((ma,...,my) € G(O)) = 1.

-~ n

Tehat 1-hez tartd valészinfiséggel U, = G7'(mq,...,my). L 3 & erbsen konzisz-
i=1

tens becsléssorozata Ey £F-nak (k= 1,...,7), melybél a G~! folytonossdga miatt 1

valoszintiséggel teljestil, hogy

. —1 _ —1 _
Tim G (ma, .. mu) = GTHG(W)) = 0.

Mindezekbl
P, (lim 5n:19> _ 1

n—oo

(Az utébbi két hatarérték koordindtanként értendd.) Ezzel az allitas bizonyitott. [

3.46. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha £ € Exp()), akkor A\, = —— erdsen
d&

=1

konzisztens becsléssorozata A-nak.
Megoldds. Az el6z6 tétel feltételei teljesiilnek, igy az

1

1 n
E;&:EASZX

megoldéasa erésen konzisztens becsléssorozata A-nak.

3.47. Feladat. £ € Norm(m; o) esetén szamoljuk ki az m és o becslését a momentu-
mok modszerével.

Megoldas. A kovetkezo egyenletrendszert kapjuk:

Ennek a megoldasa m,, = £ és 0, = S,,. Ezekrdl mar korabban is lattuk, hogy erésen
konzisztens becsléssorozatok, de az eloz6 tétel is ezt mutatja, hiszen a feltételek
teljesiilnek.
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3.48. Feladat. Legyen £ egyenletes eloszlasi az ismeretlen [a,b] intervallumon.
Szamoljuk ki az a és b becslését a momentumok moddszerével. Bizonyitsuk be, hogy
ezek erésen konzisztens becsléssorozatok.

Megoldas. A kovetkezo egyenletrendszert kapjuk:

1 a+b

1y 6=

n i 2

1& ., (a—b)? a+b\’
5;&— 2\

Ennek a megoldisa @, = £ — v/35, és by = €+ V/35,. Egyszerti szamolassal kap-

juk, hogy a Jacobi-determinans b’Ta, igy az el6zo tétel miatt teljesiil, hogy ezek a

becsléssorozatok erosen konzisztensek.

3.3.2. Maximum likelihood becslés

A maximum likelihood (magyarul: legnagyobb valdsziniiség) becslés elve az, hogy
adott mintarealizacibhoz az ismeretlen paramétereknek olyan becslését adjuk meg,
amely mellett az adott mintarealizacié a legnagyobb valdszintiséggel kovetkezik be.

Ennek az elvnek a vizsgalataban feltessziik, hogy a vizsgalt & valoszintiségi valtozo
abszolut folytonos vagy diszkrét, © C R", a £-re vonatkozo minta &, ..., &, tovabba
a & értékkészlete X, azaz a mintatér X". Ha £ abszolit folytonos, akkor fy jelolje
&-nek a Py-bdl szdrmazé stlirtiségfiiggvényét, ahol ¥ = (4,...,9,) € O. Elészor a
mar korabban definialt likelihood fliggvényt terjesztjitkk ki © C R" esetre.

3.49. Definicio. A &, ..., &, minta likelihood fligguénye

l,: X" x O = R,
ﬁ fo(z:), ha £ absz. folyt.,
i=1

T I o I R
[T Py(& = 2;), ha £ diszkrét.
i=1

3.50. Definicié. A J; = Ty (&, ..., &) statisztika a ¥y mazimum likelihood becslése
(k=1,...,7), ha

zn<gl(w),...,gn(w),ﬁl(w),...,ﬁr(w)) > ln<§1(w),...,fn(w),ﬁl,...,ﬁr)

minden (¢q,...,9,) € O és w € Q esetén.

Tehat a becslés kiszamitasa nem mas, mint szélséértékhely keresés. Praktikus
okbol nem a likelihood fiiggvénynek fogjuk a maximumhelyét keresni, hanem a
természetes alapi logaritmusanak. Ezzel a szélsoértékhely nem valtozik, hiszen In
szigorian monoton novekvo fiiggvény. Az ok az, hogy ekkor nem szorzatot, hanem
osszeget kell vizsgalni, ami a szélsOérték keresésének derivalasos modszerénél sokkal
elényosebb alak.
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3.51. Definicié. A &, ...,&, minta loglikelihood figguénye L, = Inl,, ahol L,
értelmezési tartomanya azon pontokbol all, ahol [,, pozitiv.

3.52. Feladat. Legyen ¢ egyenletes eloszlast az [a, b] intervallumon. Szamoljuk ki a
és b maximum likelihood becslését.

Megoldds. A loglikelihood fiiggvény

Ln(&1,. .. &, a,0) = —nIn(b—a), ha &§f > a és & < b,

*
n?

Ennek maximumhelye @ = £ és b= igy a maximum likelihood becslése a-nak

G =& és bnek b= €7

3.53. Feladat. Legyen £ Poisson-eloszlast A paraméterrel. Szamoljuk ki A maxi-
mum likelihood becslését azzal a feltevéssel, hogy a mintarealizaciénak van nullatol
kiillonb6zo eleme.

Megoldds. Ly(&1,....6.0) = Y nATe™ = (6 In A — In&! — A), ami A véltoz
i=1 v =1
szerint differencialhaté fiiggvény az R, halmazon. Mivel

0 né
ﬁLn<£17”'7€n7>\) = 7 —n—O
megolddsa &, és 25 Ln(&1, ..., 60, &) = —n/E < 0, ezért € lokdlis maximumhely.
B2

Mivel R, Osszefiiggd halmaz, és csak egy lokalis szélsdértékhely van, ezért & globalis
maximumhely. Tehdt a maximum likelihood becslése A\-nak \ = £.

3.54. Feladat. Legyen ¢ € Exp(\). Szamoljuk ki A maximum likelihood becslését.

=1

valtozo szerint differenciélhaté_fﬁggvény az R, halmazon. Mivel

0
—L
ox "

Megoldds. Ly(&.....6.,0) = 3 In (Ae™%) = = (InA — A&) = nln A — An, ami A
=1

(51775717)\):%_77’5:0

megolddsa 1/€, és %Ln(fl, o€ 1/E) = —n§2 < 0, ezért 1/€ lokalis maximumbhely.

Mivel R, Gsszeftiggé halmaz, és csak egy lokalis szélsdértékhely van, ezért 1 /€ glob4lis
maximumhely. Tehat a maximum likelihood becslése A-nak A = 1/¢.

3.55. Feladat. Legyen ¢ € Norm(m; o). Szamoljuk ki m és 0 maximum likelihood
becslését.

Megoldas. A loglikelihood fuggvény

:f:<_1n0_1n\/§_(&—m>2>,

202
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ami m és o valtozok szerint parcidlisan differencialhato fiiggvény az R x R, halmazon.
Tekintsiik a kévetkezo egyenletrendszert:

0
—°L
om "
0 n 12

L&, ... =+ =Y (& -m)?=
80’ n(fla 75717 m, J) o + 0_3 i:1(£l m) 0

(51,...,5n,m,a):%@_m):o

Ennek egyetlen megoldésa: m = £ és & = S,,. Mésrészt

82

N n
A= W[m(fl,...,fn,m,a) = —57721 <0
0? L 2n
B = @Ln(gly .. ,é-n,m,O') = —Sig
0? _
C = an(€17...,fn7m,0—) = 0

tovabbd AB—C? = 25%2 > 0, igy (&, S,) lokdlis maximumhely. Mivel R xR, 6sszefiiggd

halmaz, és csak egy lokdlis szélséértékhely van, ezért (€, S,) globalis maximumhely.
Tehat a maximum likelihood becslése m-nek m = &, illetve o-nak & = S,,.

Az utébbi harom példaban lattuk, hogy a maximum likelihood becslés meghata-
rozasanal kulcsszerepe lehet a

0
Tﬂklzn(fl,...,gn,ﬁl,...7ﬁr>—O (k—l,...,?")

egyenletrendszernek. Ezt az egyenletrendszert likelihood egyenletrendszernek nevezziik.
Természetesen r = 1 esetén egyenletrendszer helyett egyenletet kapunk. Sokszor a
likelihood egyenletrendszer megoldasa és a maximum likelihood becslés egybeesik,
de ez nem mindig van igy. Ilyen példa konstrualasa igen bonyolult, most eltekintiink
tole.

A likelihood egyenlet megoldasanak a jo tulajdonsagat, bizonyos feltételek esetén,
a kovetkezo tétel fogalmazza meg.

3.56. Tétel (Wald-tétel). Ha © C R, az Ly differencidlhaté a valédi ¥* paraméter
eqy U C O kornyezetében, tovabbd Fy« Ly (Af, V) létezik és véges minden ¥ € U esetén,
akkor a likelihood egyenletnek van olyan 9 megolddsa, amelyre teljesiil, hogy

P, <hm @:ﬁ*) _1,

n—oo
ahol n a minta elemszamdt jelents.

Bizonyitds. Csak abszolit folytonos esetben bizonyitunk, de diszkrét esetben analdg
moédon jarhatunk el, melyet az Olvaséra bizunk. Mivel — In konvex fiiggvény, ezért a
Jensen-egyenlotlenség alapjan minden 9 € U esetén

ll (57 19) <

By L1(6,9) = o La(§,") = B In 757255 <
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(€Y r
< In Ey- 1(&,9) —ln/fg(x)dlenlzo,

L(gv)
azaz az identifikalhatésdg miatt minden ¥ € U, 9 # 9* esetén
Eg« L1(§,9) < Eg« L1 (&, 97).

A Kolmogorov-féle nagy szamok erds torvénye és

Ln(£17 o 75”7/19) - Zln fﬁ(fl)
=1
miatt ]
P (Jim ~Lal€a, o, 60 0) = Bor Li(€,9)) = 1

minden 9 € U esetén. Mindezekbdl kapjuk, hogy

1 1
P, <lim = Lo(Etv ) < lim nLn(gl,...,fmﬁ*)> —1

n—oo n,

minden ¥ € U, ¥ # ¥* esetén. Ebbdl elég nagy n-ekre kapjuk, hogy

Poe (Ln(€1, 160, 0) < La(&r, -, 60, 07)) = 1

minden ¥ € U, ¥ # 9 esetén. Most legyen § > 0 olyan, hogy ¥* 4+ € U. Ekkor elég
nagy n-ekre

Poe (Ln(&r, &0, 07 £0) < Lo(&1, -, 60,07)) = 1,
melybdl kovetkezik az allitas, hiszen d tetszélegesen kicsi lehet. O]

A likelihood egyenlet egy megoldasanak tovabbi jo tulajdonsagait allitja Cramér
tétele, melyet bonyolultsiga miatt nem taglalunk (lasd pl. [2, 90. oldal]).
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4. fejezet

Intervallumbecslések

4.1. Az intervallumbecslés feladata

Legyen & a vizsgalt valosziniiségi valtoz6 az (0, F,P), P = { Py : ¥ € © } statisztikai
mez6n, ahol ©® C RY nyilt halmaz. A feladat (v4,...,9,) € ©, k € {1,...,v}
jeloléssel 9, valodi értékének becslése.

Amint kordbban lattuk a pontbecslés ¥, valodi értékét egy szammal becsiili.
Mindezt egy statisztika realizacidjaval tettiik meg. Intervallumbecslésnél egy olyan
intervallumot adunk meg, amelybe a 1, valodi értéke nagy valdszintiséggel beleesik.
Ezen intervallum alsé és fels6 végpontjat egy-egy statisztika realizaciojaval adjuk
meg. Magat a becsld intervallumot konfidenciaintervallumnak fogjuk nevezni.

4.1. Definicié. Legyen a &-re vonatkozdé minta &, ..., &, tovabba

T = Tl(&l?"'afn) és T2 = T2(£17"'>€n)

statisztikak. Azt mondjuk, hogy |11, 7o] 1 — « biztonsdgi szinti konfidenciaintervallum
a U paraméterre, ha
Py(n <Op <m)>1—-a

minden ¥ = (04,...,9,) € © esetén, ahol 0 < a < 1. A [y, 7] intervallumot centrdlt
konfidenciaintervallumnak nevezziik 9;-ra, ha

Pg(ﬁk < 7'1) = Pﬁ(ﬁk > ’/'2)
minden ¥ = (J4,...,7,) € © esetén. Az

] < <
érelgpﬂ(ﬁ <V < m)

értéket a Uy-ra vonatkozé [, 7] konfidenciaintervallum pontos biztonsdgi szintjének
nevezzik.

Ha ¢ diszkrét, akkor adott a-hoz nem feltétleniil talalhaté olyan konfidenciain-
tervallum, melynek 1 — « a pontos biztonsagi szintje. Ezért definidltuk a biztonsagi
szintet az el6z6 modon.
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4.2. Konfidenciaintervallum a normalis eloszlas pa-

ramétereire
4.2. Feladat. Legyen £ € Norm(m; o) és &, ..., &, egy &-re vonatkozd minta. Tegytik

fel, hogy m ismeretlen, de o ismert. Adjunk m-re olyan centralt konfidenciainterval-
lumot, melynek 1 — « a pontos biztonsagi szintje.

A megoldashoz sziikségiink lesz a kovetkezd tételre.

4.3. Tétel. Ha & € Norm(m;o) é€s &, ..., &, eqy E-re vonatkozd minta, akkor

£ m\/_ENorm(O 1).

Bizonyitds. Tudjuk, hogy € normalis eloszlasti, E€ = E¢€ = m és D*€ = 12nD2§ =
l(72 azaz £ € Norm( ; \F) Igy, ha F jeloli a & S=7y/n eloszlasfiiggvényét, akkor

T E R esetén

F(z) =P <5< jﬁx—i—m) s (W) _ B().

Ezzel bizonyitott az allitas. O]

N

Most térjink vissza a feladatra.

Megoldas. Legyen ¢ € R,. Ekkor az el6z6 tétel szerint

P, (—cgg_

Mivel 2®(¢) — 1 = 1 — « pontosan akkor teljesil, ha ¢ = &~'(1 — §
atrendezéssel azt kapjuk, hogy

o n < c) = B(c) — B(—c) = 20(c) — 1.

), ezért ilyen c-re

Pm<§—;ﬁc§m§£+\(/jﬁc> =1—a.

Koénnyt latni, hogy ez centralt konfidenciaintervallum, hiszen

P, <m>§+;ﬁc> =P, (5?"\/5<_C> _

:q><—c):1—q>(c):1_(1_3‘):;‘.

Osszefoglalva tehdt a megoldas:

I
m\

T1 -

ey
o o 103

jelolésekkel [11, 73] olyan centralt konfidenciaintervallum m-re, melynek 1 —« a pontos
biztonsagi szintje.

J
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4.4. Feladat. Legyen £ € Norm(m; o) és &y, ..., &, egy &-re vonatkoz6 minta. Tegyiik
fel, hogy m ismert és o ismeretlen. Adjunk o-ra olyan centralt konfidenciaintervallu-
mot, melynek 1 — a a pontos biztonsagi szintje.

A megoldéashoz sziikségiink lesz a kdvetkezo tételre.

4.5. Tétel. Ha £ € Norm(m; o) és &, ..., &, eqy &-re vonatkozd minta, akkor

3 E=m) ¢ Khign).

2

i=1 o
Bizonyitas. Mivel 5%’" (t=1,...,n) fiiggetlen standard normalis eloszlast valdszi-
nliségi valtozok, ezért a négyzetosszegiik n szabadsagi foku khi-négyzet eloszlasu
valoszinliségi valtozo. O]

A feladat megoldasa elott bevezetiink egy jelolést, melyet a tovabbiakban gyakran
fogunk alkalmazni. Legyen 7 egy tetszoleges valdszintiségi valtozé és V az n-val azonos
eloszlasu valdszintliségi valtozok halmaza. Ekkor F[V] jelolje a V-beli valésziniiségi
valtozok kozos eloszlasfiiggvényét. Példaul & = F[Norm(0;1)].

Megoldds. Legyen ¢y, ¢y € R, és F'= F[Khi(n)]. Ekkor az el6z6 tétel szerint
n i —m 2
PO’ <Zw < cl> — F<Cl))
n L 2
PU <Z(§Z27n) > CQ) =1 —F(CQ).
—

Mivel F(c;) = 1 — F(c;) = § pontosan akkor teljesiil, ha ¢; = F71(§) és ¢ =
= F7'(1 — %), ezért ebben az esetben

n o 2
Pa<01§ZWS62>:1_a7
i=1 g

azaz atrendezve

1 & 1 &
P, (\IZ(&—m)Q <o< \IZ(fi—m)z) =1-a
C2 i o
Vegytik észre, hogy § < 1 — § miatt ¢; < co. Osszefoglalva tehat a megoldas:
F := F[Khi(n)]

,Zl(fi —m)?

= |Y—F—

NP3

Zl(fi —m)?

Ty = |
F(3)

jelolésekkel [11, 75| olyan centralt konfidenciaintervallum o-ra, melynek 1 —« a pontos
biztonsagi szintje.
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4.6. Feladat. Legyen ¢ € Norm(m; o) és &y, ..., &, egy &-re vonatkoz6 minta (n > 2).
Tegyiik fel, hogy m és o ismeretlenek. Adjunk o-ra centralt konfidenciaintervallumot,
melynek 1 — « a pontos biztonsagi szintje.
A megoldashoz sziikségiink lesz a kovetkezo tételre.

4.7. Tétel. Ha £ € Norm(m;o) és &i,..., & egy §-re vonatkozd minta (n > 2),
akkor € és S? fiiggetlenek, tovdbbd

52
gn € Khi(n —1).
Bizonyitds. Legyen X 1= (& —m, ..., & —m)', az U olyan n X n-es ortonormalt
métrix (azaz U'U egységmatrix), melynek elsd soraban minden elem ﬁ, tovabba

Y = (n,...,m)" == UX. Ekkor n, = % i(@ —m), azaz ﬁm = & —m, tovabbia
=1

S(G-mP=X"X=XUUX=YTYy =% n

i=1 i=1

Mindezekbdl a Steiner-formula alapjan

12 - 12
S?L 7Z(§l_m)2_< _m)2:*2772_*771 ana
n3 ni4
aAzZaZ 52 n 9
Pn, i
o? _Z;(O')

Jelolje u;; az U matrix ¢-edik sordban és j-edik oszlopaban all6 elemét. Ekkor

= _u(§ —m),
j=1
amibdl kovetkezik, hogy n; normaélis eloszlast,
ET]Z = ZUU<E§] — m) = O
j=1
és az U ortonormaltsaga miatt
2y = Zufj Dz(fj —m) = UQZufj = o2
j=1
gy 1; € Norm(0; o). Mésrészt i # j esetén

cov (1;,n;) = Enin; = Z Z ug e cov (&, &) = Z ugug = 0.

I=1t=1

Ezekbdl kovetkezik, hogy 1, ..., n, fuggetlenek. Mivel & csak n;-t6l fiigg, illetve S?
csak 1o, ..., m,-t6l fligg, ezért & és SEL fiiggetlenek.
Masrészt azt is kaptuk, hogy 2, ..., = olyan fiiggetlen standard normalis eloszlasi

Valoszmusegl valtozok, melyeknek a negyzetosszege % in. EbbSl mér kovetkezik, hogy
U—gn € Khi(n —1). O
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Most ratériink a feladat megoldasara.
Megoldds. Legyen ¢y, ¢y € R, és = F[Khi(n — 1)]. Ekkor az eléz6 tétel szerint

542
Pm,o) (0;71 < 01> = F(c),

52
P o) ((f’;n > CQ) =1— F(c).

Mivel F(¢;) = 1 — F(c;) = § pontosan akkor teljesil, ha ¢; = F7($) és ¢; =
= F7!1(1— %), ezért ebben az esetben

52
P(m,a) (Cl < 7;” < CQ) =1- «,
g

P(m,o) (SHW <o< SHW> =1-aqa.
Co C1

% miatt ¢; < c. Osszefoglalva tehat a megoldas:

F := F[Khi(n — 1)]

azaz atrendezve

Vegytik észre, hogy § <1 —

n
T = Sn —Ffl (1 ~ %)
n

jelolésekkel [11, 7o) olyan centralt konfidenciaintervallum o-ra, melynek 1 —« a pontos
biztonsagi szintje.

4.8. Megjegyzés. Az eloz6 megoldasban 7 és m fiiggetlen m-tdl, ezért ez akkor is jo
megoldéast ad, ha a feladat feltételében m ismert.

4.9. Feladat. Legyen £ € Norm(m; o) és &y, ..., &, egy &-re vonatkoz6 minta (n > 2).
Tegyiik fel, hogy m és o ismeretlenek. Adjunk m-re centralt konfidenciaintervallumot,
melynek 1 — a a pontos biztonsagi szintje.

A megoldashoz sziikségiink lesz a kovetkezd tételre.

4.10. Tétel. Ha & € Norm(m; o) és &1, ...,&, egy &-re vonatkozé minta (n > 2),

akkor B
fg*m\/ﬁ € T(n—1).

Bizonyitas. Korabban lattuk, hogy

— 52
Mﬁ € Norm(0;1) és  —2n € Khi(n — 1),
o o

tovabbé ezek fiiggetlenek. Igy

Jn—1&m < _ £
"\/Wiﬁzgsm\/nq:fsf”\/ﬁeﬂn—n. O
%in n n
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Ratériink a feladat megoldéasara.

Megoldds. Legyen ¢ € R, és F' = F[T(n — 1)]. Ekkor az el6z6 tétel szerint

P (o) (—c <¢ ;*m\/ﬁ < c) = F(c) — F(—c¢) = 2F(c) — 1.

Mivel 2F(¢) — 1 = 1 — a pontosan akkor teljesiil, ha ¢ = F~'(1 — §), ezért ilyen c-re
atrendezéssel azt kapjuk, hogy

g g
P(m,g)<§—\/%c§m§§+\/%c>:1—a.

Koénnyt 1atni, hogy ez centralt konfidenciaintervallum, hiszen

S* E—m
f) = Fme (55*“5 © ‘C) -

:F(—c):1—F(c):1—<1—‘;‘):‘;‘.

P(mﬁ) <m > E +

Osszefoglalva tehat a megoldas:
F:=F[T(n-1)]
- Sk a
nim € ar (1-3)

- S o
= n -l (1—)
T2 ’S+ \/ﬁ 2

jelolésekkel [11, o] olyan centrélt konfidenciaintervallum m-re, melynek 1 —« a pontos
biztonsagi szintje.

4.11. Megjegyzés. Az el6z6 megoldasban 7 és 7 fiiggetlen o-t6l, ezért ez akkor is jo
megoldast ad, ha a feladat feltételében o ismert.

4.3. Konfidenciaintervallum az exponencialis elosz-
las paraméterére

4.12. Feladat. Legyen £ € Exp(A) és &, ..., &, egy &-re vonatkozé minta. Tegyiik
fel, hogy A ismeretlen. Adjunk A-ra centralt konfidenciaintervallumot, melynek 1 — «
a pontos biztonsagi szintje.

Megoldas. Mivel x > 0 esetén

P,\(/\§<x):P,\<§<f\):1—6_’\§:1—6_”’,

ezért A\ € Exp(1), kovetkezésképpen
Ay + -+ A, = An€ € Gamma(n; 1).
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Igy c1,¢, € R, és F = F[Gammal(n; 1)] esetén

P ()\ng < cl) = F(c),

P (/\ng > 62) =1— F(co).
Mivel F(c;) = 1 — F(c;) = § pontosan akkor teljesiil, ha ¢; = F71(§) és ¢ =
= F7'(1 - %), ezért ebben az esetben

PA(CI S/\ngSQ) =1-aq,

azaz atrendezve

6]

$ miatt ¢; < ca. Osszefoglalva tehat a megoldas:

F := F|Gamma(n;1)]

1
ryi= —F (1 - O‘)
né 2

jelolésekkel |11, T5] olyan centralt konfidenciaintervallum A-ra, melynek 1 —« a pontos
biztonsagi szintje.

Vegytik észre, hogy § <1 —

4.4. Konfidenciaintervallum valészintiségre

4.13. Feladat. Legyen ¢ € Bin(1;p) és &1, ..., &, egy &-re vonatkozd minta. Tegyiik
fel, hogy p ismeretlen. Adjunk p-re centralt konfidenciaintervallumot, melynek 1 —
a biztonsagi szintje.

Vegyiik észre, hogy £ egy p valdszinliségli esemény indikatorvaltozoja, igy a feladat
ugy is megfogalmazhato, hogy egy esemény valdszintiségére adjon konfidenciainter-
vallumot. (Ekkor £ az esemény relativ gyakorisagat jelenti n kisérlet utan.)

Megoldas. Bizonyithatd, hogy

T ::;max{zGN:zZ:CZ)?(l—g)”i<g}

i=0
1 z —i o
T :_nmin{zéN:%(?)&(l—g)”_zz 1—3}
jelolésekkel [, 5] 1 — «v biztonsdgi szintii konfidenciaintervallum p-re. Ennek bizonyi-
tésa azon mulik, hogy n€ € Bin(n;p), de itt nem részletezziik (1asd [7, 103-105. oldal]).
Az el6z6 megoldéds kiszamitdsa nagy n-re komplikalt. Ennek kikeriilésére eb-

ben az esetben lehetdség van egy masik konfidenciaintervallum szerkesztésére is a
Moivre — Laplace-tétel segitségével. Ugyanis né € Bin(n; p) miatt ¢ € R, esetén

Pp<—c < Mo c) ~ B(c) — B(—c) = 20(c) — 1.
np(1 —p)
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Mivel 2®(¢) — 1 = 1 — « pontosan akkor teljesil, ha ¢ = ®71(1 — &), ezért ilyen c-re
atrendezéssel azt kapjuk, hogy

Pp<<1+02>p2— <2€+C2>p+€2§0> ~1-—a.
n n

A p-ben masodfoku

polinom gyokei

igy

E+5. — mVEL-9+ 4

14 <

c c? c ¢ ra c2

E+ 5, mVEL -9+ 4
" 1+2

jelolésekkel [11,75] 1 — « biztonsagi szintli konfidenciaintervallum p-re. Ha n olyan

nagy, hogy % elhanyagolhatoan kicsi \}ﬁ—hez képest, akkor a megoldas tovabb egysze-

rusitheto:
n=E— jﬁ\/m —9)
7 _§+jﬁ £1-¢).

4.5. Altaldnos médszer konfidenciaintervallum ké-
szitésére

Legyen & a vizsgalt valoszintiségi valtozo az (2, F,P), P = { Py : ¥ € © } statisztikai
mezon, ahol © C R nyilt halmaz, és a £ valészintiségi valtozd Fy eloszlasfliiggvénye
folytonos minden ¥ € © esetén. Mivel z > 0 esetén

Py (—InFy(§) <a) =Py (£> Fyl(e™)) = 1= Fyp(F (e ™) =1-¢ ",

ezért —In Fy(§) € Exp(1), kovetkezésképpen

- iln Fy(&) € Gammal(n; 1).

=1
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Igy c1,¢, € R, és F = F[Gammal(n; 1)] esetén

P, <_ S I Fy() < cl> — Fle),

i=1

Py <— Zhl Fﬁ<£1> > CQ) =1- F(CQ).

i=1
Mivel F(c;) = 1 — F(c;) = § pontosan akkor teljesiil, ha ¢; = F~1(§) és ¢; =
= F~'(1 — %), ezért ebben az esetben

Py (cl < —En:lnFﬁ(fi) < 02> =1-—oa.

=1

Innen a konfidenciaintervallum szerencsés esetben mar megadhaté. Tulajdonképpen
ezt alkalmaztuk az exponencidlis eloszlas paraméterének intervallumbecslésénél.

4.14. Feladat. Legyen ¢ az [a, b] intervallumon egyenletes eloszldst, ahol a ismert,
b ismeretlen, és &, ..., &, a &-re vonatkozd minta. Adjunk b-re centralt konfidenciain-
tervallumot, melynek 1 — « a biztonsagi szintje.

Megoldds. Mivel Fy(&) = $=2, {gy az eléz8ek miatt a

n
—a
013—21 S <o

n
o b—a

egyenl6tlenséget kell b-re rendezni. Azt kapjuk, hogy
N 1 " 1
a+ (6011_[(&—@)) <b<a-+ (6621_[(@—@)) ,
i=1 i=1
igy a feladat megoldésa:

F := F[Gamma(n;1)]

=
|
Q
+
/N
®
2
==
—
L
|
Q
S~—
~_—
3|

[\

To:i=a+ (662 ﬁ({l — a))n

jelolésekkel |71, 5] olyan centralt konfidenciaintervallum b-re, melynek 1 — o a pontos
biztonsagi szintje.
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5. fejezet

Hipotézisvizsgalatok

5.1. A hipotézisvizsgalat feladata és jellemzo6i

Ebben a fejezetben azt vizsgéaljuk, hogyan lehet donteni a mintarealizacié alapjan
arrol, hogy egy a statisztikai mezére vonatkozo feltételezést, mas szoval hipotézist
elfogadjuk-e igaznak vagy sem. Ez a hipotézis lehet példaul az, hogy a vizsgalt
valoszintiségi valtozo normalis eloszlast, vagy a valoszinliségi valtozd varhatéd értéke
megfelel az el6irasnak, vagy két valoszintiségi valtozé fliiggetlen, vagy varhato értékeik
megegyeznek stb.

5.1.1. Null- illetve ellenhipotézis

Azt a feltételezést, amelyrél dontést akarunk hozni, nullhipotézisnek nevezzik és
Hy-val jeloljik. Legyen Py, azon valészintiségek halmaza, melyek a Hj teljestilése
esetén lehetségesek. Feltételezziik, hogy ez nem tres halmaz. Ha Hy-t elutasitjuk,
akkor egy azzal ellentétes allitast fogadunk el, melyet ellenhipotézisnek neveziink és
H,-gyel jeloliink. Altalaban Hy és H, kozil az egyik mindig bekovetkezik, de ez nem
mindig van {gy (lasd példdul az igynevezett egyoldali ellenhipotéziseket). Ennek okt
késobb taglaljuk. Legyen Py, azon valésziniiségek halmaza, melyek a H; teljesiilése
esetén lehetségesek. Feltételezziik, hogy ez nem iires halmaz.

5.1.2. Statisztikai préba, elfogadasi és kritikus tartomany

Tegyiik fel, hogy a &, &, ..., & valoszinliségi valtozokkal kapcsolatos Hy. A &;-re
vonatkozzon a &;1,& ..., &y, minta (i =1,... k). Legyen

Co CR"™ x R™ x .. x R™,
Vezessiik be a

gminta = (gllagl% e a€1n17£21a§227 e af?nza e afklagk% s 7§k’nk)

jelolést. Ha a kisérletben az w € (2 elemi esemény kovetkezett be, és
gminta(w) € CO;
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azaz a mintarealizacié benne van Cy-ban, akkor Hy-t elfogadjuk, ellenkezé esetben
pedig elutasitjuk. Ezt az eljarast statisztikai probanak vagy hipotézisvizsgalatnak
nevezziik. Cy az ugynevezett elfogaddsi tartomany. Cy komplementerét C-gyel jeloljiik
és kritikus tartomdnynak nevezzik.

5.1.3. Statisztikai préba terjedelme és torzitatlansaga

Dontésiink lehet helyes vagy helytelen az aldbbiak szerint:

Hy-t elfogadjuk  Hy-t elutasitjuk

Hy igaz helyes dontés elséfaji hiba
H, igaz mdsodfaji hiba helyes déntés

Legyen 0 < a < % Az «a szamot a proba terjedelmének nevezzik, ha
P(gminta S Cl) S a VP € PHO

teljestl, azaz az els6faju hiba valdszintisége legfeljebb . Ekkor az 1 — a szamot a
proba szintjének nevezzik. Ez azt az értéket jelenti, amelynél nagyobb vagy egyenld
valészintiséggel elfogadjuk Hy-t, ha az igaz. A proba pontos terjedelme «, ha

sup P(&minta € C1) = a.
PG'PHO

Ha a vizsgalt valdszintiségi valtozok diszkrétek, akkor adott a-hoz nem biztosan
talalhaté olyan elfogadasi tartomény, mellyel a préba pontos terjedelme «. Ezért
definidltuk a préba terjedelmét az el6z6 modon.

Ha egy « terjedelmii proba esetén

P(&minta € C1) > VP € Py,

teljestil, akkor a prébat torzitatlannak nevezziik. Ez azt jelenti, hogy Hy-t nagyobb
valészintiséggel utasitjuk el, ha H; igaz, mint amikor H igaz.

5.1.4. Proébastatisztika
Elfogadasi tartomany konstrualasahoz Hy esetén ismert eloszlasi

T = T(gminta)

statisztikara lesz sziikségiink, mely lényegesen mésképp viselkedik Hj illetve H;
teljestilése esetén. Az ilyen statisztikat probastatisztikanak nevezzik. Ekkor rogzitett
a esetén meg tudunk adni egy olyan I, C R intervallumot, melyre

Pirel,)>1—a VP e Py,.

Célszertibb a P(7 € I;) = 1 —a VP € Py, feltétel, mert ekkor o a pontos terjedelem
lesz, de ez nem mindig teljesithetd. Az I, végpontjait kritikus értékeknek nevezziik.
Ezutan legyen

Co={zeR" xR?x---xR"*":T(x)e I }.
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Mivel a &ninta € Co esemény pontosan akkor kovetkezik be, amikor 7 € I, ezért
ekkor « terjedelmii probat kapunk.

A gyakorlatban sokkal egyszertibb a 7 € I esemény megadasa, mint a C felirasa,
ezért az elobbit valasztjuk. Szokds a 7 € [, eseményt, illetve az I, halmazt is
elfogadasi tartomanynak nevezni. Hasonléan, a 7 ¢ I eseményt, illetve az R\ I,
halmazt is szokas kritikus tartoménynak nevezni.

5.1.5. A statisztikai préba menete

Amikor a rogzitett o probaterjedelemhez és a valasztott T probastatisztikdhoz meg-
valasztjuk az I, intervallumot, akkor iigyelni kell arra, hogy a mésodfaju hiba
valdszinlisége — azaz annak a valdszintisége, hogy H; teljesiilése esetén Hy-t elfogad-
juk — kicsi legyen. Ehhez I, megadasanal nem csak Hy-t, hanem H;-t is figyelembe
kell venni. A gyakorlatban a menetrend a kovetkezo:

1. H, ismeretében kivalasztjuk a 7 probastatisztikat.

2. H, és 7 ismeretében kivalasztjuk R\ I, jellegét: (—oo,a), (b,o0), (c,d) stb. Ez
fontos pont, mert ha itt rosszul valasztunk, akkor a masodfaju hiba valészintisége
tul nagy lesz.

3. A 7 probastatisztika Hy esetén teljesiilo eloszlasanak, I jellegének és a-nak az
ismeretében meghatarozzuk a kritikus értékeket.

4. A prébastatisztika, a mintarealizacio és I, ismeretében dontést hozunk. Ha a
probastatisztika realizacidja I-ba esik, akkor Hy-t elfogadjuk H, ellenében o
terjedelemmel. Ha a probastatisztika realizacidja nem esik I-ba, akkor Hy-t
elutasitiuk Hy ellenében o terjedelemmel, vagyis ilyenkor Hi-gyet fogadjuk el.

5.1.6. A nullhipotézis és az ellenhipotézis megvalasztasa

A gyakorlatban nem minden esetben érdemes a sejtéstinket, vagy az elvarasunkat
megvalasztani nullhipotézisnek, mert nem talalnank hozza probastatisztikat. Ilyenkor
ezt ellenhipotézisként kezeljiik, és egy olyan ezzel ellentétes allitast fogadunk el null-
hipotézisnek, amelyhez mar taldlunk megfelel6 probastatisztikat. Mindez érthetébbé
valik a kovetkez6 példan:

A tejiparban hasznos lehetne egy olyan eljaras, melynek révén nagyobb aranyban
sziiletne lisz6borji, mint bikaborju, hiszen ekkor tobb fejostehenet nevelhetnének fel
azonos sziilletésszam mellett. Egy kutatd javasol egy ilyen eljarast. Hogyan lehetne
ellendrizni az allitasat? Jelolje p annak a valdszintiségét, hogy az eljaras alkalmazasaval
iiszOborju sziiletik. Ekkor a kutaté allitdsa az, hogy p > % Ezt viszont nem célszerti
Hy-nak vélasztani, ugyanis ekkor nem talalunk probastatisztikat. Ehelyett legyen
ez az ellenhipotézis, mig p = % a nullhipotézis. Ebben az esetben mar konnyt
probastatisztikat megadni. Ugyanis ha € jelenti az eljaras révén tiszéborju sziiletésének
az indikatorvaltozéjat, és a &-re vonatkozé minta &1, ..., &,, akkor né azt jelenti,
hogy n-szer alkalmazva az eljarast hdny darab iiszéborju sziiletett. Az né meg is felel
probastatisztikanak, hiszen Hj esetén n-edrendi % paraméterii binomialis eloszlasi.
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Ebbdl a példabdl lathatéan nem feltétleniil kell teljesiilnie, hogy Hy és H; koziil
az egyik mindig bekovetkezik. Nézziink erre egy masik példat is:

Egy kereskedd egy malomtdl nagy tételben lisztet rendel 1kg-os kiszerelésben. Je-
lentse £ a leszallitott tételbol egy véletlenszeriien kivalasztott zacsko liszt tomegének
eltérését az elvart 1kg-tél. Ekkor az a nullhipotézis, hogy E & = 0. Ha & jo kozelitéssel
normalis eloszlastnak tekinthetd, akkor a kés6bbiekben targyalt tgynevezett egy-
mintas t-prébandl latni fogjuk, hogy ehhez talalhatunk prébastatisztikat. Most az a
kérdés, hogy mi legyen az ellenhipotézis. Ha E £ # 0 lenne, akkor Hj elutasitésa esetén
csak az deriilne ki, hogy a zacskok tomege nem felel meg a rendelésnek. Ez azonban
nem biztosan jelent rosszat a kereskedoének. Hiszen, ha val6jaban E£ > 0 teljestil,
akkor a keresked6tol vasarlok csak ritkan reklamalndnak. Ezért célszeriibb E£ < 0
megvalasztasa Hi-nek. Ekkor ugyanis Hj elutasitasa esetén érdemes megfontolnia a
kereskedonek a leszallitott tétel visszautasitasat. Vagyis most a keresked6 szamara
rossz esetet tekintjiik ellenhipotézisnek, azt remélvén, hogy a modszer nagy valdszi-
niiséggel megvédi 6t az elonytelen vételtol. Ehhez persze az kell, hogy a méasodfaju
hiba valdszintisége kicsi legyen.

5.1.7. A préba erofiiggvénye és konzisztenciaja

Ha ¢ a vizsgalt valoszintiségi valtozé az (Q, F,P), P = {Py : 0 € O} statisztikai
mezon, ahol © C R, és a &-re vonatkozo minta &, . . ., &,, tovabba ha 9y € © rogzitett
és (1 kritikus tartomany mellett dontiink a Hy: ¥ = 9 nullhipotézisrol, akkor a

70 R, y(0)=Py((& .- 6) € Cr)
figgvényt a proba erdfigguényének nevezzik. Ha Hy: v € ©1(C ©\ {Vy }) és
lm Py((6,.. &) € Q) =1 We6

akkor azt mondjuk, hogy a proba konzisztens.

Az erdfiiggvény a masodfaju hiba vizsgalataban hasznos. Ez az tgynevezett
egymintas u-préba kapcsan valik majd vilagossa. A konzisztencia tulajdonképpen azt
jelenti, hogy a masodfaji hiba valdsziniisége a mintaelemek szamanak névelésével
0-hoz tart.

5.2. Paraméteres hipotézisvizsgalatok

Ha a nullhipotézis ismert eloszlastipusbdl szarmazo valdszintiségi valtozok eloszlasai-
nak paramétereire vonatkozik, akkor paraméteres hipotézisvizsgalatrol beszéliink.

5.2.1. Egymintas u-préba

5.1. Feladat. Legyen £ € Norm(m;o), ahol m ismeretlen és o ismert, toviabba
legyen &1, ..., &, a &-re vonatkozé minta. A

Holm:mo
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Hy:m # my (kétoldali ellenhipotézis)

hipotézisekre adjunk adott « terjedelmi prébat, ahol mg € R rogzitett. A feladatot
oldjuk meg Hy: m < myg és Hy: m > mg Ugynevezett egyoldali ellenhipotézisekre is.

Megoldas. Eloszor prébastatisztikat adunk. Kordbban mar bizonyitottuk, hogy Hy
teljesiilése esetén B
U= S 0 Jn e Norm(0; 1).
o

A kritikus tartomany megadasandl vegyiik figyelembe, hogy & az m torzitatlan
becslése, igy H; teljesiilése esetén & — mg varhatéan kritikus értékben eltavolodik
0-t6l. Kovetkezésképpen a standard normalis eloszlas szimmetridja miatt célszertinek
tlinik, ha az elfogadasi tartomany |u| < a (a > 0) alakiu. Ha P € Py, akkor

P(ju| < a) =2®(a) — 1,

igy P(lu| <a) =1—aesetén a = & 1(1 —§) > 0. Tehat |u| < o~ (1 - %), azaz

2-20(|ul) >«

elfogadési tartomannyal olyan prébat kapunk, melynek a pontos terjedelme «. Ezt a
statisztikai prébat nevezziikk egymintds u-probanak.

Most legyen az ellenhipotézis H;: m < mg. Ennek teljesiilése esetén & — my
varhatéan kritikus értékben 0 alatt van. Igy az elfogadasi tartomany u > b (b < 0)
jellegli. Ha P € Py, , akkor

P(u>b)=1- ®(b),
fgy P(u>b) =1— «a esetén b= 1(a) < 0. Tehat u > ®7!(a), azaz
O(u) > «

elfogadasi tartomannyal olyan probat kapunk, melynek pontos terjedelme «. Ha
& < my, azaz u < 0, akkor ®(u) = 1 — ®(—u) = 1 — ®(|u|) miatt az elfogaddsi
tartomany

1—0(ju)) > a

alakban is frhat6. Ha & > my, azaz u > 0, tovabba 0 < a < 0,5, akkor ®(u) >
> ®(0) = 0,5 > «, igy ebben az esetben mindig Hy mellett donttink Hy: m < my
ellenében.

Ezutén legyen az ellenhipotézis H;: m > mg. Ennek teljesiilése esetén & — myg
varhatéan kritikus értékben 0 f6lott van. Igy az elfogadasi tartomény u < ¢ (c>0)
jellegti. Ha P € Py, akkor

P(u <c¢) = ®(c),

fgy Plu<c)=1—aesetén c = &1 (1 — ) > 0. Tehat u < ®71(1 — «), azaz
1—®(u) >«
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elfogadasi tartomdnnyal olyan probat kapunk, melynek pontos terjedelme . Ha
& > my, azaz u > 0, akkor 1 — ®(u) = 1 — ®(|u|) miatt az elfogadasi tartomany

1—®(ul) >«

alakban is frhaté. Ha & < my, azaz u < 0, tovabbd 0 < a < 0,5, akkor 1 — ®(u) =
= ®&(—u) > ¢(0) = 0,5 > «, igy ebben az esetben mindig Hy mellett dontink
Hy{: m > my ellenében.

5.2. Tétel. Az egymintds u-proba torzitatlan és konzisztens, tovabbd az elséfaji hiba
valosziniségének csokkentésével a masodfaji hiba valoszinisége no.

Bizonyitas. Eloszor szamoljuk ki az v varhatd értékét és szorasat:

E £— —
EmU: mg mO\/ﬁzm mO\/ﬁ

o o

. 1
Dpu=Y"p,e= V"L 52y
o o n

Mivel u az m barmely értéke esetén normaélis eloszlasu, ezért azt kapjuk, hogy

u € Norm <m—mo\/ﬁ; 1) :
o

Most tekintsiik a kétoldali ellenhipotézis esetét. Ekkor uq o := ®71(1 — §) jeloléssel
az erofiiggvény

y(m) =Pp((&,... . &) € C1) =

= Pm(’u‘ > ua/Z) =1- Pm(_ua/Q <u< ua/2) =

=1—7 (Ua/g — m_mo\/ﬁ) +(I) <—Ua/2 — m_mo\/ﬁ) .
o o

Derivéljuk v-t, melybdl azt kapjuk, hogy 7 szigoriian monoton csokken a (—oo, mg
intervallumon, illetve szigortian monoton né az [mg, o) intervallumon, tovabba
minimum helye van mg-ban, és a minimum értéke a. Az is konnyen lathaté, hogy
"%1_%0 y(m) = mli@oﬂ(m) = 1. Az 5.1. dbran ~ grafikonjat lathatjuk o = 1, mg =
= 0,5, a = 0,1, n = 10 paraméterekkel.

Mindezek alapjan tehat, ha Hi: m # mg teljesiil, akkor v(m) > «a, melybdl
kovetkezik, hogy a proba torzitatlan. Ha -t mint n fliiggvényét tekintjiik, akkor
konnyen lathatjuk, hogy minden m # mgy esetén 71151010 v(m) = 1, melybdl méar
kovetkezik, hogy a proba konzisztens, azaz a mintaelemek szamanak novelésével a
masodfaju hiba valdszintisége 0-hoz tart.

Ha o csokken, akkor uq/2 = @71(1—%) né, hiszen ' novekvd figgvény. Mésrészt,
ha y-t mint u,/, fiiggvényét tekintjiik, akkor kénnyen ellendrizhetd, hogy dSJ/Q <0,
azaz 7y csokkend. Mindezekbdl tehat kapjuk, hogy a csokkentésével v is csokken, azaz
a masodfaju hiba valoszintisége no.
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5.1. 4bra

Ezutén tekintsitk a Hy: m < mg egyoldali ellenhipotézist. Ekkor az ercfiiggvény
U, = ®71(a) jeloléssel

Y(m) = P ((€1s- &) € C1) = Prulu < ua) = @ <ua _ m;"’“%) .

® szigorian monoton névekvo, ezért v szigorian monoton csékkend. Az is konnyen
lathato, hogy ~v(mgy) = «a, nlblgréo'y(m) =0 és l_i>r£1 v(m) = 1. Az 5.2. dbran v
grafikonjat lathatjuk o =1, my = 0,5, a = 0,1, n = 10 paraméterekkel.

1 4

0,6 1

04 -

0,2 4

D

1 0,5 0 0,5 1 1,5 2
5.2. abra

Mindezek alapjan, ha Hy: m < myg teljesiil, akkor v(m) > a, melyb6l kovetkezik,
hogy a proba torzitatlan. Ha -t mint n fiiggvényét tekintjik, akkor minden m < my
esetén T}grgo ~v(m) = 1, melyb6l mér kovetkezik, hogy a préba konzisztens.

Ha a csokken, akkor u, = ®!(a) is csokken, mdsrészt ekkor @ novekedése miatt
~v csokken. Mindezekbdl tehat kapjuk, hogy « csokkentésével ~ is csokken, azaz a
masodfaju hiba valészintisége no.

A Hi:m > mg eset targyaldsat az Olvasora bizzuk. O

5.2.2. Kétmintas u-préba

5.3. Feladat. Legyen & € Norm(my;01), n € Norm(mag;o9) fiiggetlen valdszintiségi
valtozok, ahol mq, my ismeretlenek és oq,09 ismertek. Legyen &,...,&,, a &re
vonatkozd, illetve ny,...,n,, az n-ra vonatkoz6 minta. A

H(]I mi1 = Mo
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Hy: my # my (kétoldali ellenhipotézis)

hipotézisekre adjunk adott « terjedelmii probat. A feladatot oldjuk meg Hy: my < mo
illetve Hy: my > my egyoldali ellenhipotézisekre is.

Megolddas. Ha Hy igaz, akkor konnyen lathato, hogy

u = _En € Norm(0; 1).

2 2
% Lo
ni no

ElSszor vizsgaljuk a kétoldali ellenhipotézist. Ha ez teljesiil, akkor £ — 7 varhatéan
kritikus értékben messze van 0-tol. Kovetkezésképpen a standard normaélis eloszlas
szimmetridja miatt az elfogadasi tartomany |u| < a (a > 0) alaki. Ebbél az egymintés
u-prébaval megegyez6 modon bizonyithatd, hogy az elfogadasi tartoméany |u| <
<ot (1 — %), azaz

2 —2®(Jul) > «a.

Ezzel olyan probat kapunk, melynek pontos terjedelme .

Most legyen H;: m; < ms. Ha ez teljesiil, akkor £ — 7 varhatéan kritikus értékben
0 alatt van. Igy az elfogadasi tartomany u > b (b < 0) jellegti. Ebbél az egymintés
esettel megegyez6 mddon bizonyithaté, hogy u > @~ !(«), azaz

O(u) > «

elfogadasi tartoméannyal olyan probat kapunk, melynek pontos terjedelme «. Ha
€ <7, azaz u < 0, akkor ®(u) = 1 — &(—u) = 1 — ®(|u|) miatt az elfogadasi
tartomany

1= ®(Jul) = a

alakban is ifrhaté. Ha £ > 7, azaz u > 0, tovabbd 0 < a < 0,5, akkor ®(u) >
> ®(0) = 0,5 > «, igy ebben az esetben mindig Hy mellett dontiink Hy: my < my
ellenében.

Hasonlban, Hy: my > my esetén u < ®71(1 — ) azaz

1—®(u) >«

elfogadasi tartomdnnyal olyan probat kapunk, melynek pontos terjedelme . Ha
&>, azaz u > 0, akkor 1 — ®(u) = 1 — ®(|u|) miatt az elfogadési tartomany

1—®(u]) > a

alakban is frhat6. Ha € < 7, azaz u < 0, tovdbbd 0 < a < 0,5, akkor 1 — ®(u) =
= ®&(—u) > ¢(0) = 0,5 > «, igy ebben az esetben mindig Hy mellett dontink
Hi: my > my ellenében.

Ezt a statisztikai probat nevezzik kétmintds u-probanak.

5.4. Tétel. A kétmintds u-préba torzitatlan és konzisztens, tovdbbd az elséfaji hiba
valoszintiségének csokkentésével a mdsodfaju hiba valdszinisége no.

87



Megoldas. Csak kétoldali ellenhipotézisre bizonyitunk, az egyoldaliakat az Olvaséra
bizzuk. Konnyen lathatd, hogy az my, mo barmely értékei esetén

mi — Mo

u € Norm | ————=;1{,
of L 9
ni ng

gy taj = ©71(1 — §) jeloléssel

’y(mhm?) = P(rm,mz)((gla s 7§n177717 cee 777712) € Cl) =
= P(m1,m2)<|u’ > ua/2> =1- P(mhmz)(_ua/Q <u < ua/?) =

m1 —Mme my —Mmg

=1—-9 Ugj2 — —F— + —Uqg/2 — —FF—/—/———=
of | o3 of | o3

o + L 4 =2

1 n2 ni n2

Tekintstik ezt, mint my, mo szerinti kétvaltozos fiiggvényt. Ekkor a szokasos eljarassal
kapjuk, hogy pontosan Hj esetén van minimuma a fiiggvénynek és ott a az értéke.
Ebbol mar adédik, hogy a préba torzitatlan.

Ha ~-t, mint nq, ny szerinti kétvaltozos fiiggvényt tekintjiik, akkor ny — oo, ny —
oo esetén a hatarértéke 1, azaz a proba konzisztens.

Végiil az utolso allitast hasonldéan kell beldtni, mint az egymintas u-probanal.

5.2.3. Egymintas t-proba

5.5. Feladat. Legyen ¢ € Norm(m; o), ahol m és o ismeretlenek, tovabbé legyen
&1, ..., & a &-re vonatkoz6 minta (n > 2). A

Hy: m=my
Hi:m # my

hipotézisekre adjunk adott a terjedelmii prébat, ahol my € R rogzitett. A feladatot
oldjuk meg H;: m < my illetve Hy: m > mg egyoldali ellenhipotézisekre is.

Megoldas. Korabban bizonyitottuk, hogy Hj teljesiilése esetén

g—mo
Sy

t .=

Vvn € T(n—1).

A kétoldali ellenhipotézis teljesiilése esetén & —myg varhatéan kritikus értékben messze
van 0-t6l. Kovetkezésképpen a t-eloszlas szimmetridja miatt célszeriinek tiinik, ha az
elfogadasi tartomény [t| < a (a > 0) alakd. A tovabbiakban legyen

F = F[T(n—1)].

Ha P € Py,, akkor
P(|t] < a) =2F(a) -1,
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igy P(|t| <a) =1—aesetén a = F~1(1 — %) > 0. Tehat [t| < F~! (1 — %), azaz
2 -2F(t]) >«

elfogadasi tartomannyal olyan probat kapunk, melynek pontos terjedelme a.
Most legyen Hy: m < mg. Ennek teljestilésekor £ —m varhatoan kritikus értékben
0 alatt van. Igy az elfogadési tartomany ¢ > b (b < 0) jellegli. Ha P € Py, akkor

P(t>b)=1— F(b),
igy P(t >b) =1 — «a esetén b= F~'(a) < 0. Tehdt t > F~!(«), azaz
F(t) > «
elfogadasi tartomdnnyal olyan probat kapunk, melynek pontos terjedelme . Ha
€ < my, azaz t < 0, akkor F(t) = 1 — F(—t) = 1 — F(|t|) miatt az elfogadési
tartomany
1—-F(t]) > «

alakban is frhat6. Ha & > my, azaz t > 0, tovabba 0 < a < 0,5, akkor F(t) >
> F(0) = 0,5 > «, igy ebben az esetben mindig Hy mellett dontink Hy: m < my
ellenében.

Hasonlban, Hy: m > mg esetén t < F~1(1 — «), azaz

1-F(t) > «

elfogaddsi tartoméannyal olyan probat kapunk, melynek o a pontos terjedelme. Ha
€ > mo, azaz t > 0, akkor 1 — F'(t) = 1 — F(|t|) miatt az elfogadasi tartomany

1= F(Jt]) = a

alakban is frhaté. Ha € < my, azaz t < 0, tovabba 0 < a < 0,5, akkor 1 — F(t) =
= F(—t) > F(0) = 0,5 > a, igy ebben az esetben mindig Hy mellett dontiink
Hy{: m > my ellenében.

Ezt a statisztikai probat nevezziik egymintds t-probanak.

5.6. Megjegyzés. Erre a probara is teljestil, hogy torzitatlan, konzisztens és az elséfaju
hiba valészintiségének csokkentésével a méasodfaju hiba valdszintisége né. Ennek
bizonyitasaban az egymintas u-probanal leirtakhoz képest csak annyit kell még
felhasznalni, hogy S konzisztens becsléssorozata o-nak.

5.2.4. Kétmintas t-préba

5.7. Feladat. Legyenek £ € Norm(mq;01), n € Norm(ma; oy) fliggetlen valdszintiségi
valtozok, ahol mq,msy, 01,09 ismeretlenek és oy = oy. Legyen &,...,&, a &re
vonatkozé, illetve 1y, ..., m,, az n-ra vonatkoz6 minta (ny > 2, ny > 2). A

H()Z mi1 = My
Hli m %mg

hipotézisekre adjunk adott « terjedelmi probat. A feladatot oldjuk meg Hy: my < mo
illetve Hy: my; > msy egyoldali ellenhipotézisekre is.
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A feladat megoldasdhoz sziikségilink lesz a kévetkezd tételre.

5.8. Tétel. Ha &, n € Norm(m; o) figgetlenek, &, ... ,&,, a &-re, illetve ny, ... My,
az n-ra vonatkozé minta (ny > 2, ny > 2), akkor

E—ﬁ \/nlng(nl—i—ng—Q)
\/nngﬁ1 + nyS? ny+ ng

n,n2

€ T(?’Ll + ng — 2)

Bizonyitds. Kordbban mar bizonyitottuk, hogy &, 7, S¢.n,, Syn, fliggetlenek, tovabba

X = % € Norm(0; 1)
A ik
ni no

2

S
Y = 5—’;1711 € Khi(ny — 1)
o

2

S
7 := 222y, € Khi(n, — 1).
g

Ezekb6l kapjuk, hogy W :=Y + Z € K}n(n14—n2——2),tovébbé:Klﬁi%?iﬁrE'T(nl%—

+ ng — 2). Kénnyen lathaté, hogy

Xyny+mny—2 E—7 \/nlng(nl—l—n2—2)
ALl VMSE, + 252, nitny

melybdl kapjuk a tételt. O

Most térjunk vissza a feladat megoldasahoz.

Megoldas. Az eléz6 tételben bizonyitottuk, hogy Hy esetén

‘: E—ﬁ \/n1n2(’fl1 + no —2)
\/nngm + 1852, ny + ng

t

€ T(m + ng — 2)

Specidlisan n := n; = ny esetén

t:—ii;jzzwn—leTQn—m.
S£27n _'_ S’r2]7n

A kétoldali ellenhipotézis teljesiilésekor & — 7 varhatéan kritikus értékben messze
van 0-t6l. Kovetkezésképpen a t-eloszlas szimmetriaja miatt célszertinek tlinik, ha az
elfogadasi tartomény [t| < a (a > 0) alakd. A tovabbiakban legyen

F = F[T(ny +ny — 2)].

Ha P € Pp,, akkor
P(t] < a) = 2F(a) — 1,

igy P(|t| <a) =1—caesetén a = F~1(1 — %) > 0. Tehat [t| < F~! (1 — %), azaz

2 2F(|t]) > o
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elfogadési tartomannyal olyan préobat kapunk, melynek pontos terjedelme .
Hasonléan az egymintas t-probahoz kapjuk, hogy Hi: m; < mgy esetén t >
> F~ (), azaz
F(t) > «

elfogaddsi tartoméannyal olyan probat kapunk, melynek pontos terjedelme a. Ha
€ <7m,azazt <0, akkor F(t) = 1— F(—t) = 1 — F(|t|) miatt az elfogadasi tartomany

- F(Jt]) =

alakban is frhat6. Ha € > 7, azaz t > 0, tovabbd 0 < o < 0,5, akkor F(t) >
> F(0) = 0,5 > «, igy ebben az esetben mindig Hy mellett dontink H;: m; < mo
ellenében.
Szintén az egymintds t-prébahoz hasonléan Hy: my > my esetén t < F~1(1 — a),
azaz
1—-F(t) >«

elfogaddsi tartoméannyal olyan probat kapunk, melynek pontos terjedelme . Ha
¢ >1,azaz t > 0, akkor 1 — F'(t) =1 — F(|t|) miatt az elfogaddsi tartomany

- F(Jt]) = o

alakban is frhaté. Ha & < 7, azaz t < 0, tovdbba 0 < a < 0,5, akkor 1 — F(t) =
= F(—t) > F(0) = 0,5 > «, igy ebben az esetben mindig H, mellett dontink
Hi: mq > my ellenében.

Ezt a statisztikai probat nevezzik kétmintas t-probinak.

5.2.5. Scheffé-modszer

5.9. Feladat. Oldjuk meg az 5.7. feladatot akkor is, ha az ismeretlen szérasok
viszonyat nem ismerjik.

Sziikségiink lesz a kovetkezo tételre.

5.10. Tétel. Legyenek & € Norm(my;01), n € Norm(mag;o9) fiiggetlen valdszindiségi

valtozok és &1, ..., &y, a -re vonatkozo, illetve 1y, ..., 1y, az n-ra vonatkozé minta
(2 < ny < ny). Ekkor m :==my —my és 0 == /o] + 203 jelolésekkel
n1 1

an—ﬁENorm(m;a) (1=1,...,n)

\/nl 2 =1

fiiggetlen valdsziniiségi vdltozok.

=

Bizonyitas. Az allitas ny = ngy esetén trivialis. Legyen 2 < nq; < noy és

77/1
—-n (t=1,...,n).
S T !

ny
E¢G=m—/—m
U

Ekkor

nimeo — Mo =M1 — Mo =M,

1
2+ A/ N1MN2
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masrészt K; = {1,...,n1} \ {i} és K := {nl +1,...,ny} jelolésekkel

1 1 1 ny
§i=§i+< ) - ( - = ) i
\/nlng kEZK "Mk keank A/ T1MN2 N9 N9 K

lgy
1 1\° ny—n 1 1 )\’
D¢, = o2 1 L 2 1 L 1 2
G=ort ((nl ) <‘/n1n2 n2> + n3 + Jins e No 72
melybdl kapjuk, hogy D*¢; = of + o3 = 0. Mivel (; = & + EZCM,nkzﬂaku

azaz figgetlen normalis eloszlasi valészintiségi valtozok linedris kombmamqa ezért
G € Norm(m; o). Még a fiiggetlenséget kell belatni. Ehhez elég a cov((;, ¢;) = 0 (i, ] =
=1,...,n1, i # j) megmutatésa.

1 1 1 1 ny Ng — N
+2 — - — 2 )+ 2 =0,
A/ T2 %) A/ 1Mo %) %) ns

ezért i, =1,...,ny, 1 # j esetén
cov(¢;, Gj) = cov <Z ak Mk, Z ak 77k> =
XA N= () () G) 2 _
k=11=1 k=1
Ezzel a bizonyitast befejeztiik. m

Most térjink ré a feladat megoldasara.
Megoldds. Az el6z6 tétel szerint van olyan normalis eloszlasi m = my — my varhato
értéki ¢ valdszintiségi valtozo, hogy

ni

1
+ -n (t=1,...,n
v !

(-ra vonatkozo minta. Vegytik észre, hogy ny = ns esetén (; = & — n;. Végezziik el
erre a mintara az egymintas t-probat mg = 0 valasztassal. Ekkor

G =& —

m=0<= m; = my
m # 0 < my # my
m < 0 <= m; < ms
m >0 <= my > mgy
miatt ennek a probanak a hipotézisei egybeesnek a feladat hipotéziseivel.
Ezt az eljarast Scheffé-maodszernek nevezziik, amely tehat nem egy 6nallé préoba,
hanem egy eljaras, melynek révén tgy transzformaljuk a mintat, hogy azon az

egymintas t-proba végrehajthato legyen, és ebbdl donteni tudjunk a hipotézisekre
vonatkozoan.
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5.11. Megjegyzés. Tegyiik fel, hogy a &-re és n-ra vonatkozo mintak nem fliggetlenek,
hanem tgynevezett parositott minték, azaz valgjaban a (£, 1) kétdimenzios vektor-
valtozéra vonatkozik. A feladat pontosan az, mint a Scheffé-mdodszernél volt, azaz a
varhato értékeket kell 6sszehasonlitani. Ha teljesiil, hogy & — 1 normalis eloszlasu,
akkor konnyen lathatéan, a Scheffé-mddszer (ny = nsy eset) itt is alkalmazhato, azaz
a kiilonbség mintara kell végrehajtani az egymintés t-prébat mg = 0 valasztassal.

5.2.6. Welch-préba

Az 5.9. feladat egy széles korben elterjedt kozelité megoldasat B. L. WELCH 1947-ben
adta meg (lasd [19]), amely szerint a

-7

2 2
ng 1 _|_ SnvnQ
nq N9

statisztika Hj teljesiilése esetén megkozelitoleg s szabadsagi foku t-eloszlasi, ahol

t:=

2 2
* * 2
. FE&m h— Sﬁmz - (CL + b>
a = — == c:= 5 5
ny N9 a b

n1—1+n2—1

jelolésekkel az s szabadséagi fok a c értékének kerekitése a legkozelebbi egészre. Ezutan
a kétmintas t-préobanal leirtak szerint donthetiink a hipotéziseinkrol.

Ezt a probat akkor szoktdk alkalmazni, ha az F-préba a szorasok kiilonbozoségét
mutatja ki, ugyanis a szérasok egyezése esetén a kétmintas t-préba meghizhatobb.

Legyen Fj := F[T(k)], ahol k& € N. Az el6bb az F(|t|) ~ Fi(|t|]) kozelitést
alkalmaztuk, de ezt lehet finomitani polinomidlis interpoldciéval. Ehhez tekintsiik azt
a g polinomot, melyre g(k) = Fi(]t|) minden k € N esetén. Ezutan az F(|t|) ~ g(c)
kozelitéssel szamolhatunk tovabb.

5.2.7. F-préba

A kétmintés t-probat azzal a feltétellel tudjuk alkalmazni, hogy az ismeretlen szorasok
megegyeznek. Ennek a feltételnek a teljesiilését vizsgaljuk ebben az alszakaszban.

5.12. Feladat. Legyenek ¢ € Norm(my;01), n € Norm(mes; 0y) fliggetlen val6szinii-
ségi valtozok, ahol my, mq, 01, 09 ismeretlenek. Legyen &1, ..., &, a &-re vonatkozo,
illetve 1y, ..., M, az n-ra vonatkozé minta (ny > 2, ny > 2). A

Hoi 01 = 02
Hll 01 7é0'2

hipotézisekre adjunk adott « terjedelmi probat. A feladatot oldjuk meg Hy: 01 < o9
illetve Hy: o1 > 09 egyoldali ellenhipotézisekre is.

Sziikség lesz a kovetkezo tételre.
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5.13. Tétel. Legyenek & € Norm(my; o), n € Norm(me; o) figgetlen valdsziniségi
valtozok, &1, ...,&, a &-re vonatkozo, illetve ny,...,n,, az n-ra vonatkozé minta

(ny > 2, nyg > 2). Ekkor
S
ﬁ € F(ny — Ling — 1).

n,n2

Bizonyitas. Korabban bizonyitottuk, hogy

52 52
;’;1 n € Khi(m —1) és —%2ny € Khi(ny — 1),

igy ezek fiiggetlensége miatt

S2 2
&,y ni 2 *
(n2 - 1) o2 ny o nl—]_Sf,’nl . Sf,'nl .
S2 o n2 G2 o2 € F(ny —Liny —1). .
(nl - 1) Z22n2 TLQ*l n,n2 5777712

Most térjunk vissza a feladat megoldésara.

Megoldas. Az el6zo tétel szerint, ha Hy: 01 = o4 igaz, akkor

Sz
F .= % € F(ny —1ing — 1).
STL”Q
A H;: o1 # 09 ellenhipotézis teljesiilésekor F varhatéan kritikus értékben messze van
1-t6l, hiszen a korrigalt tapasztalati szoras torzitatlan becslése a szorasnak. Ezért az

elfogadasi tartomany a < F < b alaki, ahol 0 < a < 1 < b. A tovabbiakban legyen
Tegyiik fel, hogy P € Py, esetén

P(F<a):F(a):%,
PF>b)=1-F(b) =

)

| e

azaza = F~'(3) > 06sb=F'(1-%) Mivel 0,3 < F(1) < 0,7 (lisd az 1.112. lem-

mat), igy § < F(1) < 1 — § biztosan teljesiil. Ezért az ezzel ekvivalens a < 1 < b is

teljestl. Mivel P € Pp, esetén

gy F7L(5) <F< F1(1-%), azaz
2min{ F(F),1 — F(F)} > «

elfogadési tartomannyal « terjedelmi probat kapunk.
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A Hi: 01 < 0y teljestilésekor F varhatoan kritikus értékben kisebb 1-t6l. Ezért az
elfogadasi tartomany F > ¢ alakt, ahol 0 < ¢ < 1. Mivel P € Py, -ra

P(F>c)=1-F(c),

igy P(F > ¢) =1—aesetén ¢ = F'(a) > 0. Az a < F(1) biztosan teljesiil
0 < o < 0,3 esetén, {gy ¢ < 1 is teljesiil. Tehat F > F~'(a), azaz

F(F) >«

elfogadasi tartomannyal « terjedelmt probat kapunk. Ez 5S¢, < 5;, és0<a <0,3
esetén ekvivalens azzal, hogy

min{ F(F),1— F(F)} > .

Valéban, ha min{ F'(F),1 — F(F) } > «, akkor F'(F) > min{ F'(F),1 — F/(F) } miatt
F(F) > a is teljestil. Megforditva, ha F(F) > «, akkor F < 1 miatt

(F) = ha F(F)

a, <
—F(F)>1—F(1)>03>a, haF(F)>

Y

min{ F(F),1 — F(F) } = {f

N N[

Vegyiik még észre, hogy S¢,,, > Sy, és 0 < a < 0,3 esetén F(F) > F(1) > 0,3 > o
Tehat ekkor Hy: 01 < o9 ellenhipotézissel szemben mindig Hy mellett dontiink.

A Hi: 01 > 05 ellenhipotézis teljesiilése esetén F varhatdéan kritikus értékben
nagyobb 1-t0l. Ezért az elfogadasi tartomany F < d alakud, ahol d > 1. Ekkor
Pe PHO—ra

P(F <d) = F(d),

fgy P(F<d)=1—aesetén d = F~*(1 —a). Mivel 1 — a > F(1) biztosan teljesiil,
ha 0 < o < 0,3, ezért d > 1 is teljesiil. Tehat F < F~1(1 — a), azaz
1-F(F) >«

elfogaddsi tartomannyal « terjedelmi probat kapunk. Ez S¢ > Sp ., és0 <a <0,3
esetén ekvivalens azzal, hogy

min{ F'(F),1 — F(F) } > a.

Valéban, ha min{ F'(F),1 — F(F) } > «, akkor 1 — F(F) > min{ F\(F),1 — F(F) }
miatt 1 — F'(F) > « is teljesiil. Megforditva, ha 1 — F(F) > «, akkor F > 1 miatt

1— F(F) > a, ha F(F) > 1,
F(F)>F(1)>03>a, haF(F) <.

min{F(F),l—F(F)}:{

NI N

Vegyiik még észre, hogy S¢, < Sy és0<a<03esetén 1—F(F)>1-F(1) >
> 0,3 > «a. Tehat ekkor H;: o1 > o9 ellenhipotézissel szemben mindig Hy mellett
dontiink. Ezt a statisztikai prébat F-probdnak nevezziik.
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5.2.8. Khi-négyzet proba normalis eloszlas szérasara

5.14. Feladat. Legyen £ € Norm(m; o), ahol m és o ismeretlenek. Legyen o¢ € R,
rogzitett és &1, ..., &, a {-re vonatkozé minta (n > 2). A

Hy: 0 =0y
Hy: 0 # oy

hipotézisekre adjunk adott « terjedelmii prébat. A feladatot oldjuk meg Hy: 0 < oy
illetve Hy: 0 > o( egyoldali ellenhipotézisekre is.

Megoldas. Tudjuk, hogy H esetén
2

X2 = S—n € Khi(n —1).
o

. S,,QL S* 7 *2 s 7 7 , s ’
Mivel i = - (n — 1) és S¥* a szordsnégyzet torzitatlan becslése, igy o # oy

teljesiilése esetén y2 vérhatéan kritikus mértékben messze van n — 1-t8l. Igy az
elfogadasi tartomanyt valasszuk a < y? < b alakinak, ahol 0 <a <n—1<b. A
tovabbiakban legyen

F = F[Khi(n — 1)].

Tegyiik fel, hogy P € Py, esetén
P(x* <a) = Fla) = 3,
P(x*>b) =1— F(b) =

)

RS

azaz a = F71(5) > 0ésb = F1(1—%). Mivel 0,5 < F(n—1) < 0,7 (lasd
az 1.94. lemmét), igy § < F(n — 1) < 1 — § biztosan teljesil. Ezért az ezzel
ekvivalens a < n — 1 < b is teljestl. Mivel P € Py, esetén

Pla<x*<b) =F)-Fla)=1-5 -5 =1-a,

a
2
gy F~1 (%) <x:<F! (1 — %), azaz

2min{ F(x*),1 - F(x*) } > a

elfogadasi tartomannyal « terjedelmi probat kapunk.
A H,: 0 < oy ellenhipotézis teljesiilésekor y? varhatéan kritikus mértékben kisebb
n — 1-t8l. Azaz az elfogadési tartomany y? > c alaki, ahol 0 < ¢ < n — 1. Mivel
Pe PHO—ra
P(X2 c)=1—"F(c),

igy P(x? > ¢) =1 —aesetén c = F~!(a) > 0. Erre teljesiil, hogy ¢ < n — 1, mert
0,5 < F(n —1). Tehat igy x* > F~ ( ), azaz

F(x*) =

96



elfogadasi tartomannyal o terjedelmii prébat kapunk. Ez S¥ < 0y és 0 < o < 0,3
esetén ekvivalens azzal, hogy

min{ F(x?),1 — F(x*) } > a.

Valéban, ha min{ F(x?),1 — F(x?) } > «, akkor F'(x?) > min{ F(x?),1 — F(x?) }
miatt F(x?) > « is teljesiil. Megforditva, ha F(x?) > «, akkor x? < n — 1 miatt

. 2 N1 F(X2) > a, ha F(Xz) =
min{ F(x*),1 — F(x*) } = {1—F(X2) >1—F(n—1)>03>a«a, haF(x? >

l\D\H Mh—-

Vegyiik még észre, hogy S* > 0¢ és 0 < a < 0,5 esetén F(x?) > F(n—1) > 0,5 > a.
Tehat ekkor Hy: 0 < g ellenhipotézissel szemben mindig Hy mellett dontiink.

Ha H,: 0 > oy teljesiil, akkor x? varhatéan kritikus mértékben nagyobb n — 1-t6l,
azaz az elfogaddsi tartomany x? < d alaku, ahol d > n — 1. Mivel P € Py, -ra

P(x* < d) = F(d),

fgy P(x* <d)=1—aesetén d = F~1(1 — o). Mdsrészt ekkor F(n — 1) < 0,7 miatt
0<a<0,3esetén d >n — 1. Tehat igy x* < F~Y(1 — ), azaz

1-F(x*) > a

elfogadasi tartomannyal o terjedelmii probat kapunk. Ez S} > 0y és 0 < a < 0,5
esetén ekvivalens azzal, hogy

min{ F(XZ), 1— F(Xz) }>a.

Val6ban, ha min{ F((x?),1—F(x?) } > «, akkor 1 — F(x?) > min{ F(x?),1—-F(x?) }
miatt 1 — F(x?) > « is teljesiil. Megforditva, ha 1 — F(x?) > «, akkor x* >n — 1
miatt

1-F(x?) > o, ha F(x?) >
F(x*) > F(n—1)>05>a, haF(X2)<

w\»—t [\’)\H

min{ F(x*), 1 — F(x )}{

Vegyiik még észre, hogy Si < opés 0 < a <03 esetén 1 — F(x*) >1—F(n—1) >
> 0,3 > a. Tehat ekkor Hy: o > o0 ellenhipotézissel szemben mindig Hy mellett
dontiink. Ez az igynevezett khi-négyzet proba.

5.2.9. Statisztikai proba exponencialis eloszlas paraméterére

5.15. Feladat. Legyen £ € Exp(\), ahol A ismeretlen. Legyen \g € R, rogzitett és
&, ..., &, a &-re vonatkozd minta. A

Hoi)\:)\o
Hli/\%Ao

hipotézisekre adjunk adott « terjedelmii prébat. A feladatot oldjuk meg Hi: A < Ao
illetve Hy: A > A egyoldali ellenhipotézisekre is.

97



Megoldas. A X intervallumbecslésénél lattuk, hogy H, esetén
v = Aoné € Gamma(n;1).

Mivel € az Ey = % torzitatlan becslése, igy a Hi: A # A\ (<= n # )\0§n) ellen-
hipotézis teljestilésekor v varhatéan kritikus mértékben messze van n-tol. Azaz az
elfogadasi tartomany a < v < b alakt, ahol 0 < a < n < b. A tovabbiakban legyen

F = F|Gamma(n; 1)].
Tegytik fel, hogy P € Pp, esetén

P(y < a) = F(a) = 5.
Ply>b) =1-F(b) =",

N9

azaza=F~'(§) > 0ésb=F"(1-5) Mivel 0,5 < F(n) < 0,7 (lésd az 1.73. lem-
mat), igy § < F(n) < 1— ¢ biztosan teljesiil. Ezért az ezzel ekvivalens a < n < b is
teljesiil. Mivel P € Py, esetén

ngvgm:F@—Fmﬁﬂ—%—%zl—m

fgy 1 (%) <y <F (1 - %), azaz
2min{ F(y),l — F(v)} > «

elfogadasi tartomannyal « terjedelmi probat kapunk.

A Hi: X < X (<= n < M\3n) cllenhipotézis teljesiilésckor v (ellentétben a
korabbi probakkal) varhatéan kritikus mértékben nagyobb n-t6l. Azaz az elfogaddasi
tartomany v < ¢ alakd, ahol ¢ > n. Mivel P € Py, -ra

P(y <c¢) = F(c),

igy P(y < ¢) =1—aesetén ¢ = F71(1 — a). Masrészt ekkor F(n) < 0,7 miatt
0 < a <0,3esetén ¢ > n. Tehat igy v < F71(1 — «), azaz

1-F(y) 2 a

elfogaddsi tartomannyal « terjedelmfi probéat kapunk. Ez 1/ < X\gés 0 < a < 0,5
esetén ekvivalens azzal, hogy

min{ F(y),1 — F(7) } > a.

Valéban, ha min{ F(y),1 — F(y) } > «, akkor 1 — F(y) > min{ F((7),1 — F(v) }
miatt 1 — F(y) > « is teljesiil. Megforditva, ha 1 — F(y) > «, akkor v > n miatt

1-F(y) = ha F(v)

. — ) @
min{ F(y),1 — F(v) } = {FW) > F(n)>05>a, haF(y)

<
>

Y

N o=
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Vegyiik még észre, hogy 1/& > X és 0 < a < 0,3 esetén 1 — F(y) > 1 — F(n) >
> 0,3 > a. Tehat ekkor Hy: A < )\ ellenhipotézissel szemben mindig Hy mellett
dontiink.

A Hi: X > X (< n > Xgyn) cllenhipotézis teljesiilésekor v (ellentétben a
kordbbi probékkal) varhatéan kritikus mértékben kisebb n-t6l. Azaz az elfogadasi
tartomdany v > d alakud, ahol 0 < d < n. Mivel P € Pg,-ra

P(y = d) = 1— F(d),

igy P(y > d) = 1—«aesetén d = F~}(a) > 0. Erre teljesiil, hogy d < n, mert
0,5 < F(n). Tehat igy v > F~(«a), azaz

F(v) > «

elfogadési tartomannyal « terjedelmit probat kapunk. Ez 1/€ > \g és 0 < o < 0,3
esetén ekvivalens azzal, hogy

min{ F(y),1 = F(y) } = a.

Valéban, ha min{ F(y),1 — F(vy) } > a, akkor F/(y) > min{ F'(y),1 — F(y) } miatt
F(v) > a is teljestl. Megforditva, ha F(v) > «a, akkor v < n miatt

(v) > a, ha F(y) <
>

. F
min{ F'(v),1 - F(y) } = {1_F<7)21_F(n)>0,32a, ha F(v)

NI N[~

Y

Vegyiitk még észre, hogy 1/ < Ay és 0 < a < 0,5 esetén F(y) > F(n) > 0,5 > a.
Tehat ekkor Hy: A > \g ellenhipotézissel szemben mindig Hy mellett dontiink.

5.2.10. Statisztikai préba valésziniliségre

5.16. Feladat. Legyen £ € Bin(1;p), ahol p ismeretlen. Legyen 0 < py < 1 rogzitett
és &1, ...,&, a -re vonatkozo minta. A

Hy:p=po
Hy:p# po

hipotézisekre adjunk adott a terjedelmii prébat. A feladatot oldjuk meg Hi: p < py
illetve Hy: p > po egyoldali ellenhipotézisekre is.

5.17. Megjegyzés. Ha A egy esemény és & = 14, akkor £ € Bin(1;p), ahol p az
A valoszintiisége. Ezért a feladat ugy is megfogalmazhatd, hogy adjon az el6zo
hipotézisekre « terjedelmii probat, ahol p egy esemény valoszintisége.

Megoldas. Ismert, hogy ha H, igaz, akkor
né € Bin(n;po).

Ha ¢ egy esemény indikdtorvaltozéja, akkor né az esemény bekovetkezéseinek a
szamat jelenti n kisérlet utan. Mivel £ a p torzitatlan becslése, ezért Hi: p # po
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esetén & varhatéan kritikus mértékben eltavolodik po-t6l. Igy ekkor az elfogaddasi
tartomany a < né < b alaki, ahol a,b € Nés 1 <a<npy<b<n-1.Az1<a
és b < n — 1 feltételek azért kellenek, hogy a kritikus tartomanyban né < a illetve
né > b ne legyenek lehetetlen események. Keressiik meg a legkisebb a illetve b pozitiv
egész szamokat, melyekre P € Py, esetén teljesiil, hogy

P(n§ <a)=3)_ (?)pé(l —po)" > %
=0
b

P(né<b)=>_ (?)pé(l —po)" > 1— %
1=0

Az gy definidlt a és b esetén, ha P € Py,, akkor

b
Pla <ng <b) = Z (?)pé(l —po)" ' =
1

= Z (?)Pé(l —po)" " — “Z: (2)]’6(1 —po)" " >1—a,

<

(NI}

igy ilyenkor a < né < b elfogadési tartomannyal o terjedelmii prébat kapunk. Az
1 <a<npy <b<n-—1feltétel mindig teljesitheté a és n alkalmas megvélasztasaval.

Hi: p < pg esetén & varhatéan kritikus mértékben py alatt van, azaz az elfogadasi
tartomany né > c alaki, ahol ¢ € N és 1 < ¢ < npy. Legyen ¢ a legkisebb pozitiv
egész, melyre P € Py, esetén teljesiil, hogy

_ ¢ n . i
P(né<c)=)_ <i>p6(1 —po)"" > a.
i=0
Az igy definialt c esetén, ha P € Py,, akkor

P(E>c) =3 @pfﬁ(l SOEEDY @pg(l e

i=c ¢

<o

azaz né > c elfogaddsi tartomdnnyal o terjedelmfi probat kapunk. Az 1 < ¢ < npg
feltétel itt is mindig teljesitheté a és n alkalmas megvalasztasaval.

Hi: p > po esetén € varhatéan kritikus mértékben py felett van, azaz az elfogadési
tartomdny né < d alaki, ahol d € N és npy < d < n—1. Legyen d a legkisebb pozitiv
egész, melyre P € Py, esetén teljesiil, hogy

Ekkor tehat né < d elfogaddsi tartomannyal o terjedelmii probéat kapunk. Az npy <
< d < n —1 feltétel itt is mindig teljesitheté o és n alkalmas megvalasztasaval.
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Az els6 két ellenhipotézisnél azért nem ugy valasztottuk a kritikus értékeket,
hogy az elfogadési tartomany valoszintisége H esetén 1 — a-val egyenlo is lehessen,
mert egyrészt ez csak ritkdn érheto el az eloszlas diszkrétsége miatt, masrészt ekkor
Excellel nehezebben tudnank szdmolni.

Ha n elég nagy, akkor az elobbi kritikus értékek kiszamolasahoz hasznalhatunk
egyszerlibb kozelité formulat is. Ehhez sziikségiink lesz az tgynevezett folytonossagi
korrekciora.

Folytonossagi korrekcié. Ha a min{ np,n(1 — p)} > 10 feltétel teljesiil, akkor
F = F[Bin(n;p)] és G = F{Norm(np; \/np(1l—p) )] jeloléssel F'(z) értékét nagyon
jol kozeliti G(z). Legyen z € N. Ekkor az 5.3. dbrardl lathato, hogy az F' 1épcsissége

és a G folytonossdga miatt G(z — 3) még pontosabban megkozeliti F'(z) értékeét.

z—1 z—% z z+1

5.3. abra. Folytonossagi korrekci6

Tehat o € Bin(n;p) és z € N esetén

1 _
Plo<z)~® (zznp) , illetve
np(l —p)

P<@sZ>:P<g<z+1>:¢(”1‘%—"?9) :q>(2+é—np)
np(l —p) np(1 — p)

kozelitések mar nagyon jonak tekinthetok. Példaul, ha n = 100, p = 0,4, akkor
10 < np = 40 < n(1 — p) = 60 teljesill, ezért hasznalhatjuk a kozelitést. Példaul

P(o < 30) értéke kozelitSleg
o (30 +3- 40)

40-0,6

ami 0t tizedesjegyre kerekitve 0,02624. Ha nem hasznaljuk a folytonossagi korrekciot,

akkor a
o 30+ 1—40
+/40- 0,6

értéket kell hasznélni kozelitésnek, amely 6t tizedesjegyre kerekitve 0,03310. Ossze-
hasonlitasként P(p < 30) igazi értéke 0,02478 6t tizedesjegyre kerekitve. Ebbél jol
lathato, hogy a folytonossagi korrekcioval pontosabb kozelitést kaptunk.
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5.18. Feladat. Az el6z6 megoldasban felirt kritikus értékekre adjunk kozelito képletet
min{ npy,n(l —po) } > 10 esetén, a folytonossagi korrekciét alkalmazva.
Megoldads. Az el6z6 megoldas jeloléseit fogjuk hasznalni. Az elébbiek miatt
a—+ % — NPo ) a
npo(l — po) 2

P(nﬁﬁa):(b(

melybdl — figyelembe véve, hogy a € N és alsé kritikus értéket jelent — kapjuk, hogy

() = npo — 5 + \Jnpo(1 — )2 (2)

jeloléssel a ~ {h % } Hasonlbéan kapjuk, hogy b ~ [h(l — %)} + 1, ¢ ~ [h(a)] és
d~hl-a)]+1

5.3. Nemparaméteres hipotézisvizsgalatok

A kovetkezékben, ha nem irjuk ki kilon az ellenhipotézist, akkor az mindig a
nullhipotézis negaltjat jelenti. Az itt taglalt illeszkedés-, fliggetlenség- és homogeni-
tasvizsgalatokat khi-négyzet probiknak is nevezik, mert a prébastatisztika mindegyik
esetben hasonlé szerkezetii aszimptotikusan khi-négyzet eloszlasu.

5.3.1. Tiszta illeszkedésvizsgalat

5.19. Feladat. Legyen Ay, ..., A, egy teljes eseményrendszer és py,...,p. € R,
ahol p; + -+ + p, = 1. Készitsiink a

Hoi P(Al) = P; (Z = 1,...,T)
nullhipotézisre a terjedelmii probat, ahol P a valodi valoszintiséget jelenti.

Megoldds. Jelolje o; az A; esemény gyakorisagat n kisérlet utan, és legyen

X2 — ZT: (0i — npz‘)z'
i=1 npi

H, teljesiilése esetén y? varhatéan nem tavolodik el kritikus mértékben 0-tél, igy az
elfogadési tartomany x? < a alakd, ahol a > 0. Ismert, hogy min{ o1, ..., 0, } > 10
teljesiilése esetén

ahol P € Py, és
F = F[Khi(r — 1)].

(A bizonyitast lasd pl. [2, 161-162. oldal].) Igy P(x® < a) = 1 —a esetén a ~ F~'(1—
—a). Tehat x? < F71(1 — «), azaz

1-F(x*) >a

elfogadési tartomannyal kozelitéleg a terjedelmii probat kapunk.

102



5.20. Feladat. Legyen ¢ egy ismeretlen eloszlast valdszintiségi valtozé és Fiy egy
rogzitett eloszlasfiiggvény. Készitsiink a

Hy: P({ <z) = Fy(z) (xr € R)
nullhipotézisre « terjedelmii probat, ahol P a valodi valdszintiséget jelenti.

Megoldds. Ha £ diszkrét valoszinliségi valtoz6 { z1, xa, ... } értékkészlettel, ahol x; <
< X9 < ..., akkor valasszuk meg a

ko =0< bk <ky<- - <k,

egész szamokat 1gy, hogy az A; = {xp,_,+1 < £ < x4, } események teljes ese-
ményrendszert alkossanak, tovabba ezek o; gyakorisaga a &-re vonatkozd n elemi
mintarealizacio alapjan legalabb 10 legyen minden ¢ = 1,... 7 esetén.

Ha & nem diszkrét valészintiségi valtozé, akkor valasszuk meg az

ag = =00 < ap < g <+ < Upog < Ap 1= X0

valos szamokat gy, hogy az A; .= {a;,_1 < & < a; } események p; gyakorisdga a &-re
vonatkozo6 n elemii mintarealizaci6é alapjan legalabb 10 legyen minden i =1,...,r
esetén. Ugyeljiink arra, hogy az a; osztépontok fiiggetlenek legyenek a mintarealizécié
elemeitol.

Ezutén p; := P(A;) (P € Pp,) jeloléssel legyen

Ha H, igaz, akkor H| is az. oy az el6z6 feladat megoldasabél lathatéd, hogy H,

teljesiilése esetén
2. - (Qi - npz’)Q
X =)
i=1 np;

aszimptotikusan r — 1 szabadséagi foku khi-négyzet eloszlasi. Ebbol kapjuk, hogy
F = F[Khi(r — 1)]
jeloléssel x* < F7Y(1 — a), azaz
1-F(x*) >a

elfogadési tartomannyal kozelitéleg a terjedelmii probat kapunk.

5.3.2. Becsléses illeszkedésvizsgalat

A tiszta illeszkedésvizsgalatban azt vizsgaltuk, hogy egy valdsziniiségi valtozonak mi
lehet az eloszlasa. Azonban legtobb esetben elég csak azt megmondani, hogy melyik
eloszlastipusba tartozik (egyenletes, normalis, Poisson, stb.). Ilyenkor hasznaljuk a
becsléses illeszkedésvizsgalatot.
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5.21. Feladat. Legyen v € N, © C RY, © # (). Jeloljon Fy eloszlésfiiggvényt minden
¥ = (,...,19,) € O esetén. Legyen az a nullhipotézis, hogy az ismeretlen eloszlast
¢ valészintiségi valtozé eloszlasfiiggvénye az { Fy : 9 € © } halmazba tartozik, azaz

Hy: P(§ <z) = Fy(z) (x € R) valamely v € O esetén.
Készitstink erre a nullhipotézisre a terjedelmii probat, ahol P a valédi valészintiséget
jelenti.

Megoldds. Eloszor konstrualjuk meg az Ay, ..., A, teljes eseményrendszert a tiszta
illeszkedésvizsgalatban leirtak szerint, és jelolje o; az A; esemény gyakorisagat n
kisérlet utan. Ezutan H feltételezésével szamoljuk ki ¢; maximum likelihood becslését,
melyet jelélion J;. Legyen 0 := (51, o ,51,), pi := P5(A;), tovabba

2 " (0i — npi)?
X" = —_—

Bizonyithatd, hogy ha Hj igaz, akkor y? eloszldsa r — 1 — v szabadsédgi foki khi-
négyzet eloszlashoz konvergal n — oo esetén. (A bizonyitas az ugynevezett likelihood
hényados hatdreloszlasival hozhat6 kapcesolatba, mi nem végezziik el. Lasd pl. [16,
91-93. oldal].) A gyakorlatban ez azt jelenti, hogy

F = F[Khi(r — 1 —v)]
jeloléssel
P(x? < ) ~ F(x).

A kozelités mér jénak tekinthet6, ha min{ oq,. .., 0, } > 10. gy hasonléan a tiszta
illeszkedésvizsgalathoz, x? < F~1(1 — «), azaz

1-F(x*) 2 o

elfogadési tartomannyal kozelitéleg a terjedelmii probat kapunk.

5.3.3. Fiiggetlenségvizsgalat

A kovetkezd feladatban két teljes eseményrendszer fliggetlenségét vizsgaljuk.

5.22. Feladat. Legyen A;,..., A, és By,..., B, két teljes eseményrendszer. Készit-
siink a

P(AZQB]) :P(AZ)P<B]) (Z: 1,...,7”, j: 1,,8)
nullhipotézisre « terjedelmii probat, ahol P a valodi valdszintiséget jelenti.

Megoldds. Legyen k; illetve ; az A; illetve Bj gyakorisaga n kisérlet utan. Ekkor P(A;)
illetve P(B;) maximum likelihood becslése % illetve lJ . Ez 6sszesen (r — 1) + (s — 1)
darab fliggetlen becslést jelent a ki + - - - + k =n és 11 + -+ 1s = n feltételek miatt.
Legyen p;j := LI l—j és

Ql] npzy - n@zy z)
=y el oy e o)

i=1j5=1 npl] 1—1] 1

ahol p;; az A;N B; esemény gyakorisdga n kisérlet utan. A gyakorisdgokat a kovetkezd
ugynevezett kontingencia tdbldzatba szoktak osszefoglalni.
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B, By ... B,
Al on o012 .. o015 | ks
Ay 021 022 ... 02 | ko
Ar Or1 Or2 o Ors kr
I ly ...

A becsléses illeszkedésvizsgalatnal elmondottak szerint, ha Hj igaz, akkor x? eloszldsa
rs—1—(r—1)—(s—1) = (r —1)(s — 1) szabadsagi fokt khi-négyzet eloszlashoz
konvergal n — oo esetén. Innen az eddigiekhez hasonléan, ha g;; > 10 minden 4, j
esetén és

F

FIKhi((r —1)(s = 1))],
akkor a Hy nullhipotézisre x? < F~1(1 — «), azaz
1-F(x*) >a
elfogadasi tartomannyal kozelitoleg a terjedelmi prébat kapunk.

5.23. Feladat. Legyen (&,7n) kétdimenziés valésziniiségi vektorvaltozé. Az erre
vonatkoz6 (§1,m), - - ., (&n, M) minta alapjan készitsiink a

Hy: & és n fliggetlen
nullhipotézisre o terjedelmii probat.

Megoldds. Konstrualjuk meg a &, ... ,&, illetve az nq,...,n, mintdkra az Aq,..., A,
illetve By, ..., B, teljes eseményrendszereket a tiszta illeszkedésvizsgalatban leirtak
szerint. Ezutan legyen

H(/)Z P(AZHB]):P(AZ)P(B]> (izl,...,T, jzl,...78>.

Ha H, igaz, akkor H| is az. gy az el6z6 feladat megolddsabol kapjuk, hogy H
teljesiilése esetén

2 _ L~ (o — kily)?
S 3)D il

i=1j=1 J

eloszlasa (r —1)(s — 1) szabadségi foku khi-négyzet eloszlédshoz konvergél, ha n — oo.
Innen

F = FIKhi((r — 1)(s — 1))]

jeloléssel, a Hy nullhipotézisre x? < F~1(1 — «), azaz
1-F(x*) >a
elfogadési tartomannyal kozelitéleg a terjedelmii probat kapunk.
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5.3.4. Homogenitasvizsgalat

5.24. Feladat. Legyenek & és 7 fiiggetlen valészintiségi valtozok. Az ezekre vonatkozo
&1, .0, &y, illetve my, ... 1y, mintdk alapjan készitstink a

Hy: & és n azonos eloszlasi
nullhipotézisre « terjedelmii probat.

Megoldas. Valasszuk meg az
Cop = — 00 <C << <G <Cp ' =0

valés szamokat ugy, hogy a & € C; := [¢;_1,¢;) esemény k; gyakorisiga illetve az
n € C; esemény [; gyakorisdga a mintarealizaciok alapjan legalabb 10 legyen minden
1=1,...,r esetén.

Most tegyiik fel, hogy Hj teljesiil. Ekkor van olyan ( valészintiségi valtozo, amelyre
vonatkozolag &1, ..., &, My - - Nny €Y N1 + No elemil minta.

Jelentse A; azt az eseményt, hogy ( € C;. A By illetve B, jelentse azt, hogy
a mintavétel &-re illetve n-ra vonatkozik. De H esetén az, hogy ( € C; teljesiil-e,
fiiggetlen attdl, hogy a mintavétel valdjdban &-re vagy n-ra tortént. Igy ekkor

is teljesiil. Erre alkalmazhatjuk a fliggetlenségvizsgalatban leirtakat a koévetkezo
kontingencia tablazattal:

Av ke L | B+ 4
Ag | ke Iy | ka+ 1o

AL ke L R+

nq N9 1y + N9

Ekkor tehat
2 _ 1 i ((n1 + nz)/ﬁ — (kl + li)TLl)Q n ((m + ng)ll — (kl + li)n2)2 _
’ ny + No i=1 (kl + lz)nl (k’l + ll)ng

ki 1)
ni no

kit 1

= N1MNo Z
i=1
aszimptotikusan (r — 1)(2 — 1) = r — 1 szabadségi foku khi-négyzet eloszlasi. Tehat
F = F[Khi(r — 1)]
jeloléssel, a Hy nullhipotézisre x* < F~1(1 — «), azaz
1-F(x*) >a

elfogadési tartomannyal kozelitéleg a terjedelmii probat kapunk.
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5.3.5. Kétmintas el6jelproba

5.25. Feladat. Legyen (&,7n) kétdimenziés valésziniiségi vektorvaltozé. Az erre

vonatkoz6 (§1,m1), - - ., (&n, M) minta alapjan készitsiink a
1
Ho: P(§>n) = B
1
Hy: P(E>n) # 5

hipotézisekre « terjedelmii prébat, ahol P a valédi valoszintiséget jelenti. A feladatot
oldjuk meg Hy: P(§ > 1) < % illetve Hy: P(¢& >n) > % egyoldali ellenhipotézisekre
is.

Megoldds. Bar a feladatot a nemparaméteres hipotézisvizsgalatokban targyaljuk,
de A:={&>n}ésp = % valasztassal egyértelmii a kapcsolata a valdszinliségre
vonatkozo statisztikai probaval. Legyen

n
B = Z I§i>7h7
=1

azaz az A esemény gyakorisaga, vagy ha gy tetszik, azon esetek szama, amikor &; —n);
eléjele pozitiv (innen a proba neve). Ha Hy teljesiil, akkor B € Bin(n; 5). Legyenek
az a, b, c, dszamok a legkisebb olyan pozitiv egészek, amelyekre teljestilnek, hogy

2 (n\ 1 o
Z<z’>2n22

=0

£()eer-

| e

Ekkor a valdszintiségre vonatkozé statisztikai probandl leirtak szerint

1

Hy: P(§>77)7é§eseténa,§B§b,
1

Hi: P(€>n) < 3 esetén B > ¢ és
1

Hy: P({>n) > ieseténtd

elfogadasi tartomannyal a terjedelmii prébat kapunk. A kritikus értékek kiszamolasé-
nal itt is alkalmazhatd n > 20 esetén a folytonossagi korrekciéval megadott kozelito
szamitas. Eszerint

h(x) = ; (n -1+ \/ﬁq)_l(m))

jeloléssel

o~ [h(‘;‘)] Y {h(l - ;‘)] +1, ex[ha)] & de~[h(1—a)]+ 1
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5.3.6. Kolmogorov — Szmirnov-féle kétmintas préba

5.26. Tétel (Szmirnov-tétel). Legyenek & és n figgetlen valdszinidségi vdltozdk, a
rajuk vonatkozo mintdk &1, ..., &, €S N, ..., N, illetve a nekik megfeleld tapasztalati
eloszlasfigguények F és G. Ha {-nek és n-nak azonos az eloszlasfiigguénye és az
folytonos, akkor minden z € R, esetén

n
limP<\/75u Fr(x <z)—1—|-2 1)ie=2",
tim P (/3 sup|F(x) - Gi(o) >

A bizonyitast lasd pl. [2, 194. oldall.
5.27. Megjegyzés. A Szmirnov-tétel feltételeivel

P<\/ﬁsup|F;’;(x) G ()] <z) ~ 1423 (1) 2
2m€R =1

kozelités mar jonak tekinthetd, ha n > 30.

A \/gsupxeR |F*(x) — G ()| pontos eloszldsa is ismert (ldsd pl. [2, 191. oldal]),
melybol n < 30 esetén is tudunk prébat konstrudlni. Mi ezzel az esettel nem
foglalkozunk.

5.28. Feladat. Legyenek ¢ és n folytonos eloszlasfiiggvényti fiiggetlen valoszintiségi
valtozok. Az ezekre vonatkoz6 i, ..., &, illetve ny,...,n, (n > 30) mintdk alapjan
készitstiink a

Hy: & és n azonos eloszlasu

nullhipotézisre « terjedelmii probat.

Megoldas. Legyenek a &-re illetve n-ra vonatkozé mintakhoz tartozé tapasztalati
eloszlasfiggvények F¥ illetve G}, tovabba legyen

D = \/75up\F* — G (2)].
z€R

Ha Hjy nem teljesiil, akkor D varhatéan kritikus mértékben eltavolodik 0-tél. Ezért
az elfogadasi tartomany legyen D < z alaki, ahol z € R,. A Szmirnov-tétel szerint
P € Py, és n > 30 esetén

P(D < z2)~ K(2) (z € R,),

ahol

=142 Z )le
Igy P(D < 2) =1 —a esetén z ~ K~1(1 — a). Tehat D < K~'(1 — a), azaz
1-K(D)>a
elfogadési tartomannyal koriilbeliil a terjedelmii probat kapunk.
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5.3.7. Kolmogorov —Szmirnov-féle egymintas préba

« sz

sz6l, de a konvergencia sebességérél nem ad informéciét. A kovetkezd Kolmogorovtol
szarmazoé tétel ezt a hianyt pétolja, melyet itt bizonyitas nélkiil kozliink.

5.29. Tétel (Kolmogorov-tétel). Legyen a & valdsziniségi viltozd F eloszldsfiggvénye
folytonos. A &-re vonatkozo minta legyen &1, ...,&, és a neki megfeleld tapasztalati
eloszlasfigguény F. Ekkor minden z € R, esetén

: * _ .- _1Y\i,—2i222
T}LIQOP(\/ﬁsup|Fn(x)—F(x)|<z>—1—1—22( 1)%e :

zeR =1

5.30. Megjegyzés. A Kolmogorov-tétel feltételeivel

P(ﬁ:svtelg |F¥(z) — F(x)| < z) ~ 1+ 2%3:(—1)"672@'222

i=1
kozelités mar jonak tekinthetd, ha n > 30.

5.31. Feladat. Legyen ¢ folytonos eloszlasfiiggvényi valészintiségi valtozd. Az erre
vonatkozo &1, ...,&, (n > 30) minta alapjan készitstink a

Hy: € eloszlasfiggvénye F'
nullhipotézisre a terjedelmii probat.

Megoldas. Legyen a tapasztalati eloszlasfiggvény F¥, tovabba legyen

D:= \/ﬁiléﬂglFi(x)—F(x)l'

Ha H, nem teljesiil, akkor D varhatéan kritikus mértékben eltavolodik 0-tél. Igy a
kétmintds esethez hasonléan kapjuk, hogy D < K~ 1(1 — ), azaz
1-K(D) >«

elfogadasi tartomannyal koriilbeliil « terjedelmii a préba, ahol

K(z) =142 (~1)le 2%,
i=1

5.4. Szorasanalizis

5.32. Példa. Tegyiik fel, hogy egy gazdasagban a buza terméshozamara vagyunk
kivdncsiak (tonna/hektér). Jelolje ezt a & valdsziniiségi valtozd. Azt vizsgaljuk, hogy
egyetlen tényezo, példaul a buza fajtdja milyen hatassal van a terméshozamra. Tegytik
fel, hogy a vizsgalt gazdasag r = 3 kiilonb6z6 buizafajtat termeszt. A késobbiekben ezt
ugy fogjuk mondani, hogy a vizsgalt tényezének 3 kiillonb6z6 szintje van. Az 1. fajtat
ny = 4, a 2. fajtat ny = 3, végil a 3. fajtat ng = 5 kiilonb6z6 parcellan termesztik. A
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&ij jelentse az 4. fajta j. parcellan kapott terméshozamat tonna/hektar-ban mérve. A
kapott mintarealizaciok legyenek példaul a kovetkezok:

§n(w) =524 &a(w) =417 &§a(w) =435 Su(w) =477
521<w) = 5,09 522(&)) = 6705 623(&)) = 5,89
Gi(w) =418 &p(w) =410 &s(w) = 4,17 &Ga(w) =398 &5(w) = 3,60

Legyen a nullhipotézis az, hogy a kiilonb6z6 buzafajtak (azaz a tényezd szintjei)
nincsenek hatassal a terméshozamra. Ezt a vizsgalatot egyszeres osztalyozdsi szords-
analizisnek nevezzik.

5.33. Példa. Az el6z6 példat tovabb gondolva, tegyiik fel, hogy nem csak a buza
fajtajat, hanem a parcella talajtipusat is vizsgalni szeretnénk a terméshozamot
illetéen, vagyis nem egy, hanem két tényez6 hatasat figyeljiik. Tegyiik fel, hogy 1 = 3
fajta buzat ro = 4 tipustu talajba vetették. Azaz az 1. tényezonek 3, a 2. tényezonek
pedig 4 szintje van. A &;; jelentse az 7. buzafajta j. talajtipuson vett terméshozamat.
A kapott mintarealizaciok legyenek példaul a kovetkezok:

§ulw) =751 &a(w) =634 &i3(w) =507 {u(w) = 6,17
Sor1(w) = 5,43 Epa(w) =481 &3(w) =342 &u(w) = 4,00
531 (OJ) = 5,76 fgz(&)) = 4,71 633(0.1) = 4,45 534((.0) = 4,33

Itt kétféle nullhipotézist vizsgalhatunk: a kiilonbo6z6é buzafajtdk nincsenek hatas-
sal a terméshozamra, illetve, hogy a kiillonb6z6 talajtipusok nincsenek hatassal a
terméshozamra. Ezt a vizsgalatot kétszeres osztdlyozdsi szorasanalizisnek nevezziik.

Az el6z6 mintarealizaciéval azt nem tudjuk vizsgéalni, hogy a két tényez6 milyen
hatassal van egymasra, azaz, hogy egy konkrét buzafajta kiilonbozéképpen terem-e
a kiilonbo6z6 talajtipusokon, vagy hogy egy konkrét talajtipuson kiilonbozéképpen
teremnek-e a kiillonb6z6 buzafajtak, mert minden buzafajta—talajtipus kombinaciobél
csak egy mintaelemiink van. Ezért az ilyen vizsgalatot interakcio nélkili kétszeres
osztalyozasu szorasanalizisnek is nevezik.

5.34. Példa. Folytatva az el6z6 példat, ha a két tényezd kozotti kapcesolatot is vizs-
galni szeretnénk, akkor minden buzafajta—talajtipus kombinaciobdl tobb mérést kell
végezniink. Ha minden kombinaciéra ugyanannyi megfigyelésiink van, akkor kiegyen-
stlyozott elrendezésrol beszéliink. Legyen az el6z6 példaban minden kombinaciéra
s = 3 mérésiink. Jelentse &, az i. buzafajta j. talajtipuson vett terméshozaméra vo-
natkozo, azaz az (i, j) cellaban végzett k. mérési eredményt. A kapott mintarealizdciok
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legyenek példaul a kovetkezok:

§ii(w) = 7,51 &io(w) = 6,34 &a(w) = 5,07 &ui(w) = 6,17
fnz(w) =17,03 5122(w) = 5,81 5132(00) =41 5142(w) =5,90
5113((,&)) =6 91 5123((,0) = 6 61 5133<W) = 5 5143((,0) = 6,28
5211(00) =5,4 5221(w) = 4,8 5231(00) =34 5241(w) = 4,00
5212(60) = 4,95 5222(w) = 3,8 5232(00) =3,1 5242(00) = 3,80
§anz(w) = 5,48 &oos(w) = 4,18 Logz(w) = 2,02 &uuz(w) = 3,94
§311(W) = 5,76 L (w) =471 &ai(w) = 4,45 Eau(w) = 4,33
E312(w) = 5,90 Eg00(w) = 5,24 Eg32(w) = 4,65 Eaaa(w) = 5,41
Ea13(w) = 6,01 &go3(w) = 4,07 E33(w) = 4,59 Egaz(w) = 5,70

Itt haromféle nullhipotézist vizsgalhatunk: a kiilonboz6 buzafajtak nincsenek hatassal
a terméshozamra, a kiilonb6zo6 talajtipusok nincsenek hatassal a terméshozamra,
illetve, hogy a buzafajta és a talajtipus kozott nincs kapcsolat a terméshozamot
illetéen. Ez a vizsgalat az un. kétszeres osztdlyozdsiu szordsanalizis interakcioval.

5.4.1. Egyszeres osztalyozas (I. tipusii modell)

Vizsgéaljuk a & valdszintiségi valtozot egyetlen tényezo r darab kiillonb6z6 szint-
jén. Az 1. szinthez tartozé valdszintiségi valtozot jelolje &;. Feltessziik, hogy &; €
€ Norm(my;0) (i =1,2,...,r) figgetlenek, ahol az mq, ma, ..., m,, o paraméterek
ismeretlenek. A {-re (i =1,2,...,r) vonatkozé minta legyen

gil)&i?a cee 751711
Feltételezziik, hogy &; (i =1,2,...,r; j=1,2,...,n,;) eléall
§ij = Bi + €45

alakban, ahol az ¢;; hibavdltozék normalis eloszlasd, 0 varhaté értéki, figgetlen
valoszintiségi valtozok. Az I. tipusi modellben [3; = m;, azaz konstansok, mig a
II. tipusi modellben [3; normalis eloszlasi valészintiségi valtozdk m; varhato értékekkel.
Mi csak az 1. tipusti modellel foglalkozunk. Legyen

n:i=mn;+ng+---+ng,
m = g(nlml + nomsg + + - - + n,m,.),
a:=m;—m (1=1,2,...,r).
Vegyiik észre, hogy ekkor
niay + noas + - - + npa, =0,

ami specidlisan ny = ny = - -+ = n, esetén azt jelenti, hogy a; + as + - - -
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Az m az Un. teljes dtlag, az a; az egyetlen tényezo i. szintjének hatdsa a mért
eredményre, mig ¢;; a véletlen hibdk mértéke. Ezekkel tehat a modelliink

Cj=m+a;+ey; (=12,....rm j=12...,n)

alakd. A nullhipotézis az lesz, hogy az egyetlen tényez6 kiilonbozé szintjei nincsenek
hatéssal a mért értékekre, azaz

H()ZCLl:CLQ:"':CLT:O.

Nyilvan ez az m; = my = --- = m, allitassal ekvivalens, vagyis, hogy a varhato
értékek megegyeznek.

A kovetkezokben ezen nullhipotézishez szeretnénk 1 — « szintli probat talalni.
Ennek érdekében vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

1 T Ny
§. =~ Z Z&j az m becslése,
ni35=
_ 1 )
§i = — Z&j az m; becslése.
n;
i =1
Ekkor
& — & az a; =m; —m becslése,

& — & az g = &; — my; becslése.

5.35. Tétel. Bevezetve a

Q= ii (fij —E,.)z )
i=1j=1
Q=Y (6 -c)=2n(s-¢).
i=1j=1 i=1
Q2 = ET: i (&5 - gi.>2
i=1 j=1

jeloléseket, teljestil, hogy
Q=Q1+ Q2.

5.36. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy () a teljes eltérések négyzetosszege, (1 a szintek
kozotti eltérések négyzetosszege és Qo a véletlen hibak (szinteken beliili eltérések)
négyzetosszege.

Bizonyitas. Mivel B B o
G- =(&-6)+(&-2),
ezért mindkét oldalt négyzetre emelve és Gsszegezve kapjuk, hogy

roon;

3 (6 €)=

i=1j=1
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-y (6 -E) + XX (6 -8) +2 XY (6 -E) (6 -6)-

=1 j5=1 i=1j5=1 =1 j5=1

MaAsrészt

i (&J z) Z% ni€; = ifi]‘ - i&j =0,
j=1 j=1

j=1
gy
33L& -E) (6 -8) = (B -E) X (6 8) =
i=1 : 1= J]=
Ezekbdl adédik az allitas. O

5.37. Tétel. Az elozo tétel jeliléseivel

EQ, = (r—1)o*+ Znia?,

=1

EQy = (n—r1r)o’

Bizonyitds. Elészor szdmoljuk ki cov (EZ,E) értékét. Figyelembe véve, hogy a kova-
riancia bilinearis forma és
D*¢;=0% hak=iésl=j,

cov(&ij, r) = {07 kiilonben,

kapjuk, hogy
T Nk 1

cov(gi_,f.)—cov(ilsm,zz fsm)z,' >

=1 = —1 =1 "M

k
- (XS eon(e ) = 30t = gt = L2
COVI(Gijy Skl _nn o = 47’LZO —nO'.

&
3
3
=

nnlg 1 \k=11=1 i j=1 nn;
Emiatt
T . _ T g _ _ ™ ng 1 1
Zni cov (é-zag) = ZZCOV (gzag) = ZZ 502 = 57102 =0’
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1

Ezt felhasznalva adodik, hogy
Eleng(éi,—f..) Zm(Dz(f ~E)+E(E.-2)) =
zini<D2§i,+D2§.—2cov £.8)+ (B, -BL)") =
_ ( a—i—ia ~2cov (£, ) + (mi—m)2>:

/

i=1
=1
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= 202 + 710227% — QZniCOV (EZ,E) + Zniaf =
i=1 i=1 i=1 i=1

=ro’+0° =207+ na; = (r—1)o” +>_ na;

i=1
A ()5 varhaté értéke hasonldé médon szamolhato ki. O
5.38. Tétel. Ha H, igaz, akkor
n—r
F.= @EF(T—ln—r).
r—1 QQ
Bizonyitas. Legyen
_&j—m
Gij = .
Mivel Hy igaz, azaz m = m; = my = --- = m,, ezért a (;; valosziniiségi valtozok

standard normalis eloszlasiak és fiiggetlenek. Vezessiik be a

_ 1 n; ) r r B
C .:7ZC’LJ €s 722(1]_ an(z
nZ] 1 i=1j=1 ni
jeloléseket. Ekkor
G-t = [ —m -ty e - m)) =
" S0 \Nijo K N = (G
1 1 ng T
=~ Z&J m——ZkaJ+m =
o\ ;5 n5=1
1 -
:;( 7 _6)7

ahol az
M= /ni(Ci. = C)
valoszinliségi valtozok a (i valdszintiségi valtozok linearis kombinacioi. Masrészt
r r rong
YoV =Y (G —C)=> > G —nC =0,
i=1 i=1 i=1j=1

fgy By := (\/N1, . - ., /1y) valasztéssal Bo(ny,...,n,)" = 0. Most legyen B tetszdleges
olyan matrix, melyre B(ni,...,n.)" = (0,...,0)". Jelolje by, ..., b, a B valamelyik
sordban talalhato elemeket. Ekkor

sz‘m = sz\/n_z@ - Z) =
i=1 i=1
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= i:l@.bi\/”_i —C. zr;bi ;=

= er;@.bi\/n_i - Tlljzr;njcj. ébi =
_ Zlcb\/n— _ izlngjzlwn—] _
= Zi; (Ci.bz‘\/n_i - inigji:lbj\/n_J _

= 2‘{ (bi\/ﬁi— Z’Zlbj\/n—J ¢, =
= j=

Mivel ¢, barmilyen értéket felvehet, ezért ez csak gy teljesiilhet, ha minden egyiitt-
hatéja a szummadaban 0, azaz ¢ = % 7105y /myj jeloléssel b; = c¢y/n;. Vagyis a B
tetszleges sora eléall (y/ni,...,/n,) konstansszorosaként. fgy B = By a legna-
gyobb rangti matrix, melyre B(ny,...,n,)" = (0,...,0)" teljesiil. Ennek rangja 1, igy
az 1.96. megjegyzésbdl kapjuk, hogy Q1/0% a (i valoszintiségi valtozokbol képzett
r — 1 szabadsagi foku kvadratikus forma.

Most legyen
Nij = Gij = Gi.s

mely a (j; valoszinliségi valtozok linearis kombinacioja. Masrészt

T k=1 1 k=1
melybdl
D S NI IS 5 o
=1 j5=1 1=1j=1
tovabba

i 1 & 1 _
an :*2:1 &ij — &) =5 (Zfzg 251) =0 (i=1,2,...,7).

Ez azzal ekvivalens, hogy ByV'" = (0,...,0)", ahol

V= (n117"'an1n17n217”'an2n27"'7n7"1)"'777ﬂ’b7«)

és By azon r X n-es matrix, melynek k-adik soraban eloszor nq + - - - + ng_; darab
0 van, majd n; darab 1, utana pedig végig 0. Ennek minden sora fliggetlen, igy
a rangja r. Megmutatjuk, hogy ez a legnagyobb rangti B métrix, melyre BV ' =
= (0,...,0)" teljesiil. Ehhez most legyen B tetsz6leges ilyen tulajdonsigi matrix,

melynek valamelyik sordban talalhaté elemeit jelolje b4, ..., by, . Ekkor
DD b= by <Cz'j Z Czk) =
i=1j=1 i=1j=1 ni .21
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:Zibw@j—zzi:bij<l i:%) =

i=1j=1 i=1j=1 i 5
=D byGy — Z Z Gik (Z bz’j) =
i=1j=1 i=1 Vi =1 j=1
roong 1 n; n;
=22%@1z(§wJ2%—
i=1j=1 =1 \ " ;74
=3 biiGi— > Z ciGik =
i=1 j 1 i=1 k=1
Y by — )Gy = 0,
i=1j5=1
ahol ¢; := Z bii.. Mivel (;; barmilyen értéket felvehet, ezért ez csak ugy lehet-

séges, ha a Szummaban minden egyttthatéja 0, azaz b;; = ¢;. Ez azt jelenti, hogy
rogzitett i-re minden b;; ugyanazt az értéket veszi fel. fgy B minden sora el6all
By sorainak lineéaris kombinaci6jaként. Tehat belattuk, hogy B = B, valasztassal
megkapjuk a legnagyobb rangi métrixot, melyre BV " = (0,...,0)". fgy az 1.96. meg-
jegyzés alapjan Qo/0? a (y valdszintiségi valtozokbol képzett n — r szabadsdgi foka
kvadratikus forma.

Ezutan legyenek

n:=vnl é Q:=0n.
Ekkor Qq/0? = n?, igy az 1.96. megjegyzés alapjan Qq/c? a ( valdsziniiségi valto-
z6kbol képzett 1 szabadsagi foku kvadratikus forma.
Mivel

(£ —m),

qm

' s 1 1 ' ng T g
G- w1 E e ) -
i=1j=1 i=1j=1 1=1j=1

ezért . B
Qo = o*nC. =n(§, —m)*
Ezutan vizsgéaljuk a Qo/0?, Q1/0? és Q2/c? kvadratikus formdk osszegét. Mivel

Cj—m= (& —E&)+ (€ —m),
ezért B B -
(& —m)? = (& — &)+ (€. —m)>+2(& — E)E. —m),
azaz

ii(&‘j—m ZTZZ&J +ZZ§ —m)?

i=1j=1 i=1j=1 =1 j=1
Q Qo

2(5 —m) XT: i(&j -

i=1j=1
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Z Z 51] . Z Z Sz] ng - ng =

=1 j5=1 =1 j5=1
" Q @ Q
T n; 1 T Uz 0 1 9
leléfg—ﬁzz&a (Q+Q0) 7+§+7~
1=1797= =19=1
Mivel n =1+ (r — 1) 4+ (n — ), ezért a Fisher — Cochran-tétel alapjan (1.95. tétel)
@ : . @
po) € Khi(r —1) és Py € Khi(n — 1)
fiiggetlen valoszintiségi valtozok. Ebbol pedig az F-eloszlas definicioja alapjan
n—r Qi/o’
: =FeF(r—-1n-
F=1 Qujo? eF(r—1n-—r)
adodik. ]

Ezek alapjan, ha Hj igaz, akkor F értéke varhatéan kozel van 1-hez. Ugyanakkor,

ha Hy nem igaz, akkor F Vérhat()an kritikus mértékben 1 f61é n6, ugyanis ekkor 3—11

varhaté értéke megno, mlg 2 vérhato értéke valtozatlan marad. Ezért az elfogaddsi
tartomany F < ¢ alaku, ahol ¢ > 1. Ekkor P ¢ Pu,-ra P(F < ¢) = F(c), ahol

F=F[F(r—-1n-r).

fgy P(F<¢)=1—aesetén ¢ = F~'(1 — a). Mivel 1 — a > F(1) biztosan teljesil,
ha 0 < a < 0,3, ezért ¢ > 1 is teljesiil. Tehdt F < F~1(1 — ), azaz

1-F(F) >«

elfogadési tartomannyal « terjedelmii probat kapunk. Az elemzéshez a kovetkezd
szordsanalizis tabldzatot szoktak elkésziteni:

korr. tap.

szorbédas forrdsa szabadsagi fok négyzetosszeg szérésnégyzet probastatisztika
szintek kozotti 0 Si2
, . f1:7‘71 Ql 5*2:71 F: 2
eltérések 1 fi S3
véletlen hibdk ~ fo=n—r Qs g2 = @2
f2
teljes fi+ fo Q1+ Q2
Az 5.32. példa esetén a kovetkezot kapjuk:
szorodas forrdsa  szabadsagi fok négyzetosszeg %(O/I‘I‘. t ap- prébastatisztika
szorasnégyzet
szintek koz6iti 2 5,2334 2.6167 F — 16,3286
eltérések
véletlen hibak 9 1,4423 0,1603
teljes 11 6,6757

Ebbél F = F[F(2;9)] jeloléssel 1 — F(F) = 0,0010 < 0,05. Igy 1 — a = 0,95 szinten
elutasitjuk azt a hipotézist, hogy a buza fajtdja nincs hatassal a terméshozamra.
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5.4.2. Kétszeres osztalyozas interakcié nélkiil (I. tipusiti mo-
dell)

Vizsgaljuk két tényezo hatasat egy £ valdszintiségi valtozéra. Legyen az 1. tényezonek
r1, mig a 2. tényezonek ry killonbozo szintje. Jeldlje &;; az 1. tényezd 4. szintjéhez
és a 2. tényez6 j. szintjéhez tartozé valoszinliségi valtozot. Feltessziik, hogy &;; €
€ Norm(myj;0) (i =1,2,...,7m; j =1,2,..., 1) fiiggetlenek, ahol minden paraméter
ismeretlen. Az 1. tipust modellben a varhat6 értékeket

mij:m+a,-+bj

alakban irjuk fel, ahol

T2

T1
Z a; = 0 ¢és Z bj =0.
=1

=1
Az m a teljes atlag, az a; az 1. tényez0 7. szintjének hatdsa a mért eredményre, b; a
2. tényezo j. szintjének hatasa a mért eredményre, és

€ij = &ij — Mij
a véletlen hibak mértéke. Tehat ebben a modellben
Cj=m+a;+b+e; (=12...,r;5=12...,7r9)
alaki. Két nullhipotézist fogunk vizsgalni. Az els6
H(gl): ay =ag=--+=a, =0,
azaz az 1. tényezd kiillonb6zo szintjei nincsenek hatassal &-re. A masodik
H®P: by =by=---=b,, =0,

azaz a 2. tényezo kiillonboz6 szintjei nincsenek hatéassal &-re.
A nullhipotézisekre vonatkozd probakban vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

1 Ty T2

£ = > i

rire

£ = :2;@ (=1,2,....m),
g.j;:égglj G=1,2...,1),

Q) = zz (6-8) =n¥(a-2).
0, = z z (8,-€) =n z (g,-2),
Qs = z z (65-E —€,+E)"

118



A Q1 az 1. tényezo szintjei kozotti eltérések négyzetosszege, (o a 2. tényezd szintjei
kozotti eltérések négyzetosszege és (3 a hibatag. Ekkor teljesiilnek az alabbiak:

L]

Qi=Q1+Q2+Q3=>_> (&j - 5)2 a teljes eltérések négyzetosszege,
i=1 j=1
F, — @ . 1) .
1= (re—1)- 0s € F(rl —1;(rp —1)(rg — 1)), ha H;' igaz,
Fo:=(r1—1)- gz € F(rz —1;(rp = 1)(rg — 1)), ha Héz) igaz.

Belathato tovabba, hogy ha Hél) igaz, akkor F; értéke kozel van 1-hez, ellenkezo
esetben F; kritikus mértékben 1 f6lé né. Hasonlé allitas teljestil Fo-re is.
Ezek alapjan

F= F[F(ﬁ — Li(r—1)(r2 — 1))]

jeloléssel

1-— F(F1> Z «
elfogadasi tartomannyal « terjedelmi probat kapunk H(()l) esetén, illetve
F = F[F(TQ —1;(ry — 1)(re — 1))]

jeloléssel

1—F(F2)ZC¥

elfogadasi tartomannyal « terjedelm probat kapunk H((]Q) esetén.
Az elemzéshez a kévetkez6 szordsanalizis tablazatot szoktak elkésziteni:

szordédas forrasa  szabadsagi fok  négyzetosszeg %{O,r T t ap- probastatisztika
szorasneégyzet

1. tényezd G2
szintjei kozotti fi=rm-—1 Q1 STQ — @ Fi= 12

eltérések h 53

2. tényezd g2
szintjei kozotti fo=ro—1 Q- 552 — @ Fo = i2

eltérések I2 S3
véletlen hibdk fs = fifo Qs 5= &

IE
teljes Hhit+tfetfs @Qi+Q2+Qs

Az 5.33. példa esetén a kovetkezdt kapjuk:
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korr. tap.

szorbédas forrdsa szabadsagi fok négyzetosszeg szérésnéeyzet probastatisztika
1. tényezo

szintjei kozotti 2 7,6532 3,8266 Fi = 35,9278
eltérések
2. tényezo

szintjei kozotti 3 5,9744 1,9915 Fs = 18,6978
eltérések

véletlen hibak 6 0,6391 0,1065

teljes 11 14,2667

EbbSl F = F[F(2;6)] jeloléssel 1 — F(Fy) = 0,0005 < 0,05. Igy 1 — o = 0,95 szinten
elutasitjuk azt a hipotézist, hogy a buza fajtdja nincs hatassal a terméshozamra.
Mésrészt F = F[F(3;6)] jeloléssel 1 — F(Fy) = 0,0019 < 0,05. Igy 1—a = 0,95 szinten
elutasitjuk azt a hipotézist, hogy a talaj tipusa nincs hatassal a terméshozamra.

5.4.3. Kétszeres osztalyozas interakciéval (I. tipusti modell),
kiegyensulyozott elrendezés esetén

Vizsgaljuk két tényezo hatasat egy & valoszinliségi valtozora. Legyen az 1. tényezonek
r1, mig a 2. tényezOnek ry killonbozé szintje. Jeldlje &;; az 1. tényezd 4. szintjéhez
és a 2. tényez j. szintjéhez tartozé valoszinliségi valtozot. Feltessziik, hogy &;; €
€ Norm(myj;0) (i =1,2,...,7m; j =1,2,..., 1) fiiggetlenek, ahol minden paraméter
ismeretlen. Az I. tipust modellben a varhaté értékeket

mij:m+ai+bj+cij

alakban frjuk fel, ahol
T1 T2
Zai = 0, Z bj = O,
i=1 j=1
1 ro
=1 j=1

Az m a teljes atlag, az a; az 1. tényez0 7. szintjének hatdsa a mért eredményre, b; a
2. tényezd j. szintjének hatdsa a mért eredményre, c;; a két tényezd egytittes hatasa
a mért eredményre.

Minden &;;-hez készitstink egy s elemii mintat:

&ij1, Cijos - - 5 Cijs-

Feltessziik, hogy
Eijk = ik — Mj

a véletlen hibakbodl ad6do valdszinliségi valtozo. Tehat ebben a modellben
£ijk:m+ai+bj+cij+€ijk (Z: 1,2,...,T1;j: 1,2,...,7’2; k= 1,2,...,5)
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alakt. Harom nullhipotézist fogunk vizsgédlni. Az elso
Hél): ay =ag=--+=a, =0,
azaz az 1. tényezo6 killonboz6 szintjei nincsenek hatassal &-re. A méasodik
H?: by =by=---=b,, =0,
azaz a 2. tényez6 kiilonbozo szintjei nincsenek hatassal é-re. A harmadik
Hé?’): ¢ij =0minden i =1,2,...,7 és j=1,2,...,ry esetén,

azaz a két tényezo egyiittes hatasa nem befolyasolja a & értékét.
A nullhipotézisekre vonatkozd probakban vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

1 r o re s
f = riTrgs ;;;5&7%
1 T‘Q S )
gz :72251‘]]6 (121727"‘77”1)7
728 j—1 k=1
1 ’f‘1 S )
5] :7ZZ§ZJIC (.]:17277T2)7
18 =1 k=1
1.8
51] :7Z§z]k (121,2,,7’1,j:1,2,,7’2),
S k=1
TL T2 S B . 9 1 B B 9
Q=Y 3> (& —€) =rs) (& —-€),

(
Q=333 (8 -8) =rs X (6,78

Q=233 (8 -G~ 8 +E) = o XY (G- -8 +E)
Q4 = ; Z Z (fijk - gij.)Q :

A @ az 1. tényez6 szintjei kozotti eltérések négyzetosszege, Qo a 2. tényezo szintjei
kozotti eltérések négyzetosszege, Q3 a két tényezd egyiittes hatdsaibdél adddo eltérések
négyzetosszege és ()4 a hibatag. Ekkor teljesiilnek az aldbbiak:

T1 72 S

Q=0Q1+ Qs+ Q3+ Q4 :Z Z Z(ka — 5)2 a teljes eltérések négyzetosszege,

i=1 j=1 k=1
L rira(s —1) Q) ) (1) .
F,= — T o € F(rl —1;rra(s — 1)), ha H; "’ igaz,
rira(s —1) Q9 @) .
2 w10, (r2 = Lirira(s = 1)), ha Hg? igaz,
-1
Fy = nra(s—1) Qs € F((m — 1) (re — 1);r11ma(s — 1)), ha H igaz.

(ri—=1)(ra—1) Q4
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Belathaté tovabba, hogy ha H{" igaz, akkor F; értéke kozel van 1-hez, ellenkezd
esetben F; kritikus mértékben 1 f6lé no. Hasonlo allitas teljesiil Fo-re és Fs-ra is.

Ezek alapjan
F= F[F(rl —1;rira(s — 1))}

jeloléssel

1-— F(Fl) Z (67
elfogadasi tartomannyal « terjedelmi préobat kapunk Hél) esetén,
F = F[F(Tg —1;rira(s — 1))}

jeloléssel

1—F(F2>ZO{

elfogadasi tartomannyal « terjedelm préobat kapunk H((]Q) esetén, végiil

F=F[F((r = 1)(r2 = D rara(s = 1)

jeloléssel

1-F(F3)20&

elfogadasi tartomannyal « terjedelmi probat kapunk H0(3) esetén.
Az elemzéshez a kovetkezd szordsanalizis tabldzatot szokték elkésziteni:

szorédas forrasa szabadséagi fok négyzetosszeg %{O/I'I'. t ap- prébastatisztika
szorasneégyzet
1. tényez6 G2
szintjei kozotti fi=r—1 O g2 @ Fi= 2L
eltérések fi Si
2. tényez6 G2
szintjei k6zotti fo=ro—1 Q2 552 — @ Fo = i2
eltérések fa Si
két tényezd G2
Kozotti fo= fifo O3 S = @s Fs = 22
interakcié f3 Si
véletlen hibdk fa=rira(s—1) Q4 SIQ _ @
fa

teljes Hitfot+tfatfi Q+Q2+Q3+Qy

Az 5.34. példa esetén a kovetkezot kapjuk:
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korr. tap.

szorbédas forrdsa szabadsagi fok négyzetosszeg szérésnéeyzet probastatisztika
1. tényezo
szintjei kozotti 2 24,1034 12,0517 F1 = 59,3583
eltérések
2. tényezo
szintjei kozotti 3 18,2751 6,0917 F2 = 30,0035
eltérések
két tényezd
kozotti 6 2,0206 0,3368 Fs = 1,6587
interakcio
véletlen hibak 24 4,8728 0,2030
teljes 35 49,2720

Ebbél F = F[F(2;24)] jeloléssel 1 — F(F;) =5-1071° < a, igy elutasitjuk azt
a hipotézist, hogy a biza fajtaja nincs hatassal a terméshozamra. Masrészt F' =
= F[F(3;24)] jeloléssel 1 — F(Fy) = 3-107% < q, gy elutasitjuk azt a hipotézist,
hogy a talaj tipusa nincs hatdssal a terméshozamra. Végill F' = F[F(6;24)] jeloléssel
1 — F(F3) =0,1746 > «, igy elfogadjuk azt a hipotézist, hogy a buza fajtdjanak és a
talaj tipusanak nincs egyiittes hatasa a terméshozamra.
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6. fejezet

Regressziészamitas

6.1. Regressziés gorbe és regresszios feliilet

Jelentse 1 a Duna egy arhulldimanak tetézo vizallasat Budapesten cm-ben, & az
arhullamot kivalté csapadék mennyiségét mm-ben és &5 a Duna vizallasat Budapestnél
az esOzés kezdetekor cm-ben. Joggal gondolhatjuk, hogy & és & értéke erdsen
behatarolja az n értékét. Keressiink olyan ¢ fiiggvényt, melyre teljesiil, hogy

= g(&1,&2).
Az eltérés mértéke legyen
2
E(Tl - g<§17 52)) )
hasonléan a D¢ = E(¢ — E€)? szérdsnégyzethez, ami a € és E € eltérésének mértéke.
2
Ha sikeriilne olyan ¢ fiiggvényt talalni, amelyre E(n —g(&, 52)) a lehet6 legkisebb,
akkor &; és & mérésével kozelitoleg meg lehetne josolni 7, azaz az drhullam tetdzésének
mértékét.
Altalanositva, ha az 1, &, ..., & valoszinliségi valtozok esetén az a feladat, hogy
adjuk meg a lehet6 legjobb

n==g(&,. &)
kozelitést ado g fiiggvényt, akkor az gy értendd, hogy az

E(U—Q(fla---,fk)f

értékét kell minimalizalni. Ez az tgynevezett legkisebb négyzetek elve. Az igy kapott
g tovabba &, ..., & ismeretében megbecsiilhetd lesz 7.

6.1. Tétel. Legyenck n, &y, ..., &, valdszindségi vdltozdk és En* < oco. Az dsszes

g: R¥ — R Borel-mérhetd fiigguényt figyelembe véve E(n —g(&, ... ,fk)>2 akkor a
legkisebb, ha
9(617- .. afk) = E(n ‘ 617' .. afk)

Bizonyz/tcis. Legyen =1 E(n | 517 s 7§k) és v = E(T] | 517 s 75]{?) _g(gla s 7§k)
Ekkor

E(n—g(&,...,fk))Q =E(u+v)? =Ep+2E(u) +Ev? >
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>Bp? + 2B(w) = B + 2B(B(uv | &, ... &) =
:E,LL2+2E(VE(M | 517"'761@))7

masrészt

E(“|£la7€/€):E(77_E(77’£177§k)|£1a7§k>:

E(Tl|fl;---fk)—E(E(Tl|517~--7§k)|517--~;§k)=
E(n|§la7€k’)_E(T]|€1,,§]€):O

fgy kapjuk, hogy

2 2
E(n—g(&,....&) 2B =E(n—E@n|&,....&)
melybdl adodik az allitas. O]

6.2. Definicié. Ha 1, &, ..., & valdszintiségi valtozok, & értékkészlete R, (i =
=1,...,k) és En? véges, akkor a

g: By - - X Rg, = R, g(w, .. m) = E(n | & = 21,0, & = )

fliggvényt az n valdsziniiségi valtozd (&1, . .., & )-ra vonatkozo regresszids feliletének,
illetve ennek meghatarozasat regresszidszamitisnak nevezziik. Specidlisan & = 1
esetén regresszios gorbérol beszéliink. Ha a regresszios feliilet linearis fliggvénnyel
irhaté le, akkor azt k = 1 esetén (elséfaji) regresszids egyenesnek, mig k = 2 esetén
(elsdfaji) regresszios siknak nevezzik.

6.3. Megjegyzés. Ismert, hogy (1, &1, .. .,&) € Normy1(m; A) esetén léteznek olyan
ai,...,ar € R konstansok, hogy E(n | &,...,&) = a1& + -+ + apéy. Tehat ha
(n,&1, ..., &) valoszintiségi vektorvaltozé normadlis eloszldst, akkor a regressziés
feliilet egy linearis fiiggvénnyel irhatoé le.

6.2. Linearis regresszi6

Ha (n,&, ..., &) nem normalis eloszlasi, akkor a legtobb esetben a regresszios felilet
meghatarozasa igen bonyolult probléma. Ilyen esetekben azzal egyszertisithetjiik a

2
feladatot, hogy E(n —g(&, ... ,gk)) minimumét csak a
g(x1, ..., xk) = ap + a121 + - - - + agzxy (ag, a1, ..., a; € R)

alaki — azaz linearis — fiiggvények kozott keressiik. Ezt a tipusa regresszidszami-
tast linedris regresszionak nevezzilk. A feladat megoldasaban szerepld ay, ..., ax
konstansokat a linedris regresszio egyiitthatoinak nevezzik.

A linedris regresszioval kapott ¢ fiiggvényt k = 1 illetve k = 2 esetén mdsodfaji
regresszios eqyenesnek illetve mdsodfaji regresszios siknak nevezziik.

Kérdés, hogy egyaltalan van-e megoldasa a linearis regressziés feladatnak. Erre
ad feleletet a kovetkezd tétel.
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6.4. Tétel. Legyen & =1, En? € R, E(n&) € R, E(&&) € R (4,5 = 0,..., k),

tovdabbd az
E(&&) E(&&) .. E(éoé)

R E(f'lfo) E(f.lfl) E(f.lﬁk)

B6d) BE) ... B6d)

mdtrix pozitiv definit, azaz minden bal felsd sarokdetermindnsa pozitiv. Ekkor a

linedris regresszionak pontosan egy megolddsa van, nevezetesen azon g(x1,...,x)) =
=ag+ a1xy + - - - + apxy fligguény, melyre
det R;
a; = ( yee ey ]{7),
det R

ahol az R; madtrixot ugy kapjuk, hogy az R mdtrix i-edik oszlopdt kicseréljik az

ro= (E(n{’o), . ,E(nfk))T-m.

Bizonyitds. A feladat azon ag,...,ar € R paraméterek meghatarozasa, amelyek
mellett E(n — ap — a1&; — - -+ — apé&x)? minimdlis. Mivel
E(n —ap — a1§1 — = akﬁk)Q =E(n - aofo — e — )’ =
=E7»? ~I—Za E& - QZ:aZ (&) ~|—22 Z a;a; B(&E;),
=0 j=i+1
ezért
0 2
Dar E(n —ao—alfl—"'—akfk) =
a
- 26Ll Efl -2 E(nfl +2 Z az gzgl)
i#£l

k
1=0

Igy azt kapjuk, hogy az
0
day

egyenletrendszer ekvivalens az

B(n—ap—a& — - —aple)’ =0 (1=0,....k)

Rlag,...,ap) =7

egyenlettel. Mivel R pozitiv definit, ezért det R > 0, igy a Cramer-szabaly alapjan
ennek pontosan egy megoldasa van, nevezetesen az, amely a tételben fel lett irva.
Legyen

82
K = <8 5 E(T)—ao—a1§1—"'—ak§k)2>
@ oat (k+1) % (k+1)
Mivel
O By —ap— s — - — antn)? — 2B
da,0a n 0 161 kSk)™ = 1St)s
ezért K = 2R. Ebbdl adodik, hogy K pozitiv definit, azaz a kapott megoldéas valoban
minimumhely. Ezzel bizonyitottuk a tételt. [
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6.5. Megjegyzés. Konnyen lathato, hogy k = 1 esetén az eloz6 tétel feltételei teljesiil-
nek, ha En? € R, 0 < D*&; < oo és cov(n, &) € R. Mésrészt ekkor R(ag,a;)" =r
ekvivalens a kovetkez6 egyenletrendszerrel:

Qg +aE& = En,
GOE§1+G1E532 E(n&:).

Ennek a megoldasa

cov(n, cov(n,
ap=En— <277 £1>E§1, a1=7(277 51)-
D7& D*&
fgy a regressziés egyenes egyenlete
cov(n, & cov(n, &
gla) =By - XD e,y NBE),
D" & D7 &
azaz ennek eredményeképpen a tovabbiakban az
COV(777 51) COV(U7 él)
~En— E& + ——2
n D2 51 51 D2 51 61

linearis kozelitést lehet hasznalni.

2
6.6. Feladat. Az E(n —g(&,. .. ,£k)) minimumat keressitk meg azon g linedris
figgvények kozott, melyek atmennek az origdn, azaz a

(1, ..., 2p) = a1 + -+ apxy (ar, ..., a0 € R)
alaku fiiggvények kozott.

Megoldas. Az el6z6 tétel bizonyitasahoz hasonléan kapjuk a kovetkezo allitast. Legyen
En? eR, En) e R, E(&E) €R (i,5 =1,...,k), tovdbba az

E(&) E(Gé) .0 E(Gé&)
E($6) E(6é) oo BE(S&)

B(G&) E6&) ... E(6&)

matrix pozitiv definit, azaz minden bal felsé sarokdeterminansa pozitiv. Ekkor a
feladatnak pontosan egy megolddsa van, nevezetesen azon ¢(z1,...,x;) = ajx1 +
+ -+ + apxy figgvény, melyre

_ det R;
G Jet R

(i=1,....k),

ahol az R, matrixot ugy kapjuk, hogy az R’ matrix i-edik oszlopat kicseréljilk az
T
r= (E(nfl), . ,E(n&)) -ra. Specidlisan k = 1 esetén a; = %
1
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6.7. Feladat. Legyenek t, ..., tx € R rogzitett konstansok. Az E(n —g(&, ... ,fk))z
minimumat keressiitk meg azon linedaris g fiiggvények kozott, melyekre teljestl, hogy
g(ty, ..., tx) = to. Ez az Ugynevezett fizpontos linedris regresszio. A megoldast adé g
figgvényt k = 1 illetve k = 2 esetén fixpontos regresszios egyenesnek illetve fixrpontos
regresszios siknak nevezzik.

Megoldas. Konnyen lathato, hogy
g(xy, ... x) = ag + arx1 + - + arxy (ag, ..., ax €ER) és g(ty,..., ) =to
pontosan akkor teljestiilnek egyszerre, ha
g(xy, ... x) —to=ay(xy —t) + -+ - + ag(zr — tg) (a1,...,ax € R).

(Vegyiik észre, hogy to = --- = t), = 0 esetén az eléz6 feladatot kapjuk vissza.) Igy
az elézo feladat megoldasaban n, &, ..., & helyébe n —tg, & — t1, ..., & — U irva,
adddnak a feltételnek eleget tevo aq, ..., a; egyiitthatok.

6.3. A linearis regresszi6 egyiitthatéinak becslése

Az elézéekben a linearis regresszié egyiitthatéit az n, &y, . . ., & valdszinliségi valtozok
és azok kapcsolatanak ismeretében hataroztuk meg. Ezekrol viszont a gyakorlat-
ban csak nagyon ritkdn van elegendé informaciénk. Igy ekkor az (n,&,. .., &)-ra
vonatkozo minta alapjan kell ezeket az egyiitthatokat megbecstilni. Legyen ez a minta

iy &iny o k) 1=1,...,n.

Bevezetjik a kovetkezo jeloléseket:

a:=(ag,...,a;)"
Y=, ..,nn)"
L & oo
P 1 5?1 f?k
1 &1 - &
A becslés alapja az, hogy az E(n — ag — a1&; — « - — ap&y)? varhaté értéket az
1Z& 9
- Z(Th —ap — ar&in — - — arbin)
iz

atlaggal becsiiljitk. Vegyiik észre, hogy ez az dtlag L ||Y — X a||? alakban is frhatd, ahol

|(v1,...,00) || = Joi+ - +0v2a (vg,...,0,)" oszlopvektor hossza. Igy a feladat

azon a-nak a megtalalasa, amely mellett ||Y — Xa| minimalis.
Jelolje L az Xa linedris leképezés képterét, amely a {v" : v € R} vektortér
egy altere. Mivel ||Y — Xal| az Y és az Xa tavolsdga, ezért ez akkor lesz minimalis,
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ha Xa az Y merd6leges vetiilete L-re, azaz Y — Xa meréleges L-re. Ez pontosan
azt jelenti, hogy Y — Xa merSleges Xb-re, minden by, ...,b, € R, b= (by,...,b)"
esetén. Tehat

(X)) (Y — Xa) =0

b'XT(Y — Xa) =0

b'X'Y =b"X"Xa
XY =X"Xa

Az utolsé 1épésben azért hagyhat6 el b', mert az egyenlet barmely b-re teljesiil. Az
a-ra vonatkozé XY = XT Xa egyenlet az tigynevezett normdlegyenlet, melynek
a = (ap, ...,d) " -val jelolt megoldasa szolgdltatja a linearis regresszié egyiitthatéinak
becslését. Nyilvan, ha X ' X invertdlhaté matrix, akkor

a=X"X)"'X"Y.
6.8. Példa. Szamolja ki k£ = 1 esetén a linearis regresszio egyiitthatoinak becslését.
Megoldds. Az (n, & )-re vonatkozé minta (n;,&1) i =1,...,n,
a = (ag,a;)"
Y =, mn)"
1 &n
|t
L &
Némi szédmoldssal kapjuk, hogy az XY = X' Xa normélegyenlet ekvivalens a
kovetkez6 egyenletrendszerrel:

(&1 + -+ &)ao + (5%1 +oee A+ 521)@1 =&um + -+ i,
nap+ (§n+ -+ &u)ar =m+ -+

Ennek megoldasa, és igy az a becslése

~ _ COVn(U) 61)*
ap =1 — WSD
al _ Covn(nvgl)

SEm

Ennek alapjan a tovabbiakban az 1 ~ ay + a:&; kozelitést fogjuk hasznalni.

6.9. Megjegyzés. Osszehasonlitva az el6bb kapott Gy és @; becsléseket a kordbban
kapott elméleti értékekkel, azt lathatjuk, hogy tulajdonképpen a varhatéd értéket
mintaatlaggal, a szérdasnégyzetet tapasztalati szordsnégyzettel és a kovarianciat a
tapasztalati kovarianciaval becsiiltiik.

Megjegyezziik még, hogy ebben az esetben meg szoktak adni az n és & kozotti
tapasztalati korrelacios egytitthaté négyzetét (az Gn. determindcios egyiitthatot).
Ennek értéke minél kozelebb van 1-hez, annal pontosabbnak tekinthet6 a linearis
kozelités.

129



6.10. Feladat. Adjunk becslést az (n,&,. .., &) valosziniiségi vektorvaltozora vo-
natkozé (n;,&i,...,&k), @ = 1,...,n minta alapjan a fixpontos linedris regresszi6
egyiitthatoira.

Megoldas. A feladat tehat rogzitett to, ..., ¢, € R esetén olyan
g(a:l,...,xk) :t0+(11($1 —tl) + —|—CLk(SL’k —tk) (al,...,ak < R)

fiiggvényt talalni, melyre

n 2

Z(m - 9(&1, e ;fm))

i=1
miniméalis. Legyen el6szor tg = -+ =t = 0. Ekkor g(z1,...,2,) = a1z1 + - - - + agxy,
igy a linearis regresszi6 egytitthatoinak becsléséhez hasonléan kapjuk, hogy

Y = (m,---,%)T

511 s élk
gnl s Snk

jelolésekkel, ha X'T X’ invertalhaté matrix, akkor
(@r,...,a,) = (XTX) XY,

Specidlisan k = 1 esetén

5 o sam
- n - —2 )
'—21 &% Seim T &1

igy ekkor az n ~ a,&; kozelitést fogjuk hasznélni.
Tetszoleges to, ..., tx € R esetén a fixpontot transzformaljuk az origéra, igy az
el6z6 megoldasban csak annyit kell valtoztatni, hogy

Y:: (nl_t[);-"ann_tO)T

Eu—t .. &t
P En—t1 ... Sk — g
fnl - tl cee fnk _tk

jeloléseket hasznalunk.

6.4. Nemlinearis regresszi6

A linearis regresszios kozelités sok esetben nem célszeri, mert valamilyen elvi vagy
tapasztalati tény a linearis kapcsolatnak ellentmond. Ilyenkor meg kell tippelni, hogy
milyen tipusu fiiggvény kozeliti jobban a kapcsolatot a linedrisnal (hatvany, exponen-
cidlis, logaritmus, stb.), majd a regresszids fiiggvény keresését le kell sziikiteni erre a
csoportra. Néhany esetben valamilyen transzformaciéval ez a keresés visszavezethetd
a linearis esetre. Most csak ilyen esetekkel foglalkozunk k = 1 esetén.
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6.4.1. Polinomos regresszio

Ebben az esetben a regressziés fiiggvényt
y=ag+ar+axx® + - +ax” (ag,...,a, €R,)

alakban keressiik. Ekkor az ay, . .., a, egyiitthatokat az n, &, &2, ..., & kozott végre-
hajtott linearis regresszi6 adja.

6.4.2. Hatvanykitevos regresszio

Ebben az esetben a regresszids fliggvényt
y=ar" (a€R,, beR)
alakban keressiik. Ez azzal ekvivalens, hogy
Iny=Ina+blnx,

igy ekkor Inn és In &; kozott linearis regressziot végrehajtva, a kapott ag, a; egytitt-
hatokra teljestil, hogy ag = Ina, a; = b, azaz

Ebbdl a korabbiak alapjan

Inn,1
a = exp (E(ln n) — (W
~ cov(Inn,In&)

b= D?(Iné&;)

E(In fl)) )

Ezen paraméterek becslése, szintén a korabbiak alapjan

——  Covy(lnn,l —
a = exp <1n77— o (21”7 ngl)ln&) ,
Slnél,n
~  Cov,(Inn,In&;)
b= 5 .
Slnfl,n

6.4.3. Exponencialis regresszio

Ebben az esetben a regresszios fiiggvényt

y=ab® (a,b€eR,)
alakban keressiik. Ez azzal ekvivalens, hogy

Iny =Ina+ (Inbd)z,
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igy ekkor Inn és & kozott linearis regressziot végrehajtva, a kapott ag, a; egyiittha-
tokra teljesiil, hogy ap = Ina, a; = Inb, azaz

a=e" b=e".
Ebbdl a korabbiak alapjan
1
o= exp (Bt - T pg )
D7 &

b = exp (COV](DISZ’ 51)) )

Ezen paraméterek becslése, szintén a korabbiak alapjan

a=exp (ln n— Covnéinn, 51)51) :
&
’l;: exp (COVn(inn,£1)> ]
S&,n

6.4.4. Logaritmikus regresszio

Ebben az esetben a regresszios fiiggvényt
=a+blnz (a,beR)

alakban keressiik. Igy ekkor n és In& kozott linedris regressziét végrehajtva, a
korabbiak alapjan

cov(n,In&;)
~ D*Ing&)
~ cov(n,In&y)
~ D*(Iné&)

a=En E(In¢&),

Ezen paraméterek becslése, szintén a korabbiak alapjan

Covp(n,In&)——

a=1m-— Iné&y,
Slznflyn
N Covn(nulnfl)
p— b
Slnﬁl,n

6.4.5. Hiperbolikus regresszio

Ebben az esetben a regressziés fiiggvényt

1

_ beR
a + bx (a,b €R)

y =
alakban keressiik. Ez azzal ekvivalens, hogy

y~' = a+ b,
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igy ekkor n~! és & kozott linedris regressziot végrehajtva, a kordbbiak alapjan

a = E(T]_l) o COV(U_la 51)

D2 fl ESl,

Ezen paraméterek becslése, szintén a korabbiak alapjan

1 COVTL(TI_Iv 51)*

a=nt &1,
SE
’6 _ COVn(U_I, gl)
SE '
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