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1. fejezet

Mivel foglalkozik a

valésziniiségszamitas ?

Feltehetoleg a ,valdszintiségszamitas” szo hallatan sokan megijednek. Pedig ez a tudo-

many egy nagyon egyszeri megfigyelésen alapul.

1.1. Egy kis papirmunka

Hogy megtapasztalja ezt a jelenséget, nincs is masra sziikség, mint egy dobdkockara,

néhany kockas lapra, egy ceruzara, egy szamologépre és némi szabadidore.
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Ezekkel az eszkozokkel egy véletlen eseménynek az tgynevezett relativ gyakorisagat
fogjuk abrazolni. Esetiinkben legyen a megfigyelt esemény az, hogy a dobdkockaval ha-
tost dobunk. Ennek a relativ gyakorisdga annyit jelent, hogy tobb dobast megismételve
a kockaval, mennyi a hatos dobasok szama az 0sszes dobasok szamahoz viszonyitva, az-
az a hatos dobasok szama osztva az 0sszes dobasok szamaval. Példaul, ha 10 dobasbol
3-szor dobunk hatost, akkor a relativ gyakorisag értéke %.

A feladat az lesz, hogy 100-szor dobjon egymasutan egy dobodkockaval, majd ez
alapjan abrazolja a hatos dobas relativ gyakorisagat a dobasok szamanak fiiggvényében.

Ehhez el6szor irja fel az egész szamokat 1-t6l 100-ig egy kockas lapra.
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Ehhez ragasszon 6ssze tobb lapot. Ezutan dobja fel egymasutan a kockat 100-szor és

kozben jegyezze fel, hogy mely dobasokra kapott hatost.

Fontos szabdly, hogy abban a szerencsétlen esetben, amikor élére esik a kocka
(példdul a szényeg szélén dll meg), a dobdst ne vegye bele a szamitdsba,

hanem meg kell ismételni.

Példaul, ha a 3., 7., 9. stb. dobasok hatosok voltak, akkor a 3, 7, 9, stb. szamok mellé
tegyen X jeleket:
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A kovetkezd oszlopba azt irja fel, hogy az egyes dobasszamokbol hanyszor kévetkezett
be, hogy hatost dobott. Az el6z6 esetben példaul, az 1. els6 dobas nem hatos, igy a 0
keriil bejegyzésre. A 2. dobas szintén nem hatos, igy oda is 0 keriil. A 3. dobéas hatos,
igy a 0 értékét meg kellett novelni eggyel, ezért ide 1 keriil. Ez folytatddik egészen a
6. dobasig. A 7. dobas ismételten hatos volt, ezért ide megint eggyel nagyobb szamot,
vagyis 2-t kell irni. Ezt folytassa a 100. dobasig.
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3[x| 1
4 1
5 1
6 1
7Ix| 2
8 2
9[x| 3

10 3

1 00| |1 6]

A most beirt szamokat nevezziikk a hatos dobas gyakorisaganak. Ezutan ratériink a
relativ gyakorisag kiszamolasara. Minden gyakorisag érték mellé irja be a relativ gya-
korisdgokat is, vagyis ossza el az addigi dobasok szamaval. A felirds megkonnyitése
érdekében, ha egy érték két tizedesjegynél tobbet tartalmaz, akkor azt kerekitse két
tizedesjegyre.
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Ezutén az els6 sorba irjon egész szamokat 1-t6l 100-ig a kovetkezd dbra szerint. Ehhez
ismét ragasztania kell még hozza néhény lapot:

012345678910 - 100

0,33
0,25
0,2

0,17
0,29
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Utols6 1épésként abrazolja minden dobéashoz a hozza tartozo relativ gyakorisagot. Ha
példaul a 3. dobasnal a relativ gyakorisag 0,33, akkor abban a sorban, a 33 jelii oszlop-

ban a négyzetet satirozza be.

o1 --- 323334
1 0[0
2 0]0
3|X| 110,33 L]

Ha mindezzel készen van, akkor johet a megfigyelés. Forgassa el a lapot 90 fokkal,
igy a relativ gyakorisagot a dobasok szamanak fiiggvényében tanulmanyozhatja. Mit

tapasztal a relativ gyakorisag viselkedésében, a dobasok szamanak novekedésével 7

Amint lathatd, a dobassorozat elején még elég nagy az ingadozas, de a végére ez lecsil-
lapodik. Ez az egyre jobban csillapodé ingadozas egy bizonyos érték koriil figyelheto

meg.
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Probélja meg kitalalni, hogy a kék vonal milyen értéknél van meghtizva! Induljon ki ab-
bdl a feltételezésbdl, hogy a dobdkocka szabalyos. Ezalatt nem geometriai értelemben
vett szabalyossagot értiink, hanem azt, hogy egy olyan kozéppontosan szimmetrikus
targy, melynek hat oldala van, tovabba a geometriai kozéppontja egybeesik a tomeg-
kozéppontjaval. Ilyenkor egyik oldalt sem tiinteti ki semmilyen fizikai paramétere a
masikhoz képest. Ebbol mar nem nehéz kitalalni, hogy a keresett érték %. Ezt az érté-
ket a hatos dobés valoszintiségének fogjuk nevezni.

A relativ gyakorisagnak az eloz6ekben latott viselkedését a nagy szamok Bernoulli-

féle torvényének nevezziik, amely tehat a kovetkezo:
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Egy véletlen esemény relativ gyakorisaga, a kisérletek szamanak névelésével,
egyre kisebb mértékben ingadozik egy az eseményre jellemz6 érték koriil,

amely értéket az esemény valdszintiségének neveziink.

1.2. Szamoljunk szamitégéppel!

Feltehetoleg most azon mérgelédik, hogy miért kellett végig szenvedni egy csomé sza-
molast, amikor mindezt konnyedén megoldhatta volna szamitégéppel is. Ez teljes mér-
tékben igaz, de tapasztalatom szerint, egyszer meg kell csindlni az elébbi modszerrel a
kisérletet ahhoz, hogy megértsiik a relativ gyakorisagot és annak viselkedését.

Hogy ne legyen hidnyérzete, a dobasokat értékelje ki szamitogépen, az Excel nevii
programmal is. Nyisson meg egy Excel munkalapot, majd az A oszlop azon szamu
soraiba irjon X betiit, amelyekre a dobasok értéke hatos volt. Ezutan a B1 cellaba irja

a kovetkezot :
=DARABTELI (A$1:A1;"X")/SOR(A1)

Ezutan nyomja meg az Enter gombot, majd 1épjen vissza a Bl cellara. Egérrel fogja
meg a cella kitoltéjelét és hiuzza le a 100. sorig. (A kitoltéjel, a kijelolt cella jobb also
sarkdban lathat6 kis négyzet.) Ezzel megkapja a relativ gyakorisidg értékeit minden
dobasszamhoz. Ezutan mar csak az abrazolas maradt. Ehhez jelolje ki a B oszlopot,
majd vélassza a kovetkez6 mentipontot: Besziras / Diagramok / Pont. A kévetkezéhoz
hasonlé abrat fog kapni:
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https://youtu.be/i6006S7GRVM

2. fejezet

A véletlen modellezése

szamitogépen

Az el6z6 kisérlet még tanulsagosabb lehetne, ha nem csak 100, hanem példaul 1000
dobést csinaltunk volna. Azonban ez mar tényleg tul sok idot venne el még akkor is,
ha utana a dobasok eredményét szamitogéppel elemeznénk Kki.

Ilyen esetekben a szamitogép nem csak a szamolashoz hivhaté segitségiil, hanem a
dobasokat is végrehajthatja helyettiink. Persze nem ténylegesen, hanem csak model-
lezve a véletlen dobast. Ennek a matematikai hattere nagyon bonyolult, ezt most nem
fogjuk részletezni. Nekiink elég annyit tudni, hogy vannak olyan szamitdgépes algo-
ritmusok, amelyek képesek véletlen szamsorozatok generalasat imitalni. Ezek azonban
nem fizikai értelemben vett valodi véletlen szamot allitanak el6, hiszen ezek mogott
bonyolult matematikai fiiggvények allnak. Ezért ezeket alvéletlennek nevezziik.

Erdekesség kedvéért megemlitjiik, hogy a https://www.random.org/ cimrél valédi
véletlen szamsorozatokat is letolthet, amely az atmoszférikus hattérsugarzast hasznélja
fizikai generatorként.

A véletlen szamok kozott kiemelt szerepe van azoknak, amelyek csak a [0, 1] in-
tervallumbol kertilhetnek ki, és annak a valészintisége, hogy egy tetszileges = € [0, 1]
esetén a véletlen szam x-nél kisebb, pontosan x-szel egyenld. Az ilyen véletlen sza-
mokat a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszldstinak nevezziik. Ilyet Excelben a VEL ()
fiiggvénnyel tudunk generalni.

Ebbol konnyen készithetiink olyan véletlen szamot, amely az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamok
koziil keriil ki egyenld eséllyel. Ehhez a VEL () értékét meg kell szorozni 6-tal, hozz4 kell
adni 1-et, majd az igy kapott tortnek a tizedesjegyeit el kell hagyni:

=INT(6*VEL()+1)
Erre az Excelben van egy masik fiiggvény is, a VELETLEN.KOZOTT (1 ;6).

2.1. feladat. Modellezzen 1000 kockadobast, majd abrazolja a hatos dobés relativ
gyakorisagat !


https://www.random.org/

Megoldas. Irja a kovetkez6t az Al celldba:

=VELETLEN.KOZOTT(1;6)

Az A1 cella kitoltojelét hizza le az 1000. sorig. Ezutan a Bl cellaba irja a kévetkez6t:
=DARABTELI (A$1:A1;6)/SOR(A1)

Nyomja meg az Enter gombot, majd 1épjen vissza a B1 cellara. Kattintson kétszer a B1
cella kitoltojelére, amellyel megkapja minden dobas utan a 6 dobés relativ gyakorisa-
gat. Ezutan dbrazolja a relativ gyakorisagot a dobasok szamanak fiiggvényében. Ehhez
jelolje ki a B oszlopot, majd vélassza a kovetkezé mentipontot: Beszirds / Diagramok
/ Pont. A kévetkezOhoz hasonlé dbrat fog kapni:
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2.2. feladat. Vizsgalja meg, hogy a VEL() fiiggvény valéban egyenletes eloszlisi-e a

0, 1] intervallum.

Megoldas. Ehhez azt kell megvizsgalni, hogy a VEL() fiiggvénnyel generalt szdmok
kozill, az x € [0, 1] értékénél kisebbek relativ gyakorisdga = koril ingadozik-e. Nézziik

ezt meg mondjuk 1000 szam esetén. Ehhez irja az Al cellaba, hogy
=VEL()

Enter utan lépjen vissza az Al-re, majd a kitoltjelet hiizza le az 1000. sorig. Irjon a

C1 cellaba egy tetszoleges = szamot, példaul 0,5. Ezutan a B1 cellaba irja a kovetkezdt :
=DARABTELI(A$1:A1;"<"&C$1) /SOR (A1)

Enter utéan 1épjen vissza a Bl-re, majd a kitolt6jelre kattintson kétszer. Ezzel megkapja
az Osszes relativ gyakorisag értékét. Ezutan abrazolja a relativ gyakorisdgot a dobé-
sok szamanak fiiggvényében. Ehhez jelolje ki a B oszlopot, majd valassza a kévetkezo

meniipontot: Beszuras / Diagramok / Pont.

VIDEO


https://youtu.be/JhbX-jsSwhg
https://youtu.be/f40EoQKNj4I

3. fejezet

Klasszikus valdsziniiségi mezo

Szabalyos kocka feldobasa esetén konnyen lathatd, hogy nem csak a hatos, hanem az

1

Osszes tobbi oldalra is G

valészintiséggel eshet a kocka.

Ha egy kisérletnek csak véges sok kimenetele lehetséges, tovabba minden
kimenetel ugyanakkora valészintiséggel kovetkezhet be, akkor klasszikus va-
l6szintiségi mezorol beszéliink.

Klasszikus valdszintiségi mezében egy esemény valdszintiségét gy tudjuk
meghatarozni, hogy elészor megnézziik, hanyféleképpen kovetkezhet be az

esemény, majd azt elosztjuk az Osszes lehetséges kimenetelek szamaval.

3.1. feladat. Egy szabalyos kockaval dobva, mi a valdszintisége, hogy paros szamot
dobunk?

Megoldas. Mivel a kockaval 3-féleképpen dobhatunk paros szamot az 6sszesen 6 eset-

bdl, ezért a valoszintiség % =0,5.

3.2. feladat. Két szabalyos kockat feldobva, mi a valdszintisége, hogy a dobott szamok

Osszege 77

A kovetkezdkben ezt a feladatot kétféleképpen is megoldjuk. Azonban két kiillonb6zo
eredményt fogunk kapni, amely természetesen nem lehetséges. Gondolkodjunk el azon,

vajon melyik megoldas jo és melyik rossz, vagy esetleg mindkettd rossz?

I. megoldas. Az els6 esetben tegyiik fel, hogy a két kocka kiilsore teljesen egyforma,
kiilso szemlélé nem tud kozottiik kiilonbséget tenni. Ebben az esetben csak annyit tu-
dunk a dobas utan megallapitani, hogy az egyik kockan példaul egyes, a masikon pedig

hatos van. Ezt az esetet jeloljik {1,6} mdédon. Ekkor az 6sszes lehetséges kimenetele
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a kisérletnek:

{1,1}y {1,2} {1,3} {1,4} {1,5} {1,6}
{2,2} {2,3} {2,4} {2,5} {2,6}
{3,3} {3,4} {3,5} {3.6}

{4,4} {4,5} {4,6}

{5,5} {5,6}

{6,6}

Ez 6sszesen 21 eset. Masrészt ezekbdl azon esetek, amikor az Osszeg 7:

{1.6} {25} {3,4}
Vagyis 3 esetben kivetkezik be a figyelt esemény. Igy a valésziniiség & = L.
I1. megoldas. A mésodik esetben tegyiik fel, hogy az egyik kocka fekete alapon fehér
pottyos, mig a masik fehér alapon fekete pottyos. [gy nem csak azt tudjuk megmondani
a dobas utan, hogy példaul az egyiken egyes a maésikon pedig hatos van, hanem azt
is, hogy a fekete alaptin van egyes és a fehér alapin hatos, vagy forditva. Az el6bbit

jeloljiik (1,6), mig az utébbit (6,1) mdédon. Ekkor az Gsszes lehetséges kimenetele a

kisérletnek:
(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
(3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6)
(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6)
(5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)
(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

Ez 6sszesen 36 eset. Masrészt ezekbol azon esetek, amikor az 6sszeg 7:
(1,6) (2,5) (3,4) (4.3) (5,2) (6,1)

Vagyis 6 esetben kovetkezik be a figyelt esemény. Igy a valészintiség 3% = %.

Osszegezve tehat a két megoldast, % a valdszinliség, ha a kockakat nem tudjuk
megkiilonboztetni, mig %, ha meg tudjuk Oket kiilonboztetni.

Az vilagos, hogy mindkét eredmény nem lehet jo, hiszen egy kis festék nem val-
toztathat a valésziniiségen. Ahhoz, hogy meg tudjuk allapitani, melyik megoldas jé
illetve melyik rossz, azt kell 1atni, hogy a kockak megkiilonboztethetosége illetve nem
megkiilonboztethetdsége csak rajtunk mulik, azaz szubjektiv tényezo. Ettol fiiggetleniil
a kockak 6nallé targyak. Igy az elsé megolddsban a {1,6} eset kétszer akkora eséllyel
kovetkezhet be, mint példaul az {1,1}. Vagyis az els6 megolddsban nem klasszikus
valoszinliségi mezot kapunk, igy a valdszintiséget sem szamolhatjuk a , kedvezd per az

Osszes eset” képlettel. A méasodik esetben viszont a szimmetria miatt minden kimene-
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tel azonos eséllyel kovetkezhet be, azaz klasszikus valdszintiségi mezo. Tehat a masodik

megoldés jo, azaz a helyes eredmény %.
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4. fejezet

Feltételes valosziniiség

Szabalyos kockaval dobjunk 10-szer. Tegyiik fel példaul, hogy a kovetkezo szamokat
kapjuk:
1,5,4,5,5,6,4,2,2,6.

Jelolje A azt az eseményt, hogy maximum harmast dobunk, és B azt, hogy paros
szamot dobunk. Amikor az A és B események egyszerre kovetkeznek be, jeloljik AB
médon, ami most azt jelenti, hogy kettest dobunk. B ellenkezéjét B-vel fogjuk jelolni,
ami ebben az esetben azt jelenti, hogy paratlan szamot dobunk.

Az A, B, AB, B események relativ gyakorisagait jeloljiik rendre 7(A), r(B), r(AB),

és r( B') médon. Ekkor

3 6 2 — 4
A)=— B)=— AB) = — B)=—.
() (B) r(AB) = o r(B)=
Ezen jelolések bevezetése utan, térjink ra a feltételes valoszinliség fogalmara. Emlékez-
zen vissza, volt egy fontos feltételiink a dobokocka kisérlet végrehajtasanal. Abban az
esetben, amikor élére esik a kocka, a dobast ne vegyiik szamitasba. Most ezt a felté-
telt tovabb bévitjiik. Akkor se vegyiik szamitasba a dobast, amikor nem paros szamot

dobunk, azaz nem a B esemény kovetkezik be:

A? /5747 /67 /576’4727276

gy mér csak hat érvényes dobasunk van. Ebben a médositott kisérletben az A esemény
nem 3-szor, hanem csak kétszer kovetkezett be, igy a relativ gyakorisaga %. Ezt jeloljitk

r(A | B)-vel. Tehé&t most
2

r(A| B) = -.
(A|B) ==
Ez a relativ gyakorisdg pontosan olyan tulajdonsagot fog mutatni, mint az eredeti
relativ gyakorisag, azaz sok kisérlet esetén egy bizonyos érték koriil fog ingadozni. Ezt az

értéket nevezik az A esemény B-re vonatkozd feltételes valészintiségének, tovabba P(A |
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| B) médon szoktak jelolni. Az eredeti kisérletben az A valészintiségének a szokdsos
jelolése P(A).

Az r(A | B) = 2 gy jott ki, hogy a nevez8ben csak a B bekovetkezéseinek a
szamat, azaz B gyakorisdgat irtuk, mig a szamlaloba az A-nak azon bekovetkezéseit

irtuk, amikor B is bekovetkezett, hiszen a tobbit toroltik. Igy teljesil a kovetkezé:

_ r(AB)
r(A| B) = (B)
Ebbol mar koévetkezik, hogy
P(AB)
P(A|B) =
(A1) = 55

Még egy fontos és hasznos 6sszefiiggést fogunk megmutatni. Mivel az el6z6ek miatt
r(A) =r(AB) +r(AB) =7r(A | B)r(B) +r(A| B)r(B),

igy

P(A)=P(A|B)P(B)+ P(A| B)P(B)

Az utébbi 6sszefliggés az ugynevezett teljes valdszintiség tételének egy specialis esete.

4.1. feladat. Excellel modellezzen 1000 dobast egy szabalyos dobdkockéaval! Az el6z6

jeloléseket haszndlva, szdmolja ki az r(A | B) értékét!
Megoldas. Irja az Al cellaba:
=VELETLEN.K0ZOTT(1;6)

Enter utan lépjen vissza az Al cellara, majd a kitoltéjelet hizza le az 1000. sorig. Ezzel
megvan az 1000 dobas. Ezutan a Bl celldba irjon 1-et, ha a B esemény teljesiil, azaz

parosat dobtunk, ellenkez6 esetben irjon 0-t. Ehhez irja be a Bl-be a kévetkezot :
=HA (VAGY(A1=2;A1=4;A1=6);1;0)

Enter utan lépjen vissza a Bl cellara, majd a kitoltéjelre kattintson kétszer. Ezzel
minden érvényes dobas utan 1, mig az érvénytelenek utan 0 all.

A C1 celldba irjon 1-et, ha az AB esemény teljesiil, azaz haromnal kisebbet és
parosat dobtunk, ami azt jelenti hogy kettest dobtunk. Ellenkez6 esetben irjon be 0-t.
Ehhez irja be a Cl-be a kovetkezot:

=HA(A1=2;1;0)

Enter utan lépjen vissza a C1 cellara, majd a kitoltéjelre kattintson kétszer. Ezzel

minden kettes dobéas utan 1, ellenkezd esetben 0 all. Végiil a D1 celldba ezt irja:
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=SZUM(C:C) /SZUM(B:B)
Ezzel megkaptuk r(A | B) értékét.

4.2. feladat. Egymas mellé tesziink egy zold és egy kék dobozt. A z6ld dobozban 5
piros és 3 fekete golyd, mig a kék dobozban 2 piros és 4 fekete golyd van.

A z6ld dobozbdl attesziink egy golydt a kék dobozba, majd ezutan a kékbdl hizunk
egy golyot. Mi a valdszintisége, hogy a kék dobozbdl piros golyot htzunk ki?

Megoldas. Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket :
B: a zold dobozbdl piros golyot tesziink at a kék dobozba.
B: a z6ld dobozbdl fekete golydt tesziink at a kék dobozba.
A: a kék dobozbdl piros golyot hiuzunk.

Ekkor

P(B)== és P(B)= 2

Ha a zold dobozbdl piros golyot tettiink at, akkor a kék dobozban mar 3 piros golyd

lesz az Osszesen 7 golyobodl, azaz

3
PA|B) =2,

illetve, ha a z6ld dobozbdl fekete golyot tettiink at, akkor a kék dobozban 2 piros golyo

lesz az Osszesen 7 golyobodl, azaz

2

P(A|§)=?.

Igy a teljes valészintiség tétele szerint

5 2 3 21
42 2= = 0,375.
5778 ’

P(A)=P(A| B)P(B) + P(A| B)P(B) = 56

| w

4.3. feladat. Az el6z6 feladatban szereplé dobozok mellé tesziink még egy sziirkét is,

amelyben 3 piros és 3 fekete goly6 van.
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A z6ld dobozbdl attesziink egy golyot a kék dobozba, ezutdn a kékbol attesziink egyet
a sziirkébe, végiil a sziirkébol hizunk egy golyét. Mi a valdszintisége, hogy a sziirke

dobozbdl piros golyot hiizunk ki?

Megoldas. Vezessiik be a kovetkez6 jeloléseket :
A: a kék dobozbdl piros golydt tesziink at a sziirke dobozba.
A: a kék dobozbdl fekete golyét tesziink 4t a sziirke dobozba.
C': a sziirke dobozbdl piros golyét htzunk.

Felhasznalva az el6zo6 feladat eredményét:

21

21 21 35
56

P(A - =
(4) 56 56

s P(A)=1

Ha a kék dobozbdl piros golyot tettiink at, akkor a sziirke dobozban méar 4 piros golyd

lesz az Osszesen 7 golyobol, azaz

4

illetve, ha a kék dobozbdl fekete golyot tettiink at, akkor a sziirke dobozban 3 piros

goly6 lesz az 6sszesen 7 goly6bdl, azaz

mmng

Igy a teljes valoszintiség tétele szerint

- = 4 21 3 35 189
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5. fejezet
Nyerjink a lottéon!

Magyarorszagon tobbféle lottéjatékot is jatszanak, de talan a legnépszertibb, az 1957

Ota tizemeld 6toslotto.

Ennek lényege, hogy az 1,2,3,...,90 szamokbdl kisorsolnak 6tot visszatevés nélkiili
modszerrel. Ez azt jelenti, hogy miutan kisorsolnak egy szdmot, azt mar nem teszik
vissza a szdmokat tartalmazé urnéba. Igy biztosan 6t kiilonbozd szamot kapunk. Ezek
a szamok novekvo sorrendbe allitva alkotjak az adott jatékban a nyerd lottootost.

A jatékosnak a huzas el6tt egy szelvényen meg kell tippelni 6t szam megjelolésével
a nyer0 lott6otost. Egy jatékos tobb szelvénnyel is jatszhat. Egy szelvény 225 forintba
kertiil. Négy esetben nyerhetiink: ha az 6tbol 2, 3, 4 vagy 5 szamot talalunk el.

A Szerencsejaték Zrt. a szelvényekbdl befolyt osszeg 54%-at nyereségként elkonyveli.
A fennmarad6 46% képezi az tigynevezett nyereményalapot, amit a nyerd szelvények
tulajdonosai kozott osztanak el. A 2 taldlatos szelvények kapjak a nyereményalap 35%-
at, a 3 taldlatosok a 18%-at, a 4 taldlatosok a 17%-at, végul az 5 taldlatosok a 30%-At.

Ha egy nyereményosztalyban az adott héten nem volt nyerd szelvény, akkor annak
a nyereményét atviszik a kovetkezo hétre. Ha a kovetkez6 héten sincs abban a nyere-
ményosztalyban nyertes, akkor a halmozodas tovabb folytatodik a rakévetkezo hétre.
Ezt maximum egy évig lehet folytatni. Utana a teljes felhalmozott Osszeget hozzéte-
szik a nyereményalaphoz, és szétosztjak a tobbi nyereményosztalyban az el6zéekben
ismertetett ardnyokban. Természetesen ennek a halmozddasnak az 6t taldlatos nyere-
ményosztalyban legnagyobb a valdszintisége.

Mindezek alapjan, ha példaul azt akarjuk kiszamitani, hogy egy adott jatékban
mennyit fognak fizetni az ottalalatos szelvényre, akkor a kovetkezd képlettel tehetjiik

meg:

0,3-0,46-2255 + H
T Y
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ahol S az adott htizdsban résztvevo szelvények szama, H a halmozott nyeremény és T'
az Ottaldlatos szelvények szama. Ha T' = 0, akkor a kévetkezd hétre atvitt nyeremény

Osszege 0,3 - 0,46 - 2255 + H, vagyis a kévetkez6 hizasnal mar ennyi lesz a H értéke.
5.1. feladat. Hatarozza meg az Osszes lott66t0sok szamat!

Megoldas. Az elsé huzaskor az urndban 90 szam van, igy 90 lehetdségiink van az els6
szam kivalasztasara. A masodik hizasnal mar csak 89 szambol valaszthatunk, hiszen a
kihizott szamokat nem tessziik vissza az urnaba. fgy a masodik szamot 89-féleképpen
valaszthatjuk ki. Ebbdl mar kovetkezik, hogy az elso két szam kivalasztasa 90-89 modon
torténhet. Ebbol nem nehéz kitalalni, hogy az 6t szam kivalasztasara 90 -89 - 88 - 87 - 86
lehetoség van. Ez azonban még nem a helyes eredmény, hiszen példaul a 12, 24, 35,
64, 78 lottootost tobbszor is beleszamoltuk. Pontosan annyiszor, ahanyféleképpen ezt
az Ot szamot sorba tudjuk rendezni, azaz 5-4 -3 -2 -1 esetben. Ez minden lott6otosre

igaz, igy a helyes eredményhez az el6z6 eredményt el kell osztani 5-4 -3 -2 - 1-gyel:

90 - 89 - 88 - 87 - 86
5-4-3-2-1

A matematikaban ezt a hanyadost (950) modon jeloljitk és 90 alatt az 5-nek olvassuk.

Ezt Excellel konnyen kiszamithatjuk a
=KOMBINACIOK (90;5)
fiiggvénnyel. A kapott érték 43949 268.

5.2. feladat. Tegyiik fel, adok Onnek 225 forintot, hogy adjon fel egy lottészelvényt.
Ha a szelvény nyer, akkor Oné a nyeremény. Nekem csak annyi kikétésem van, hogy a

kovetkezo két lott6otosbol kell valasztania:
1,2,3,4,5 vagy 24, 31,54, 71, 78.
Melyiket valasztja és miért?

Megoldas. Sok diaknak feltettem mar ezt a kérdést a valdsziniliségszamitas érakon,
és csak elenyészo szazalékban valasztottak az 1, 2, 3, 4, 5 lottootost. Ezen didkok a

kovetkezoképpen érvelnek:

Minden lottootdost ugyanakkora valosziniséggel sorsolhatnak ki, igy tulaj-
donképpen mindegqy melyiket vdlasztjuk. Ugyanakkor, szinte biztosan nem
tippelne senki az 1, 2, 3, 4, & szdmokra, igy ha méqgis kisorsoljik, akkor

nagy eséllyel nem kell osztozni a nyereményen senkivel.

A 24, 31, 54, 71, 78 szamokat valasztokat a miértrél faggatva, a legtobbszor a kdvetkezo

valaszt kaptam:
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Tapasztalat szerint sokkal ritkdbban hiznak ki ,,szabdlyos” lottéotost, ami
arra utal, hogy a wvaloszinisége is kisebb. Ezért inkabb a ,szabdlytalant”

valasztom.

Vajon helyes-e ez a gondolatmenet? Ami a tapasztalatot illeti, leellendrizhetjik, mert
itt megtaldl minden lott60tost, amit 1957 6ta kihtiztak: http://www.szerencsejatek.
hu/x1s/otos.html. Ez valoban aldtdamasztja azt a véleményt, hogy sokkal ritkdbban
huznak ki ;szabalyos” lott6otost, vagyis a kihtizasanak a valészintisége is kisebb. Tehat
a magyarazat helytall6. De ebbdl a ténybdl az is kovetkezik, hogy az 1, 2, 3, 4, 5
lottootos kihtizasa kisebb valdszintiséggel torténhet meg, mint a 24, 31, 54, 71, 78
lotto6tosé ?

A valaszhoz tegyiik fel, hogy azoknak a didkoknak van igazuk, akik azt mond-
jak, hogy mindegy melyik lott66tossel jatszanak, mert minden lottootost ugyanakko-
ra eséllyel sorsolnak ki. Ekkor a jaték gy is jatszhatd elviekben, hogy a lottdéotosok
mindegyikét felirjuk egy-egy ping-pong labdara, majd azokbdl becsukott szemmel egyet
kisorsolunk. Természetesen, igy a valasztasra nincs hatassal az, ha a labdak kiillénb6z6
szintiek. Ezért azt is megtehetjik sorsolds el6tt, hogy a ,szabalytalan” lott6otosoket
fehér labdéara, mig a ,szabdlyosokat” pirosra irjuk. Az igy elkésziilt 43949 268 darab
labdat szorjuk ki egy nagy focipalyara. A focipalyat feliilr6l nézziikk meg. Vajon mit
fogunk latni a labdak szineloszlasat tekintve? Természetesen azt, hogy a labdak donto
tobbsége fehér, és csak elenyészo résziik piros. Ebbdl kovetkezik, hogy taldlomra kiva-
lasztva egy labdat, az csak kis valoszintiséggel lesz piros, azaz kisebb a valdszinlisége
annak, hogy ,szabalyos” lotto6tost valasztunk. Masrészt viszont az 1, 2, 3, 4, 5 szé-
mok csak egy labdén szerepelnek (bar az piros), csakigy, mint a 24, 31, 54, 71, 78
szadmok is (ami fehér). gy mindkett ugyanakkora eséllyel sorsolhaté ki. Azaz az elézé

kérdésiinkre a valasz:

Abbdl, hogy ,szabdlyos” lottédtds kihizdasanak a valosziniisége kisebb mint
Lszabdlytalané”, még nem kovetkezik, hogy az 1, 2, 3, 4, 5 lottootos kihiza-

sanak kisebb a valdoszinisége, mint a 24, 31, 54, 71, 78 lottodtosé.

Persze ett6l még nem allithatjuk, hogy minden lott6otos ugyanakkora valdszintiséggel
huzhato ki, csak annyit mondhatunk, hogy a megfigyelt tény nem mond ennek ellent.

Tehat még mindig nyitott a kérdés:
Minden lottéotas ugyanakkora valosziniséggel hizhato ki?

Ezt a kérdést feltéve a diakoknak a ,szabalyos” lotto6tosok koriili téveszmék tisztazasa
utan, szinte kivétel nélkiil mindenki amellett szokott szavazni, hogy minden lott66tos
valészintisége megegyezik.

Ennek indoklasahoz induljunk ki abbdl a jéhiszemti feltételezésbdl, hogy az urnaban

talalhatd szamokat rejté golydk, kiilso jegyeiket tekintve teljesen egyformék. Azaz az
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els6 hizasnal barmely golyo (és igy barmely szam) ugyanakkora eséllyel valaszthato ki.
Ezutdn a mésodik goly6é a megmarad6 89-bdl megint csak egyforma eséllyel huzhato,
és igy tovabb. Ezzel a feltételezéssel, ha annak a valdszinliségét akarjuk kiszamitani,
hogy a kihuzott szamok sorrendben példaul a 31, 24, 78, 54, 71, akkor ugyanazt kell
kapnunk, mintha akarmelyik méas kimenetelt kérdeztiik volna. Jeloljiikk ezt a kozos
valészintiséget p-vel. Korabban mar lattuk, hogy 90 -89 - 88 - 87 - 86 ilyen szamotos van,
igy 90-89-88-87-86-p = 1. Masrészt egy lottootos 5-4-3-2 -1 = 120-féle sorrendben

huzhato ki, igy a kihtizasanak valoszintisége 120p, ami a kovetkezével egyezik meg:

90
120:(90-89-88-87-86) =1: ( 5 ) =1:43949268 = 0,000000022753507521445.

Osszegezve tehat, azoknak van igazuk, akik azt mondjék, hogy teljesen mindegy melyik
lottootost irjak a lottészelvényre. Ez azt jelenti, hogy az 6toslottd klasszikus valdszi-

nliségi mezovel irhato le.

5.3. feladat. Mi a valoszintisége annak, hogy egy 6toslottéd szelvénnyel jatszva, harmas

talalatunk lesz a héten? Altalanositsa a feladatot!

Megoldas. A hiarmas talalathoz az kell, hogy az altalunk megtippelt 5 szambdl harmat
htizzanak ki, mig a maradék két szamot az altalunk be nem jelolt 85 darab szambol
kell kivalasztani. Ez (g) (825) lottootos esetén teljestil. Mivel az 6sszes lottootosok szama

(950) és klasszikus a valdszinliségi mez0, ezért a valdszinliség
5\ (85
G) ()
90\ -
(5)
Altalanositva, annak valoszintisége, hogy t talalatunk lesz:

O(2)
(%)

A képlet t =0 és t = 5 esetén ugy marad érvényben, ha bevezetjilk az (g) = (”) =1

jelolést. Excellel szamolva a kévetkezoket kapjuk:

talalatok szama | valoszinliség
0 0,746349563774305
1 0,230354803634045
2 0,0224736393789312
3 0,000812300218515585
4
5

0,0000096702406966141
0,000000022753507521445
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5.4. feladat. Mi a valdszintisége annak, hogy egy 6toslottod szelvénnyel jatszva, nem

nyertink semmit ?

Megoldas. Akkor nem nyeriink, ha 0 vagy 1 talalatunk van, igy az el6z6 tablazatban

csak az ezekhez tartozo valoszintiségeket kell 0sszeadni:

5\ (85 5) (85
(0)(5) + (1)(4) = 0,97670436740835.

) G

Ebbdl mar azt is kiszamolhatjuk, hogy mennyi a nyerésre az esélytlink:

5\ (85 5\ (85
1— 0 (5) — 0 () =1 —0,97670436740835 = 0,02329563259165.

) %)

5.5. feladat. Néhany évvel ezelott Bulgariaban kétszer egymdésutan ugyanazokat a

lottészamokat huztak ki. Mekkora ennek 6toslottd esetén a valdszintisége ?

Megold4s. Sokszor kapom erre a kovetkezd rossz megoldast: o - 7. Vajon milyen
gondolatmenettel kaphatjuk ezt a megoldast és miért rossz? Ezzel szemben a helyes
megoldas ﬁ = 0,000000022753507521445. Indokolja az eredményt!

Ez ugygnannyi, mint az 5 talalat valdoszintisége. Mégis az a tapasztalat, hogy 5
talalatos szelvény minden évben tobb is van, mig eddig az 6toslottéban ehhez hasonlo

eset nem tortént. Mi lehet a magyarazata ennek a latszolagos ellentmondéasnak ?

5.6. feladat. Mi a valészintisége, hogy egy kihtuzott lottootosben a legnagyobb és
legkisebb lottészam kiilonbsége 10?7 Altaldnositsa a feladatot!

Megoldas. Eloszor azt szamoljuk ki, hogy hany olyan lott66tos van, amelyben a legki-
sebb szam az 1, a legnagyobb pedig a 11. A maradék 3 lottészam a 2,3, ..., 10 szamok
koziil kertilhet ki. Ez (g) modon lehetséges, tehat ennyi ilyen lott66tos van. Ugyan-
ennyi olyan lott6otos van, amelyben a legkisebb a 2, a legnagyobb pedig a 12. Mivel
a legkisebb szam helyére 80-féle szamot valaszthatunk, ezért azon lott6éotosok szama,

melyekben a legnagyobb és legkisebb kiilonbsége 10,

()

Igy a kérdéses valdszinliség

80(5)
(%)

Altaldnositva, annak a val6szintisége, hogy a kihtizott legnagyobb és legkisebb lotté-

= 0,00015290357054411.

szam kiilonbsége k,
k—1
(90 — k) (*5")

5)
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ahol a k lehetséges értékei 4,5, ..., 89.

5.7. feladat. Mekkora a legnagyobb valdszintiséggel egy kihtizott lotto6tosben a leg-
nagyobb és legkisebb lottészam kiilénbsége ?

Megoldas. Az el6z6 feladat megoldasa alapjan azt kell megtaldlni, hogy a lehetséges

(90 — k) (k ; 1)

értéke maximalis. A megolddst Excel hasznalatdval konnyen megtaldlhatja. Irja be

k értékek koziil melyikre lesz a

az Al celldba a 4 szamot, mig az A2-be az 5 szamot. Ezutan jelolje ki az A1:A2
cellatartomanyt, majd a kitolt6jelet hiizza le a 86. sorig. Ezzel az A oszlopba beirta az

Osszes lehetséges k értéket. Kovetkezo 1épésként a B1 cellaba irja a kovetkezot :
=(90-A1) *KOMBINACIOK (A1-1;3)

majd Enter. Végiil visszalépve a B1 cellara, kattintson kétszer a kitoltéjelre. Ezzel a B
oszlopban megkaptuk az 6sszes (90— k) (kgl) értékeket. Itt gyorsan leellendrizheti, hogy
a 68 mellett szerepel a legnagyobb érték, nevezetesen 1053 910. Akar abrazolhatja az
értékeket grafikonon is. Ehhez jelolje ki az A és B oszlopokat, majd valassza a Beszuras

/ Diagramok / Pont mentipontot.

1000000
°
.o
800000 °
°
..o' °
600000 o e
o ®
o
.0 ()
400000 o
°
200000 e
°
0
4 14 24 34 44 54 64 74 84

Jol lathato, hogy a maximum érték 64 és 74 kozott van. Ezt a részt kinagyitva a
kovetkezot lathatja:
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1060000
1050000
1040000 e
1030000
1020000
1010000

1000000
64 65 66 67 68 69 70 71 72 73 74
Ebbol mar jol 1athato, hogy 68-nél van a maximum.

5.8. feladat. Hany olyan lott66t6s van, amelyben névekvo sorrendben a negyedik szam
a 807 Altaldnositsa a feladatot!

Megoldas. A megoldashoz csak azt kell meghatarozni, hogy az 1,2,...,79 szamok
koziil hanyféleképpen tudunk kivalasztani harmat, illetve a 81,82, ..., 90 szamok koziil

hanyféleképpen tudunk kivalasztani egyet. Ez alapjan a valasz
79\ (10
3 1)
Ebbol mar nem nehéz az altalanositas. Annak a valészintisége, hogy névekvo sorrendben

GG

Vegye észre, hogy ennek a képletnek csak 0 < i — 5 < 85 esetén van értelme, ellenkezo
esetben az eredmény 0, ahol tehat ¢ =1,2,...,90 és j =1,2,3,4,5.

a j-edik lottoszam az i:

5.9. feladat. Készitsen Excellel tablazatot, amely az el6z6 feladat eredményeit 6sszeg-

zi! A tédblazat eredményeit abrazolja grafikonon is!

Megoldas. A Bl cellatol az F1 celldig irja be a szamokat 1-t6l 5-ig. Ezek jelentik majd
az el6z6 képletben a j értékét. Ezutan A2-t6l A91-ig irja be 1-t6l 90-ig a szdmokat.
Ezek jelentik majd az el6z0 képletben az ¢ értékét. A B2 cellaba irja a kovetkezét:

=HA (ES (0<=$A2-B$1; $A2-B$1<=85) ; KOMBINACIOK ($A2-1;B$1-1) *KOMBINACIOK (90-$A2;5-B$1) ;0)

Az Enter megnyomasa utan lépjen vissza a B2 cellara. A kitoltéjelet hizza az F2-ig,
engedje el az egeret, majd a kitoltéjelet hizza a 91. sorig. Ezzel megkapja az el6z6

feladat Osszes eredményét :
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1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

1| 2441626 0 0 0 0 46 135751 595 980 936 540 624 360 148 995

2| 2331890 109 736 0 0 0 47 123410 567 686 934 605 652 740 163 185

3| 2225895 211990 3741 0 0 48 111930 539 560 930 741 681 030 178 365

4] 2123555 307 020 10 965 86 0 49 101 270 511 680 924 960 709 136 194 580

5| 2024785 395080 21420 340 1 50 91390 484120 917 280 736 960 211876

6] 1929501 476 420 34 860 840 5 51 82 251 456 950 907 725 764 400 230 300

7| 1837620 551 286 51045 1660 15 52 73 815 430 236 896 325 791 350 249 900

8| 1749060 619 920 69 741 2870 35 53 66 045 404 040 883 116 817 700 270725

9] 1663740 682 560 90 720 4536 70 54 58 905 378 420 868 140 843 336 292 825
10f 1581580 739 440 113760 6720 126 55 52 360 353 430 851 445 868 140 316 251
11 1502501 790 790 138 645 9480 210 56 46 376 329120 833 085 891 990 341 055
12| 1426425 836 836 165 165 12870 330 57 40 920 305 536 813120 914 760 367 290
13| 1353275 877 800 193 116 16 940 495 58 35960 282720 791616 936 320 395010
14 1282975 913 900 222 300 21736 715 59 31465 260 710 768 645 956 536 424 270
15| 1215450 945 350 252 525 27 300 1001 60 27 405 239 540 744 285 975 270 455126
16( 1150626 972 360 283 605 33670 1365 61 23751 219 240 718 620 992 380 487 635
17( 1088430 995 136 315 360 40 880 1820 62 20 475 199 836 691740 1007720 521 855
18( 1028790 1013880 347 616 48 960 2380 63 17 550 181 350 663741 1021 140 557 845
19 971635 1028790 380 205 57 936 3060 64 14 950 163 800 634725 1032486 595 665
20 916895 1040060 412 965 67 830 3876 65 12 650 147 200 604 800 1041600 635 376
21 864501 1047880 445740 78 660 4845 66 10 626 131560 574080 1048320 677 040
22 814385 1052436 478 380 90 440 5985 67 8 855 116 886 542685 1052480 720720
23 766 480 1053 910 510741 103 180 7315 68 7315 103 180 510741 1053 910 766 480
24 720720 1052480 542 685 116 886 8 855 69 5985 90 440 478380 1052436 814 385
25 677040 1048320 574 080 131 560 10 626 70 4 845 78 660 445740 1047 880 864 501
26 635376 1041600 604 800 147 200 12 650 71 3876 67 830 412965 1040060 916 895
27 595665 1032486 634 725 163 800 14 950 72 3060 57 936 380205 1028790 971 635
28 557845 1021140 663 741 181 350 17 550 73 2380 48 960 347616 1013880 1028790
29 521855 1007720 691 740 199 836 20 475 74 1820 40 880 315360 995136 1088 430
30 487 635 992 380 718 620 219 240 23751 75 1365 33670 283 605 972360 1150626
31 455 126 975 270 744 285 239 540 27 405 76 1001 27 300 252 525 945350 1215450
32 424 270 956 536 768 645 260710 31465 7 715 21736 222 300 913900 1282975
33 395010 936 320 791 616 282720 35960 78 495 16 940 193116 877800 1353275
34 367 290 914 760 813120 305 536 40920 79 330 12 870 165 165 836836 1426425
35 341 055 891 990 833 085 329120 46 376 80 210 9480 138 645 790790 1502501
36 316 251 868 140 851 445 353430 52 360 81 126 6720 113 760 739440 1581580
37 292 825 843 336 868 140 378 420 58 905 82 70 4536 90 720 682560 1663740
38 270725 817 700 883116 404 040 66 045 83 35 2870 69 741 619920 1749060
39 249 900 791 350 896 325 430 236 73815 84 15 1660 51 045 551286 1837620
40 230 300 764 400 907 725 456 950 82251 85 5 840 34 860 476420 1929501
41 211876 736 960 917 280 484 120 91 390 86 1 340 21420 395080 2024785
42 194 580 709 136 924 960 511680 101 270 87 0 86 10 965 307020 2123555
43 178 365 681 030 930 741 539 560 111930 88 0 0 3741 211990 2225895
44 163 185 652 740 934 605 567 686 123410 89 0 0 0 109736 2331890
45 148 995 624 360 936 540 595 980 135 751 90 0 0 0 0 2441626

Ebben a tablazatban példaul a 7. sorban és a 4. oszlopban talalhatd 1660 azt jelenti,
hogy ennyi darab olyan lott66tos 1étezik, amelyben névekvé sorrendben a 4. lottészam
ar.

Minden sorban keresse meg a legnagyobb értéket! Ezek pirossal lettek kiemelve.
Ezutdn minden oszlopban keresse meg a legnagyobb értéket! Ezeket sziirke hattérrel
lathatja.

A grafikon elkészitéséhez jelolje ki a B2:B91 cellatartomanyt, majd valassza a Be-
szirds / Diagramok / Pont meniipontot. Ezzel azon lott6otosok szamét abrazolta i
fiiggvényében, melyekben az i lottoszam novekvo sorrendben az elsé helyen szerepel.
Ezutan a rajzteriileten a helyi mentiben vdlassza az Adatok kijelolése / Hozzdadés
meniipontot. Itt az Adatsor Y értékeinek megadasahoz jelolje ki a C2:C91 cellatarto-
méanyt. Ezutdan OK / OK. Ezzel azon lott66tosok szamét abréazolta i fliggvényében,

melyekben az i lottészam névekvd sorrendben a masodik helyen szerepel. Ezt folytassa
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az F oszlopig. A kovetkezo grafikont kapja:
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VIDEO

5.10. feladat. Ertelmezze az el6z6 tdblazatban a pirossal kiemelt szamokat!
Megoldas. A pirossal kiemelt szamok alapjan a kovetkezok igazak:

— Az 1,2,...,18 lottészamok a legnagyobb valésziniiséggel egy lottéotosben, no-

vekvo sorrendben az 1. helyen szerepelhetnek.

— A 19,20,...,36 lottészamok a legnagyobb valdszintiséggel egy lott6otosben, né-

vekvo sorrendben a 2. helyen szerepelhetnek.

— A 37,38, ...,54 lottészamok a legnagyobb valdszintiséggel egy lott6otosben, né-

vekveo sorrendben a 3. helyen szerepelhetnek.

— Az 55,56, ..., 72 lottoszamok a legnagyobb valészintiséggel egy lottootdsben, né-

vekve sorrendben a 4. helyen szerepelhetnek.

— A 73,74,...,90 lottészamok a legnagyobb valdszintiséggel egy lott6otosben, né-

vekvo sorrendben az 5. helyen szerepelhetnek.

5.11. feladat. Egy ,feltalal6” az el6z6 feladat megoldasat tapasztalati tton felismerte.
Ezen felbuzdulva, készitett egy szerkezetet, amellyel olyan lott66tosoket lehetett kisor-
solni, melyben sorrendben a legkisebb az 1,2,...,18, a kovetkez6 a 19,20,...,36, a
harmadik a 37,38, ..., 54, a negyedik az 55, 56, ..., 72 és végiil az 6todik a 73,74, ...,90
szamok kozil kertil ki. A szerkezetet azzal a reklammal tudta eladni, hogy az ilyen szam-
otosoknek nagyobb a valdszintisége a kihtizasra. Erdemes-e megvenni ezt a szerkezetet,

vagy legalabbis ilyen lottootossel jatszani?
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https://youtu.be/g6_OvWJ99A0

Megoldas. Természetesen nem érdemes pénzt aldozni erre a szerkezetre. Korabban
lattuk, hogy minden lottootosnek ugyanakkora a valdszintisége, barhogyan is oszté-
lyozzuk &ket. Egyébként ez a szerkezet 18° = 1889568 darab lottéotost tud kisorsolni
a lehetséges 43 949 268-bol.

5.12. feladat. Ertelmezze az elézd tablazatban a sziirke hattérrel kiemelt szamokat!

Megoldas. Egy lottootosben legnagyobb valdszintiséggel, novekvo sorrendben az elsé
helyen az 1, a masodik helyen a 23, a harmadik helyen a 45 és 46, a negyedik helyen a
68, végil az 6todik helyen a 90 allhat.

5.13. feladat. Par évvel ezel6tt késziilt egy riport a sajtoban arrél, hogy valaki talalt
egy jo lottd szisztémat. Eszerint egy lottootosben a paros lottoszamok szama 0, 1, 2,
3, 4 vagy 5 lehet. Vagyis minden héten hat szelvénnyel kell jatszani ugy, hogy egy
szelvényen ne legyen péros, egy szelvényen pontosan egy paros szam legyen és igy
tovabb, a hatodik szelvényen mindegyik szam paros legyen. Van-e értelme ennek a

logikanak ? Hova vezetne a szisztéma ,tokéletesitése”?

Megoldas. Ez a rendszer a lottootosoket hat osztalyra bontja a kettével vald osz-
tas maradéka szerint. Mivel barmely lott6éotosnek ugyanakkora a valdszintisége, ezért
mindegy, hogy mely osztalybol vagy osztalyokbol vessziik ki ezeket, igy a szisztéma ér-
telmetlen. Természetesen azért valamennyivel no a valdsziniiség, hiszen most nem egy,
hanem hat szelvénnyel jatszunk, de ennek semmi koze az osztalyokhoz.

A szisztémat gy ,tokéletesithetjiik”, ha az alapnak tekintett kettét noveljik. Pél-
daul a harommal val6 osztas maradékat figyeljik. Eszerint lehet példaul egy lottootos-
ben egy olyan szam, amely harommal oszthatd, harom olyan szam, amely harommal
osztva 1 maradékot ad és egy olyan, amely harommal osztva 2 maradékot ad. Hany

ilyen osztaly létezik? A vélaszt az ismétléses kombinaciok szaméval lehet megadni:

(3+gfl

lyok szdma (¥571). A legtokéletesebb osztalyozast akkor kapjuk, amikor k& = 86. Ebbél
5

azt kapjuk, hogy minden lottoszamot meg kell jatszani.

) = 21. Ha a k-val val6 osztas maradékai szerint osztalyozunk, akkor az oszté-

5.14. feladat. Ha az el6z6 szisztéma legtokéletesebb verzidjat jatszanank, azaz min-
den lott6otost megtennénk, akkor mennyit buknank? A konkrét szamolas kedvéért
tegyiik fel, hogy rajtunk kivil még 5 millié szelvény jatszik, melyek kozil egyik sem
lesz 5 talalatos, a telitaldlatos osztalyban 2 millidrd forint a halmozodas, mig a tobbi

nyereményosztalyban nincs halmozodas.

Megoldas. Technikailag ez megoldhaté egy kombinacios szelvénnyel, melyen be kell

jelolntink mind a 90 szamot. Ezért a pénztaros el fog téliink kérni

43949 268 - 225 = 9 888 585 300,
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azaz kozel 10 millidrd forintot (vagy inkdbb az elmeosztalyt hivja telefonon @). A

nyeremeényalap
0,46 - 225(43 949 268 4+ 5000 000) = 5 066 249 238 forint.

Ehhez még hozzdadodik a 2 milliard forintos halmozodés. Tehat a kiosztasra keriilo
teljes nyeremény
7066 249 238 forint.

Természetesen ezt nem mind mi kapjuk, hiszen a tobbiek kozott is lesznek nyertesek.

Igy a veszteségiink tobb, mint
2822336 062 forint.

Tehat ebben az esetben kortilbelil 3 milliard forintot bukunk.

5.15. feladat. Az el6z0 feladat feltételeivel, mennyit fizetnek egy négytalalatos szel-
vényre, ha rajtunk kiviill még 40 ilyen szelvény van? Ha mi nem jatszottunk volna,

akkor mennyit fizetne?

Megoldas. A nyereményalapbdl a négytalalatosokra jutd Gsszeg:
0,17 - 5066 249 238 = 861 262 370 forint.

Az 6sszes négytalalatos szelvények szama

5\ (85
40 = 465

igy egy négytaldlatos szelvényre
861262370 : 465 = 1852177 forintot
fognak fizetni. Ha nem jatszottunk volna, akkor
0,17 -0,46 - 225 - 5000 000 : 40 = 2199 375 forint

lett volna a nyeremény.
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6. fejezet

Harom ajté, melyiket valasszam?

Ezt a jatékot Monty Hall-dilemmanak is nevezik, mert Monty Hall ,Let’s make a deal”

cimi tévés vetélkeddjében jatszottak.

LETS MAKE

A harom ajté koziil az egyik mogott autd, a masik ketté mogott kecske talalhato,

példaul igy:
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A jatékos a becsukott ajték koziil kivalaszt egyet,

majd a jatékvezetd a masik kettd koziil kinyit egy olyat, ami mogott kecske van.

A jatékos ezutan még egyszer donthet: Az eredetileg kivalasztott ajténdl marad, vagy
inkabb a masik ajtora tippel. Persze mi most tudjuk a jatékvezetovel egyiitt, hogy nem
érdemes valtoztatni, de ezzel a jatékos nincs tisztaban.

A kérdés a kovetkezd:

Vajon mikor nagyobb a valdszinlisége annak, hogy nyer a jatékos? Ha val-
toztat az els6 dontésén, vagy ha kitart mellette? Esetleg teljesen mindegy,

mert maradnak az esélyek?

Marilyn Savant — akinek az 1Q-ja 228, ami a valaha mért legnagyobb érték — a

valtas mellett érvelt.

Azonban a legtobb matematikus nem tartotta jonak a magyarazatot. Ilyen vélemények

hangoztak el:

,Hivatdsos matematikusként mélységesen elszomorit, mennyire alacsony az
atlagemberek matematikai miveltsége. Ne sulyosbitsa a helyzetet, vallja be,

hogy tévedett!”
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L Hdt ezt elszurta, de nagyon! Miutan a miisorvezetd felfedi az eqyik kecskét,
a jdtékos 1 : 2-hoz eséllyel nyerhet. Akdr meggondolja magdt, akdr nem, az
esély nem waltozik. Erre az orszagra amigy is nagyon jellemzé a matema-
tikai analfabetizmus, felesleges, hogy erre még a legmagasabb I(Q) birtokosa

is rdtegyen egy lapdttal! Szégyellje magdt!”

L, Oridsit téved a vetélkedds feladattal kapesolatban, mindamellett remélem,
hogy ez a vita rdirdnyitja a figyelmet matematikaoktatdasunk elképeszto hi-
dnyossdgaira. Tévedése beismerésével valamelyest On is kivehetné részét
e szanalmas dllapot felszdmoldsabol. Hdany ingerilt matematikus kell még,

hogy végre meggondolja magdt ?!”

Savant magyarazatat még korunk legnagyobb matematikusa, Erdos Pal sem fogadta el

elsére.

Akkor hat mi az igazsag? Csinaljuk azt, amit Erdos is tett. Jatszunk sokszor, és nézziik
meg mi torténik az egyik taktika, és mi a masik esetében. A kovetkez6é videdban 9

jatékot jatszunk ugy, hogy nem valtoztatunk az elsé tippen:
VIDEO

Amint lathattuk, 9 jatékban 3-szor nyertiink. Most nézziik meg mi torténik a 9 jaték

alatt, ha valtoztatunk a tippen:
VIDEO

Tehat most 6-szor nyertiink. Azaz kétszerese annak, mint amikor maradtunk az ere-
deti valasztasunkndl. Ez azt sejteti, hogy Marilyn Savantnak van igaza. Persze ez még

lehetett véletlen is. A videén lathaté jatékkal On is jatszhat a kovetkezd weblapon:
Monty Hall-dilemma

A kisérlet meggy6z6bb lenne, ha az aranyt nagyobb szamu jaték esetén is megnézhet-

nénk. Ehhez az Excelt hivjuk segitségiil. Irja az Al celldba:

=VELETLEN.K0ZOTT(1;3)
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https://youtu.be/3QrLkp24eD0
https://youtu.be/XwDTt4zsqWA
https://tomacstibor.uni-eszterhazy.hu/tananyagok/jatsszunkaveletlennel/monty.html

Jelentse ez a kivéalasztott ajté szdmat. Irja a Bl celldba a kovetkez6t:
=VELETLEN.KOZOTT(1;3)

Jelentse ez a nyer6 ajté szamat. A C1 celldba aszerint irjon 1-et vagy 0-t, hogy valtoz-
tatas nélkil nyeriink-e vagy sem. Nyilvan, ha A1=Bl1, azaz a kivalasztott és a nyerd

ajto sorszama ugyanaz, akkor nyeriink. Tehat a C1 cellaba ezt irja:
=HA(A1=B1;1;0)

A D1 cellaba aszerint irjon 1-et vagy 0-t, hogy valtoztatassal nyeriink-e vagy sem. Ha
rossz ajtét valasztunk, akkor a jatékvezetd kénytelen a mésik rossz ajtét kinyitni. Igy a
valtoztatassal pont a nyer6 ajtot taldljuk meg. Vagyis ebben az esetben akkor nyertink,
ha Al és Bl értéke kiillonbozé, illetve akkor veszitiink, ha megegyezik. Tehat a D1

cellaba ezt irja:
=HA(A1=B1;0;1)

Jelolje ki az A1:D1 cellatartoményt, majd az 1000. sorig hiizza le a kitoltéjelet. Igy
1000 jatékot modelleztiink mindkét taktikaval. Az E1 cellaba irja a kovetkezdt:

=SZUM(C:C)

Ezzel az 1000-bdl azon jatékok szamét kapjuk, amelyben valtoztatds nélkil nyertiink

volna. Az F1 cellaba ezt irja:
=3ZUM(D:D)

Ezzel az 1000-b6l azon jatékok szamat kapjuk, amelyben valtoztatassal nyertiink volna.

Végiil a G1 cellaba keriiljon ez:
=F1/E1

Ez adja meg, hogy kortlbeliil hanyszorosa a nyerés esélyének abban az esetben, amikor
valtoztatunk, ahhoz képest, mint amikor nem valtoztatunk. Az F9 billentylit meg-
nyomva, az 1000 kisérletet tjra végrehajtja az Excel, igy Gjabb aranyt fog szdmolni.

Ezt tetszoleges szamban megismételheti. Kozben figyelje a G1 cella értékét.
VIDEO

Elég jol megfigyelheto, hogy az arany 2 kortil ingadozik, azaz a tapasztalat azt mutatja,
hogy koriilbeliil kétszer akkora az esélye annak, hogy nyeriink, ha valtoztatunk, ahhoz
képest, mint amikor nem valtoztatunk. Ezt a vizsgdlati modszert egyébként Monte
Carlo-moédszernek nevezik.

Most térjiink ra az elméleti magyarazatra, bar ha jol figyelt, akkor az Excel mun-

kalap elkészitésekor, mar megkaptuk a magyarazatot.
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Ha nem wvdltoztat: abban az esetben nyer, ha eltalalta a nyerd ajtét, melynek % a va-

l6szintisége.

Ha vdltoztat: abban az esetben nyer, ha elsére nem talalta el a nyerd ajtét, hiszen
ekkor a jatékvezeté a masik rossz ajtot nyitja ki, igy amire valtoztat a jatékos,

ott biztosan auté van. Ennek valdszintisége %

Osszegezve tehdt, igaza volt Marilyn Savantnak, azaz megudltoztatva a tip-

plinket, kétszeresére néd az esélyiink a nyerésre.

Amint lattuk, az ember elsé reakciéjdhoz képest (ami az, hogy a valtoztatds nem be-
folyasolhatja a valészinliséget) meglepd a valdsig, ugyanakkor nagyon egyszerii a ma-
gyarazat. Akkor miért valtott ki Savant érvelése ekkora ellendllast a matematikusok
korében? Nos, Savant eredeti magyarazata meglehetésen koriilményes és nehezen ért-
het6 volt, ugyanakkor a matematikusok els6 gondolata, miszerint nem valtozik a valo-
szinliség, annyira nyilvanvalonak tiint szamukra, hogy nem vették a faradtsagot Savant

magyarazatanak értelmezésére. Tisztelet a kivételnek.

6.1. feladat. A jaték paraméterein valtoztatva, hogyan valtozik a valdszintiség? Pro-
baljuk meg altalanositani a feladatot!

Legyen n > 1 azon ajtok szama, melyek mogott autd van. Legyen m > 2 azon
ajtok szdma, melyek mogott kecske van. A jatékos az n + m csukott ajtébdl valaszt
egyet, majd a jatékvezetd k darab ajtot kinyit, melyek mogott kecske van. Ezutan a
jatékos eldontheti, hogy marad-e az eredeti valasztasandl vagy valtoztat. Erdemes-e

valtoztatni?

Megoldas. Ha nem valtoztat, akkor el kell taladlni egy nyero ajtot a nyeréshez, melynek

esélye:
n

n+m
Most tekintsiik azt az esetet, amikor valtoztat a jatékos. Vezessiikk be a kovetkezo
jeloléseket :
A: a jatékos nyer
B: elsére nyer6 ajtét valaszt
B: els6re nem nyerd ajtét valaszt

Ekkor a teljes valosziniliség tétele szerint:

. 1
P(A) = P(A| B)P(B)+ P(A | B)P(B) = — . ™™ >
—_—— o ————— N+ m \n—i—m—/{—ll n+m
TG nim TG mim e

Tehéat nagyobb eséllyel nyer a jatékos, ha valtoztat a dontésén! Specidlisan, ha n = 1

és k =m — 1, akkor S = f:;f_‘rln = m, azaz az eredeti valdszinliség m-szeresével nyer,
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ha valtoztat. Masrészt, ha k rogzitett, akkor n + m névelésével S kozelit 1-hez, vagyis

a valtoztatassal egyre kisebb mértékben n6 a valdszintiség a valtoztatassal.
Kovetkezzen az utolsé feladat:
6.2. feladat. Mi a helyzet, ha a jatékos tobb ajtot is valaszthat?

Ezt a kérdést nem valaszoljuk meg, mindenkinek legyen ez otthoni fejtoro!
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